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[2x2]-matice ve vyuce v 5. aZ 9. tridé ZS

Anotace

Pridce je zaméF¥ena na nékteré moZné aplikace matic na zakladni
§kole. Zabyvad se zejména specialnimi pripady [2x2]-matic, kde
jsou uvadéna i nékterd méné znamd fakta. Matice Jsou pak
uplatiiovany v =zakladech teorie maticovych her, Vv geometrii,
algebre a v kbédovani. Prace dale obsahuje experimentalni
uplatnéni algebry ([2x2]-matic na druhém stupni zakladni Skoly
pri opakovani fetézclh aritmetickych ukonu.

The [2x2]-matrices in the tuition process in the 5th through
9th forms of elementary school

Summary

This work is concerned with some applications of the matrices
at elementary schools. It is particularly focused on special
cases of the [2x2]-matrices, giving some less familiar facts
as well. Then, matrices are utilized in the fundamentals of
the matrix games, in geometry, algebra and coding. This work
also deals with the experimental applicaticn of the
[2x2]-matrix algebra in the 5th through Sth forms e
elementary school 1in revising the strings of arithmetical
operations.

Les [2x2]-matrices a 1 enseignement de la 5. - 9. classe dans
1"école primaire.

Annotation

Le dipléme d'études supérieures concerne quelques possibilités
d application matrices dans 1" école primaire. Il touche
notamment les cas [2x2]-matrices citant aussi les faits moins
connus. Les matrices sont puis utilisées dans les fondaments
de 1la théorie des jeux matriciels, de 1la géométrie, de
1l algébre et dans le codage. Cet oeuvre contient aussi une
application expérimentale de 1l algébre dans deuxieéme degré de
1"école primaire pour la répétition des chaines des procédures
arithmétiques.
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N,Z,Q,R mn. prirozenych, celych, rac., realnych Cisel
= Bz . e adefinovanona kel &

M" := Mx..xM kartézsky souéin n exemplarfu mnoZiny M

T Ludolfovo &islo, m = 3,141592...

A, B,E matice

A matice inverzni k matici A

A matice transponovana k matici A

E jednotkova matice

o) nulova matice

det A determinant matice A

St A stopa matice A

h (A) hodnost matice A

a;; prvek matice A v i-tém Fadku a j-tém sloupci

[rxs]—-matice

ZN, n
r-matice
r-radek
s—-sloupec
a..

b'k

X

matice. srr Tadky a7 s . sloupei
zbytkové tridy mod N

B s= e
([rxr]-matice, tj. ¢tvercova matice stupné r
réadkovy vektor [lxr]-matice

sloupcovy vektor [sxl]-matice

i-ty s-radek [rxs]-matice

k-ty r-sloupec [rxs]-matice

vektor x

vektor ortogonalni k wvektoru x

velikost vektoru x

vzdalenost mezi vektory

skalarni soucin

identické zobrazeni

skladdani funkci

cisla
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Prace zpracovava nékteré moZnosti pouZiti [2x2]-matic ve
vyuce na zakladni 5kole. Poukazuje na nékterd mén& znama fakta
7z teorie [2x2 =matic. Viima S1 specidlnich pripadua
[2x2]8matic. Zabyva se Jjejich uplatnénim v algebrfe, v
geometrii (transformace soufadnic), matice jako =zobrazeni, v
teorii maticovych her ([2x2]-hry, [2xm]-hry, [nx2]-hry) a v
kodevani (hillovskd *&ifra). ®WPrice '‘nabizi' Hedno 'z variant
zavedeni pojmu matice na zakladni Skole.

Prace a obrazky byly vytvoreny v AmiPro 3.0.
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Na zaCatek néco z historie pojmu, ktery je uUstfednim V
této praci.

Termin matice [Ale-78:74,,, ] pochazi =z latinského slova
matrix - matka Zivo&icha. Souvisi s faktem, Ze prvni matice,
jimiZ se =zabyvali James Joseph Sylvestr a Arthur Cayley,
generovaly linearni transformace. Vymezeni matice dvéma
svislymi Carami zavedl A. Cayley (1843-1845), kulaté zavorky
uZival anglicky matematik Cuthbert Edmund Cullis (1913). V
souCasnosti se pouzZivaji prednostné hranaté zavorky, ktereée
zdaraznuji, Ze jde o obdélnikové schéma Cisel.

V poloviné 19. stoleti vznikly matice soucCasné pri béadani
nékolika védcli. PocCatky teorie matic obsahuje stat Williama
Rowana Hamiltona "Linear and vector functions" (Linearni a
vektorové funkce, 1853). A. Cayley objevil, Ze se systémem
Cisel lze pracovat jako se samotnym matematickym objektem, se
kterym muZeme provadét algebraické ukony. A. Cayley a J.J.
Sylvestr od roku 1843 rozvijeli ideu maticového pocltu. Zaklady
maticového poctu uvedl A. Cayley v "Memoire on theory of
matrix" (Pojednani o teorii matic, 1858) . J.J. iSylivestr
prozkoumal otazky spojené s teorii charakteristické rovnice.

V roce 1867 publikoval Edmond Nicolas Laguerre ¢&lanek
"Sur le calcul des systémes lineaires" (0 poditéial s
linedrnimi soustavami), ve které se matice uvadéji témér v

souCasné podobé. Nakonec Georg Ludwig Frobenius v &lanku "Uber
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lineare Substitutionen und bilinearen Formen" (O linearnich
substitucich a bilineAdrnich formach, 1878) dospél ki teprii
matic kvadratickych forem. Na konci 19. stoleti tyto objevy
spojil v jedinou teorii.

Pojem hodnosti matice zavedl J. Sylvester kolem r. 1850.
Nedal mu vSak nazev, coZ je pfi jeho vadni zavadét nové termi-
ny té&Zko vysvétlitelné. Termin pochdzi od G. Frobenia (asi
r. 1879) =z némeckého Rang (= stupen, rad). Definici radu de-
terminantu a nazev Rang zavedl L. Kronecker r. 1880. Podminku
FeSitelnosti soustavy, JjejiZz hodnost je rovna poctu rovnic,
formuloval J. Heger r. 1858.

Pojem hodnosti matice a Frobeniova (&i Kroneckerova-Ca-
pelliho véta) o Ffe3itelnosti obecné soustavy se objevily nezéa-
visle v pracich nékolika védcli. Formulace pomoci hodnosti je
od A. Capelliho [3ed-84]. Prvni vytistény dakaz této véty
nalezi Ch. L. Dodgsonovi (1832-1898), ktery je znam (pseudonym
Lewis Carroll) jako autor "Alenky v kraji divll a za zrcadlem"

[Gus-83:2137,1.
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2 £ O MATICI
V této Sasti prace si definujeme zakladni pojmy 2 teorie

me i,

A. ZAVEDENI POJMU MATICE

Definice: Pole P Jje kaZdad neprazdna mnozina (komplexnich)

¢isel, ktera mad tyto dvé vlastnosti:

1, Obsahuje alespofni jedno ¢islo p # O.

2, S kaZdou dvojici (stejnych nebo ruznych Cisel) a € P,
b € P obsahuje téZ soulet a + b, rozdil a - b, seueinab, a
je-1i b € 0, téZ podil a/b.

V dalsim budeme zpravidla pracovat s polem R realnych

Cisel.
e Bl = S S
il dzi dzz ae dzn
Definice: ‘Tabulku A "=' [a,] = ! s ‘ I
B ———— : - F r r
Amlsr Am2r «-r dmn
prvki =z pole P nazyvame [mxn]-matici (nad P). Aritmeticky
vektor (aj;,a@izs «.saj,) z P" nazyvame i-tym radkem matice A a
aritmeticky vektor (a;5,d;, ..s8n) 2 P" nazyvédme j-tym sloupcem
matice A.
Soucdtem dvou [mxn]-matic
=R =R ..y diln b‘_], b]_g, i b],.,
B dziy 8227 s« AQa2n "8 - Baiy ' Basy S By
- I | LI | LI | . s F . sy . F -
_ dmly @m2s --+r Qmn b1, Brs P
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rozumime matici

a3 +bi; aiz+biz .., aintbin

AT R dz +bs1 az+by .., azntban

. sy . e . =

am +bm am+bm .., amn + Dmn

Je-1i reP 1libovolny prvek, pak r-nasobkem matice A

ray, Iraizs --¢ Idin
. i o ras; I'azz . o
rozumime matici rA := : ‘ ‘ -
- = F - .7 - =y
ram, rYame, +.;, Idmn
Matice A se rovna matici B, A = B , pravé kdyZ a;, = by
pro vS8echna 1 = 1,2,..,n. [nxn]-matice se nazyva ctvercova
matice stupneé .. n; struéné. n-matices. . 0 prvcich a.; @nf--p G5
[mxn]-matice A, kde k = min(m,n), Tfikéame, Zze lezi w (hlav-

ni) diagonale, nebo Ze tvori diagonalu matice A.

Definice: Bud  jmxnl-matice A, A= [2.], a [nxpl-maticeuB RS-
= [bi i Sou¢inem AB téchto matic (v tomto poradi!) rozumime
[mxp]-matici C , kde cy; = g a; by -

k=1

Sou¢in AB [mxn]-matice A a [kxp]l-matice B je definovan

pouze tehdy, Je-1li n = k. V tomto pripadé je vysledkem
[mxp]-matice AB. Je-1li definovan souc¢in AB, nemusi byt
definovan soucin BA. Je patrno, Ze oba souciny AB, BA jsou

definovany, préavé kdyZz A je [mxn]-matice a B je [nxm]-matice.
Souéin AB je ctvercova matice stupné m , zatimco BA e
Etvercova matice stupné n. Jsou-li A i B ¢&tvercové matice

stupné n, jsou oba souCiny AB, BA definovany, av3ak obecné
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neplati rovnost AB = BA, tj. obecné& nasobeni neni komutita-
IEalivaaiil

B. PRAVIDLA PRO POCITANI S MATICEMI

Bud [mxn]-matice A, budte [nxpl-matice RB; &,
[pxg]-matice D a reP libovolny prvek. Pak plati zakony:
Pro Scltani:

1. Komutativni: A+B = B+A

2. Asoeciativni: (A+B)+C = At (B+C)

Pro skalarni nasobeni matice &islem:
1. Komutativni: aA = Aa
2. Asociativni: (ab)A = a(ba)
3. Distributivni: a(A+B) = aA+aB
Pro nasobeni matic:
1. Asociativni: (AB)D = A(BD)
2., Distributivnis A(B+C) = AB+AC

(B+C)D = BD+CD

bud
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C. LINKOVE INTERPRETACE SOUCINU MATIC

1. OBECNE

Souc¢in AB [rxs]-matice A a [sxt]-matice B se obvykle
zavadl (v souhlase se skladanim 1linedrnich operatoru repre-
zentovanych maticemi A, B a formuluje pomoci skalarnich sou-
¢inli s-radkl matice A s s-sloupci matice B.

Existuji v3ak dal3i uZitedné interpretace souc¢inu matic.
Prirozené je vyjit z rozdéleni kaZdého z ¢&initelu na linky,
tj. na radky nebo na sloupce. Matice tedy chapeme jako radek

sloupcli, ¢i sloupec radku. Dostavame tak 4 moZnosti:

{radky A, sloupce A}. {rfadky B, sloupce B}

1. Radky A. sloupce B. je zminéna tradi&ni uvodni formu-
lace souc¢inu matic. Chapeme-1i matici A jako sloupec jejich

s-radkll a,, a matici B jako radek jejich s-sloupct bi., pak

S e e e
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= a“b.l al.b.z o anls altb*t = [ ai*b‘k :| T et
agtbv_ asbss ... agtbtr Skl
a;-tbml arab*z Rale artb*r_

Dal3i dvé moZnosti se uplatiuji pfi teoretickych uvahach
napr. o hodnostech matic. Sou&in AB nyni chapeme Jjako

manipulaci s pravym, resp. s levym Cinitelem.

2. Radky A. radky B. i-ty radek souinové matice vzni-
kd lineédrni kombinaci radkua (pravé) matice B. Koeficienty této

linearni kombinace jsou prvky i-tého radku (levé) matice A:

AB = ais b1+ = Lo a1ibjs :
aix '
. b_js .
a re . E1=l az'jbjt
bs*

pfedp., Ze a,. jsou s-vektory.

3. Sloupce A. sloupce B. 1i-ty sloupec soudinové matice
vznika linedarni kombinaci sloupcu (levé) matice A. Koeficienty
této 1linearni kombinace Jsou prvky 1i-tého sloupce (pravé)
matice B:

AB — [at]; LR at_c.'f L | a::_.; ][ b*l; . .y b‘kf .« .y b‘f :| —

= ‘: Z_b}]a*_,‘f ey Z b_}ka‘;r ..y Z b_,.ra‘_.- j|
1=1 j=il =1
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4. Sloupce A. radky B. Nyni chapeme matici A jako Fadek
jejich sloupcu a,, a matici B jako sloupec jejich radku b,.,

¢imZ dostavame jiné (méné frekventované) vyjadrfeni soucinu AB:

AB = |: Axls oy Axjy ..y dxs :| D1« = ¥ dt;bjt
: j=1 :

Tuto formulaci sou¢inu matic mtiZeme nazvat sloupcové-radkovou,
nebot’ tentokrat se sloupce levé matice nasobi (shodné
umisténymi) radky pravé matice (a tyto maticové mezivysledky
se pak secCtou). Souc¢in matic je takto vyjadren Jjako soucet
souc¢inl sloupcu s radky. KaZdy z dilc¢ich souc¢inu (sloupec krat
radek) je matice (nejvys) hodnosti 1. Tim jsme prepsali soucin
matic jako soucet matic hodnosti 1, kde hodnost matice je po-

cet nezavislych vektort matice.

2. KONKRETNE [2x2]-MATICE

Radky A. sloupce B.

2134] - [ 1] L)
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- {ae+bg, af+bh] .

ce+dg, cf+dh

eoles] - [deedidand] -

. [:ae+bg, af+bh] - e
- [ce+dg, cf+dh}

Sloupce A. sloupce B.

e

Il
=
e
0 L
| b M

M
+
1
)| doy
e ]
Q
il
O o
e ]
H\
+
e
Gy
e
o
TR o]
Il

Sloupce A. radky B.

e85k} -Fadhe sk o [SLinely
HEge b g A

- [ae+bg, af+bh}

et N

D. SPECIALNI VLASTNOSTI [2x2]-MATIC

[1x1]-matice reprezentuji redlnd &isla, [2x2]-matice

davaji prvni zajimavy pripad maticové algebry. Objevuji se zde
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zv1astni jevy, a proto tento pripad rozebiradme podrobnéji
[Koe=-92:84, -5,,.].

Nejprve =zjednodudime ozna&eni na bezindexové a budeme

2 a b
sat A = g

Definujeme determinant [2x2]-matice, det A := ad - b. S
hlediska hodnosti matice Jjsou moZné pouze 3 disjunktni
pripady:

0

(1) h(a) 0 pro det A

0, det A # 0

&
>
[

l pro det A

h(A) = 2 pro det A # 0
Aplikaci algebraickych doplnka ziskame hned vzorec
pro inverzni [2x2]-matici A™.

1
deta

(2) A =

d -b o
[_C a} pro [2x2]-matici A, det A #0.

Inverzni matice k requldrni matici se tedy ziskd prohozenim
prvka na hlavni diagonédle, zaménou prvka na vedlej3i diagonale
jejich opacnymi prvky a nasobenim inverzni hodnotou determi-
nantu.

Mame téZ moZnost ovérit vétu o nasobeni determinantii pro
[2x2]-matice A, B:
(3} deb(BB) = det A x delL B
stejné tak jako vzorec znamy jako Cayleyho véta
(4) A° = (St A)A + (det A)E = O pro [2xZ]-matici A,

kde St A je stopa matice A.
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Stopa := soudet prvkll [nxn]-matice leZicich na diagonale.

Odtud plyne
A[A - (St A)E] = -(det A)E

a dostaneme novy vzorec pro inverzni matici

7 1

A= detA ((St A)E - A) pro det A # 0.
Dale plati

St (AB - BA) = 0,

z ¢ehoZ plyne

(AB - )¢ = det (AB - BA)

a dale
(AB - BA)°C = C(AB - BA)’.
Pokud tento vztah rozepiSeme, dostaneme pozoruhodnou

(zrcadlova symetrie vzhledem k rovnitku)

identitu

ABABC - AB'AC - BA'BC + BABAC = CABAB - CBA'B - CAB'A + CBARA,

coZ plati pro vSechny [2x2]-matice A, B, C.
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APL E [2x2]-MA A P Z

\Y této casti préace sE budeme zabyvat moZnymi

aplikacemi [2x2]-matic na 2. stupni zakladnich S5kol.

A. TRANSFORMACE SOURADNIC V ROVINE (GRUPA 0(2))

V prehledu teorie budeme postupovat podle némeckeé
ucebnice [Koe—-92:137,-141,] .

1. OTACENI A OSOVA SOUMERNOST (ZRCADLENT).

Pro a € R plati

(1Y T foe) S cosd —s.uul}

sina cosa

: [ cosa sina 10
(1b) S(a) := , = T(a)
_sina —cosa | 0 -1

Pomoci souctové véty pro sinus a kosinus ovérime

(2) T(a)T(B) = T(a+B), S(a)S(B) = T(a—P)
T(a)S(B) = S(a+fP), S(B)T(a) = S(B-a)

Dale plati

(B det Tla) =1, det S(a) = -1
(4) [Tla) 1" = T(-a) = [T(a}]l® , [Sta)]l" = Bla] = [Sta)]
(5) T(B)ela) = e(a+P), S(Plela) = e(p-a),
kde e(a) := [:C?SQ }
S LT
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Zobrazeni x — T(B)x tedy popisuje otaeni o uhel B.

Specidlnd x = T(®/2)%.

Podle “(1b) se S(c): " skladd .z otaéeni=T(a) a oseve sol=
meérnosti vzhledem k X, , takZe x —» S(o)x popisuje o0sovou sou-
meérnost.

Oznacime-11i

0 (2) = (Tla);oeR} =3 503((2) ;

OI
S
I

{S(a) ;aeR},

Of2) %= 02y o™ 2);
pak z (2) a (4) vyplyva

Lemma: 0O(2) je podgrupa z GL(2;R) (linearni grupa [2x2]-matic,

s realnymi prvky);

0" (2) = S0O(2) je komutativni podgrupa z 0O(2).

2. ORTOGONALNI MATICE

Definice: [2x2]-matice T se nazyva ortogonalni, jestlizZe
plati T'xT = E. Zjevné T bude ortogonalni, jestliZe plati
(1) <Tx,Ty> = <X,y> pro x,yeFR

Véta: [2x2]-matice T je ortogonéalni,

pravé kdyZz naleZi do 0(2).
Dikaz: T € ©(2) Je 'podle 114} —ortogonalni. JestisRc e
ortogondlni a piseme T = (a,b) Jjako dvojici sloupcovych

vektorti, pak plati |al = |b|] = 1 a <a,b> = 0. Sloupec a ma
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dostaneme T =

cost £S1no
sino +cosa

tvar e(o), miZeme dosadit T = [

= T(o) nebo T = S(a) .
Poznamka. Pomoci pojmu determinantu dostaneme

(2} 0 (2]

{Te0(2)5 'det T =21} =Y a0{2]

O (2) {TeO(2); det T —al |,

V grupové terminologii je det: 0(2) — {#1} epimorfismus grup,

a jadro 0’ (2) = SO(2) je normalni délitel grupy O(2) indexu 2.
Matice z 0'(2) resp. 0 (2) miZeme rozliSovat také podle

84 = ;
stopy. FPedle (1) prfi i[l O} #TeO(2) plati,

Te0' (2) &St T = 0,

TeO (2)=S5t T = 0,

a kosinus uhlu ota&eni T z 0'(2) je ; St T.

aREENE

Kazdé zobrazeni R
(1) x |> f(x) = Tx + a, Te0(2), aecF
nazyvame pohybem v R’ .

Pohyby zachovavaji vzdéalenost d(x,y) = |x-y| mezi dvéma
body a thel mezi dvéma sméry.

Pri vySetrovani geometrickych problémi miZeme tedy pomoci
pohybu zvolit vhodné soufadnicovy systém aniZ by se zménily
vzdalenosti a uhly, které chceme zkoumat. Pohyb (1) nyzyvame

vliastni (zachovavajici orientaci), je-1li T z g (2);
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VE&ta: Jestlife 'f: R - R, f # 1d, je wvlastni pohyb, ktery

nenl posunutim, potom ma& f pevny bod.

Dukaz: Zobrazeni f ma formu (1) s Te0'(2), T #E. Je det(E-T) #

# 0, takZe E-T je invertabilni. Je tedy p := (E-T) 'a pevny bod
zobrazeni f.

JestliZe p je pevnym bodem f a definujeme-li posunuti g
vztahem g(x) := x+p, dostaneme pro h := g*ofbg ihned

Rk} = \TixXtplta] = p = TX.
Odtud plyne na prvni pohled prekvapivy dusledek, Ze vlastni
pohyb v R, ktery neni posunutim, popisuje vZdy otaéeni v R
okolo vhodného bodu v R.

Na obr. 1 jsou Sipky s koncovymi body a a p rovnobéiZné.

> @

M2 | o2

P RPNIR

@hane o, L slonz

%]

Je-1i dan pohyb otacenim o tUhel a a posunutim o a # 0,

miZeme geometricky konstruovat pevny bod p pomoci rovnoramen-
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ného trojuhelniku se zakladnou |al a vrcholovym uhlem o (obr.
2}

Jsou-1i dana dvé takova otaceni, pak Jjejich sloZenim
vznikne opét otaceni, pokud se to nezvrhne v posunuti. Pevny
bod odtud muZeme lehce geometricky urd&it. Pokud se jedna
o otaceni f (resp. g) a uhlech a (resp. f) s pevnym bodem a
(resp. b), dostaneme pevny bod sloZeného =zobrazeni fog Jjako
vrchol ¢ trojudhelniku nad useckou ab s uhly pri =zakladné
a _ B

SE | e

2

£l

4. TRANSFORMACE PODLE HLAVNICH OS PRO [2x2]-MATICE

Matici A nazyvame symetrickou, plati-li A = A%

Véta: Ke kaZdé realné symetrické [2x2]-matici S existuje

otadCeni T z 0°(2), tak Ze T'ST ma& diagonalni utvar.

Dikaz: Prvek symetrické matice [T(y)]'ST(y), kde 8 = I:g E:},
ktery neleZi na hlavni diagonale, vyjde

(y—a) sinycosy + B (cos’y-sin’y) = ((y-B) /2) sin2y + Bcos2y.
Pro vhodné y vyjde ov3em nula.
Poznamka: Pri problemu transformace podle hlavnich os nejde o
explicitni urceni matice T, ale o primé vypocteni diagonalni
matice T'ST = { ; S } z 8. Vzhledem k

det (EE-8) = det (T"(EE-8)T) = det (EE-T*ST) = (&-A) (E-n)
jsou A a p pravé nulovée prvky & kvadratického polynomu

det (EE-S) .
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5. PEVNE PRIMKY

Primku Ru, u # 0, prochazejici pocatkem, nazyvame pevnou
primkou matice TeO(2) ( = invariantni pfi T), JjestliZe se

prostrednictvim T zobrazuje sama na sebe, tjJ. existuje-1i A€R,

Ze Tu = Au. MOZeme se omezit na pfipady T = T(a) nebo T =
= S(a). ProtoZe T(a) popisuje podle 1(5) otaceni o uhel o,
plati pro u #0

Tla)gy = Au © T(a) = 1E, A=l
takZe o = vn pro veZ. V pripadé osové soumérnosti S (o) ukazuje
1sloder i cpilia b

(ZF)

Slale 0 o= (0 @ B{oe(S2) = c8

z

Ma tedy kaZdad osova soumérnost dvé ortogonalni pevné primky, =z

nichZ jedna je pevnéd po bodech.

6. DVE ORIENTACE ROVINY

V roviné R muZe byt orientace dana tim, Ze oznacime
jeden 2z moZnych sméru otaceni okolo pocatku jako kladny. V
matematice a fyzice se Jjako kladny oznaCuje smér, ktery jde
proti sméru pohybu hodinovych rucicek. Casta predstava, Ze se
pritom musime divat "z R’ na R'" se nepotvrzuje.

Rikame, Ze dvojice a,b dvou vektorii R je

[ kladné orientovana, je-1li det(a,b) > 0

zdporné orientovana, je-1li det(a,p) < 0
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Na prikladu kanonické béaze vidime, Ze pak vznika b = e, Z

a = e, otacenim o v kladném sméru otéaceni.

ro A

Je-1i dvojice (a,b) kladné orientovana, pak pro

ortogonalni matici T dvojice (Ta,Tb) je

{ kladné orientovana, Jje-1i T otéaceni,
zaporné orientovana, je-1i T zrcadleni.
Vzhledem ke vztahu det(a,a') = |a°|l jsou a a a vidy kladné

orientované, jestliZe a #0.

Erdlkilads PocCetné a na obrazku {(elena ) sledujeme 5
transformaci puUsobicich na asymetricky domecek s levym oknem.

VSechny transformace budeme provadét =zaroven s posunutim o

vektor a = (2,1).
1, Otoc¢eni o thel a = 60°:
[ X ] B [ cos60° —sin60° x|, 2
B | 5in60° cos60” % 1
2, Otodeni o thel a = -60°:
[« ] _ [ cos(-60°) -sin(-60°) | x L[ 2
y/ | sin(-60°) cos (-60°) % 1

Il
o
=

3, Zrcadleni a otoceni o Uhel a
%/ | cose0® 8in60° || x L 2
y 7 sin6U® —cos 60° y i
: ik 7k
o RS B -
y 2 2 h% 1
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B. HILLOVSKA SIFRA

Jde o teoreticky dobfe zpracovanou 3ifrovaci metodu, kte-
rda je zaloZena na kongruencich (zbytkovych tfid Z;,) a na mati-
cich s prvky ze Z,. Dale predpokladéme, Ze NeN je pevné zvole-
né prirozené ¢islo, N < 2.

Nejprve pripomeneme potrebna fakta z tzv. modularni arit-

metiky.

1. MODULARNI ARITMETIKA

Definice: Celé ¢islo a je kongruentni modulo N s celym cislem
b, je-1li rozdil a-b je (beze zbytku) délitelny cCislem N. Sym-
bolicky to zapisujeme

a = b (mod N).
V opa¢ném pripadé rikame, Ze Cisla a,b Jsou nekongruentni
modulo N:

a#£ b (mod N)

Cislo N se nazyva modul kongruence. V pfipadé&, Ze modul N
je v naSich udvahach neménny, zjednoduSené rikéme, Ze &isla a,

b jsou kongruentni.
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Vztah a = b (mod'N) ‘plati, pravé kdyZ &isla a, b davaj:

po déleni ¢islem N shodny zbytek.

a, VLASTNOSTI KONGRUENCE
Kongruence je binarni relace na Z, pro niZ plati tyto

yzCahy [GE=B3NE2 R385
a = a (mod N) pro kazdé aeZ;

je-1i a

I1f

b (mod N), pak b = a (mod N);

je-1li a = b (mod N) a b= c¢c (mod N), pak a = ¢ (mod N)

Kongruence je tedy reflexivni, symetricka a tranzitivni
relace. Takové relace nazyvame ekvivalencemi. Zadavaiji
rozklady zakladni mnoZiny, v naSem pripadé mnozZiny 2. Pri
modulu N plati

Z = (Nz2) u (NZ2+1) v (NZ2+2) v (NZ+N-1).

Vvyhodné je reprezentovat rozkladové tridy v Z vhodnym
Uplnym systémem zbytkl - nejCastéji ¢€isly blizkymi k nule:

Z” — {O; l; N N_l}

b, KONGRUENCE A ARITMETICKE OPERACE
Kongruence je (jako ekvivalence) zobecnénim rovnosti a ma
obdobné vlastnosti a vztahy k aritmetickym operacim (s&itéani,

od¢itani, nasobeni, spec. umochovani na prirozeny exponent) .
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Je-1li a = b (mod N) a zaroven

el =2camedi N} " Spels

anc = bod (mod N), kde o € {+, -, x}.

Specialn& a* = b* (mod N), pro k € N.
Je-1i ac = bc (mod N) a &isla c, N jsou nesoudélna,

pak a = b (mod N)
Odtud plyne, Ze pocitani v Z, lze provadét v Z a na zaver

redukovat vysledek do mnoZiny {0, 1, ..., N-1}.

2. MATICE NAD Z,

Dadle pracujeme s [nxn]l-maticemi s prvky ze Z,, tj. ma-

ticemi twvaru

oy Ehll o ey
: dz,i el - az,n 2
(1) G ’ , kdei a, . € .4, 12£4,7<n.
dn,1s @n,2s «+y dn,n

’

Rikame, Ze [nxn]-matice A je regularni nad 2, jestliZe
existuje [nxn]-matice B s prvky ze Z,, takova, Ze jejich
maticovy souc¢in AxB nad 2, se rovnad Jjednotkové matici B
Matici B nazyvame inverzni matici k matici A a oznaujeme je
A'. Dale plati, Ze regularni matice je takovd matice, jejiz

determinant m& v 2, vzhledem k nasobeni inverzni prvek. Vime,

Ze prvek x € 2, ma v Z, vzhledem na nasobeni inverzni prvek,
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pravé kdyZ x je nesoudélny s modulem N, tj. kdyZ nejveétsi

spoleCny délitel &isel x, N je roven 1, nsd(x,N) = 1.
g g

Priklad: Determinant matice b bl 2 se rovna -—-844.
5. 4 13

JelikoZ -844 je nesoudé&lné s 5, tak je tato matice regularni

nad Z,. Neni v8ak reqularni nad Z,,, nebot nsd(-844,211) = 211.
. ab
Je-1l1i A = [ C(d} s 'kde a, b, c, d e &,

regularni [2x2]-matice s determinantem &, nsd(o,N),

pak k ni inverzni matice A" ma tvar

T { b’ —bd’

Al —Cﬁf 66;} ' e ar b’ G d € zru

il
=

kde & . je prvek inverzni k 8 v Z,, pro ktery plati ©6x8
(mod N) .

V dal3im se budeme zejména zabyvat tzv. involutornimi
maticemi. Involutornost znamena, Ze prisluSnd matice A ma tu
vlastnost, Ze Jjeji soudin se sebou nad Z; se rovna jednotkové

~

matici, tj. Ze

A’ := AxA = E (mod N).
ProtoZe det E = 1 a det(AB) = det A x det B, je (det A)° = 1
(mod N). V kaZdém Z, existuji Jjen dva takové prvky, a to 1 a
N-1. ProtoZe N-1 = -1 (mod N), muZeme fici, Ze:

A’ = E => det A =%1 (mod N).
Toto je v3ak jen nutnad podminka pro involutorni matice.

Existull  ToblZ matice, které nejsou involutorni, ale je-
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jichZ determinant je roven 1 nebo -1 (mod N). Napfiklad pro

S . 2 1
kaZzdé N > 10 je takovou matici {1_1 }.

3. SIFROVANI A DESIFROVANTI

Hillovu my3lenku budeme nejprve prezentovat vSeobecné, a
potom Jji budeme aplikovat na telegrafickou abecedu
[GP-92:122-126]. V uvodnim kbédovani se prevadéji abecedni
znaky do mnoZiny 2, = {0,1,2,...,N-1}, kde N Jje pocCet znaku
dané abecedy (zakladni). Textem nad abecedou Z;, budeme rozumét
usporadanoul d-ticl ¥ =(xX:; %, %), kde x € Z, pro. lis3=ugl
Poc¢et d znaku textu nazyvame délkou textu.

MnoZinu vSech usporadanych n-tic nad Z, budeme povazZovat

Zy, = Z) = ZxZ*...%2Zy (n exempla¥h mnoZiny Z,).
Kryptografické transformace hillovského kryptografického
systému jsou dany prostrednictvim reqularnich [nxn]-matic (1).

V pripadé potreby (tj. tehdy, kdyZz délka d puvodniho
textu neni délitelna ¢islem n) se puvodni text: doplni
potfebnym poctem znaki podle dohody (napr. pridavanim posled-
niho znaku).

Kazde 'dilel a—tick ¥ . o.... k) zZhaklli X € Z

N pUVOd_

nibo « textu priradime  novou n-tici (Ve Vore e Vo) znakll v. e
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2 zaSifrovaného textu, kterad je dana vztahem (nasobeni

[nxn]-matice n-sloupcem)

¥ =hiain IEhmn oA = X1
Yz o dz e @20, . s @2 n X2

- r - .y - . F . . - . !
yf- a_r,,'_f an,ér LY an,r.- Xn

tj. souradnicoveé.

Vi = §1a1J1<X1 imod N), spro. 1 = 1 = n.

Jde ovSem o zobrazeni Z;" do Z;". Obvykle pracujeme s malym n.
Pro n = 2 dostavame ovSem [2x2]-matice.

Dale nés zajimd nejcastéjsi pripad N = 26 (telegraficka
abeceda s 26 znaky). Matice nad Z,, je regularni, pravé kdyzZz je
jeji determinant liché C€islo a neni délitelny Cislem 13.

Zajimavym pripadem hillovskych 38ifer Jje existence tzv.
involutorni kryptografickeé transformace. Rozumime Eim
transformace, které splyvaji se svymi inverznimi
transformacemi. Jinymi slovy: pri involutorni kryptografické
transformaci se stejné transformace pouZiva pri =zaSifrovani
puvodniho textu a i1 pri deSifrovani zaSifrovaného textu.

Zistanme u problému involutornich [2x2]-matic, protoZe
matice tohoto typu Jsou nejjednoduSimi pripady netrivialniho
pouZziti hillovskych S8ifer. Pro néas jsou nejzajimavéijsi 2

pripady:
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[ telegrafni abeceda bez mezery, tj. N = 26

telegrafni abeceda s mezerou, tj. N = 27

PFi N = 26 existuje pouze 7 involutornich matic s

determinantem 1 (mod N):
1 0 @ 1L ks -4 3 2556
G dgiel sl Az o F 0l 1P 1304 B 25t
25 0 B ALS
1181 25 ! G5 ’
Pro N = 27 existuji jenom dvé takové matice:
g 84 26 0
(07 4 e 26

Proto Jjsou z kryptografického hlediska pro N = 26 nebo N = 27
zajimavéjsi involutorni matice s determinantem & = -1 (mod N).

Téch je pro N = 26 celkové 365 a pro N = 27 celkové 478.

Envoluteorn: [2x2] -matice
a b
A = [ C(j} o Kdelay byies td e il b == cimod N

muZeme jednoduSe urcit pomoci jiZ znamého vyrazu pro inverzi

[2x2]-matice

daf _bﬁf
SR

-cb/ ad’
Z poZadované rovnosti A = A" (mod N), rozepsané prvkove
[ab} ={ d&’—b&’]
e E=ebt van
dostaneme za predpokladu 6 = -1 (mod N), Ze matice A je invo-

lutorni, pravé kdyz
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a = -d (mod N),

d'= =g (mod N) .
To znamen&, Ze matice A nad Z, s determinantem 6 = -1 (mod N)
je involutorni, pravé kdyZ pro jeji prvky a,d na hlavni

uhlopricce plati

2 ke =t inod N
Proto nam pro nalezeni konkrétni involutorni matice, Jejiz
determinatnt & je kongruentni s -1 modulo N, stac¢i urcit cisla
a, b, c, d tak, Ze soucasné spliiuji kongruence

a+idgd =0 [mod N}y

ad - bc = -1 (mod N).

3 2
Jedno takové resSenli pro N = 26 je [:9 23 },

kde 8§ = & = 69 - 18 = -1 (mod 26).
Priklad: f Z2aSifrujme’ a ‘deSifruime Ltext " STUDENT ' hillowslon
involutorni sSifrou modulo 26 (telegrafni abeceda bez mezery)
pomoci matice
e FERE
T e g3 |-
Text mad lichy polet znakl, pridame posledni znak textu. Nyni

budeme 3ifrovat tento text

3 i U D E N £ 3t
188 O () 4 1A% e I~ S

Znaky prevadime na €isla podle tab. 1
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Tab . 1

A © 0 G © 6 M & 12 S <« 18 Y & 24

B © it H © 7 N &« I3 T <« 19 Z <« 25

C © 2 I 8 0O & 14 U & 20
D 3 J € 9 P & 15 V & 21
E © 4 K <« 10 Q © 16 W < 22

F < 5 L & 11 Re &> w17 X <« 23

Sifrovani provedeme jen pro uvodni dvojici pismen:
3.2 5 = 32 1ol Ot i 1S R D mod (26€)
9 23 2 9.23 19 599 1 B

Celkem text STUDENTT se zaSifruje na text OBOPMXRK.

Jde o invelutorni hillovslou 8ifru, takZe deSifrovani se
provede stejnou matici:

382 Q- gyl -2 14 | 44 G- o - 4(26)
923 | B g 23 |1 149 1y B e
Celkem text OBOPMXRK se deSifruje na text STUDENTT.

Vlastni vyuZiti hillovské Sifry na zakladni 3kole.

Sifrovani je jedna z véci, ktera budi v &lovéku pocit
tajemna. Pokud se détem ve tridé rekne, Ze se budou zabyvat
Sifrovanim, tak podle mého néazoru je snadné udrdet si po
dlouhou dobu vyuky Jjejich pozornost. Hillovska &ifra je vhodné
na procvicovani néasobeni matic. Jeji vyhoda je v jednoduchém

nasobeni [2x2]-matice s [2x1l]-matici.
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C. TEORIE MATICOVYCH HER

V této kapitole se budeme zabyvat vyuZitim matic v teorii
her, kdy jeden z hraét ma dveé strategie (rozhodnuti, volby) a
druhy dvé a vice strategii [Wil-66:42-105].

Maticovd hra je dana tzv. vyplatni [rxs]-matici A = [a&;]
s realnymi prvky a, . Hru hraji dva hrac¢i, z nichz

Fadkovy hra¢ (Radek) voli &isla Fadkt, i = 1,..,r

sloupcovy hra& (Simona) voli ¢&isla sloupcu, kK = 1,..,58
Pri kaZdé partii vybere Radek konkrétni i-ty radek a nezavisle
Simona konkrétni k-ty sloupec. Vyplata mezi hracéi Je dana
prvkem a;, vyplatnli matice:
je-1i a,;, kladné é&islo,

Radek bere a,;, (K¢)

Simona ztraci a;, (K&)
je-1li a,, zadporné Cislo,

Radek ztraci a,;, (KC)

Simona bere a,, (KZ).
Hra pak sestédavd ze série takovych partii. Cilem kaZdého =z
(inteligentnich) hrac¢t je dopadnout pri dané vyplatni matici
co nejlépe (tj. co nejvice vyhrat ¢€i co nejméné tratit). K
tomu voli (pokud existuje) kazdy hrac svoji tzv. optimalni

strategii.
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Teorie maticovych [rxs]-her je dobfe znama [Vor-74:7-32;
Man-74:47-2*']. St&Zejnim pojmem je u tohoto typu her sedlovy
bod funkce f dvou prom&nnych, f: R® - R.

Definice: Funkce f(x,y) m& sedlovy bod v bodé& [a,b], plati-1i

B(x,b) < .fla,b) = fla,y)

pro xeta—Hhyath);oye(a=k, atk) .
PEiklad: "f(x,y) i= y'-x* m& sedlovy bod v [0,0], nebot
-x* <0< y¥ pro x,y €R
glx, v = lx-y

nema podle na3i definice sedlovy bod.

Dal3i pojmy, které potrebujeme znat, jsou maxmin a;, a
minmax a,,, které se vypocitéavaji z vyplatni matice A. Slovem
maxmin oznacujeme nejvétsi, tj. maximdlni minimum radku,

minmax je nejmensi, tj. minimalni maximum sloupcu.

djp; @12 --- @in| —y minajg
ap1 @22 ... d2n| — Min apy .
maxmin a;y
diy o=

__arnl Am2 --- amn_ — min amk)
maxa;; maxajz max ajn
K M

ks

minmax a;g
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1. [2%2]-~BRY

Prvnim zajimavym pripadem maticovych her dvou hracu, kdy
kazdy hra¢ ma osud ve svych rukach (v rémci pravidel), Jsou

[2x2]}-hry. Zde m& fadkovy i sloupcovy hra¢ k dispozici dveé

volby (&isté strategie): 1. nebo 2. rfadek, resp. sloupec.
Takova hra je dana [2x2]-matici A = [a,].
¥y

X d11 dia , kde
=% dz1 dzz
rvektor X
1

L

[x,1-y] je smiSenou strategii radkového hrace

vektor Y [x,1-y] Jje smiSenou strategii sloupc. hrace

V [Vor-74:32'-5] je zkoumana vyplatni funkce

H(X,Y) :=  XAY' = [Xr l_x]]:é;r_ az }{y } =
dpi

= Xy(aj;—ai,m8ntas) + X(ap-a,) + yvla,y—as) + a

s parciadlnimi derivacemi

H, = y(8;;-8p—anta)l + a1 = &8s

H, = x(a;;—ap,—anta,) + a; — ap.
Nasledovné se odvozuje postup pro [2x2]-hry:
0) Vy&isli se ¢isla maxmin a;, a minmax a,,.
1) Rovoaji-11l S8; hra ma sedlovy bod a existuji ¢&isté
strategie obou hracu, které prochazeji sedlovym bodem. Ten
udava téZ hodnotu hry.
2) Lisi-1li se, pak existuji optimalni smiSené strategie,

x* - radkového hrace (Radek) a
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y* - sloupcového hrace (Simona),

které jsou dany vztahy:

dpp—dasz] = L e

x* = gt —
d1y-ai1z2-2p1taz2 odtud 1-x aji—aiz—azit+az:’

dpzp—dilz 2 =d o

= = ; odtud  1-y*

aji—aj1z—dazitazz

Il

aj1—aiz—4dzi1taszz

a hodnota hry s matici A je

djidzz—diz4d21

Vi) =T KXy Y = aji—aigz—azitasz
Gisla x* a y* nam udavaji v jakém poméru [x*:(l-x*), resp.

y*: (1-y*)] mame pouZivat jednotlivé strategie.

pPfiklad: Radek ma obchodni stének u stadionu s nanuky a
horkymi ka3tany. V3iml si, Ze miZe prodat asi 500 sackua s
horkymi ka3tany, kdyZ pr3i a asi 100, kdyZ sviti slunce. V
slune®né dni muZe prodat okolo 1000 nanukl. Sacek s horkymi
kaitany nakupuje za 5 K& a prodava za 10 K&. Nanuky nakupuje
za 2 K& a prodava za 5 K&. Do obchodu chce investovat 2500 KcC.
Vie co neprodad je =ztrata. Usporadal si udaje o =ziscich do
tabulky.
prodej pri pocasi

dést slunce

: .. destiveé [ 2500 -150[]
nakup pro pocasil hiz.
slunecné | -1500 3500
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0) maxXmin a; = -1500, minmax a,, = 2500
1) maxmin a&;, # minmax a,, = hra nema sedlovy bod

2) vypolteme Radkovu optimalni smiSenou strategii a hodnotu hry

A 350041500 i B
2500+41500+1500+43500 9
4
1l=-x* = —
¥ B
2500x3500-1500x1500 ’
H(x*, y*) = - ~ 720 (K&)

2500+1500+1500+3500

Radek zjistil, Ze mé& nakupovat pro destivé a slunec¢né pocCasi v
poméru &etnosti 5:4. NeZ hrat s pomérem Cetnosti, rozhodl se
investovat 5/9 svého kapitalu do zboZi pro de3tivé dny a 4/9

do zboZi pro slune&né dny a mit tak staly zisk okolo 722 KcC.

2. [2xM]-HRY

Tento druh her budeme feSit obdobné Jjako [2x2]-hry.
Nejprve vypoCitadme minmax a maxmin, rovnaji-li se (hra méa
sedlovy bod) a my jsme u konce s feSenim prikladu. V pripadég,
¢ hra nema sedlovy bod, vylou¢ime u sloupcového hrace jeho
nejlepsi strategie. Tento proces nazyvame dominovani, tj.

snaZzime se prevést [2xm]-hru do podoby [2x2]-hry.

U tohoto typu her je zajimavéjSi grafické reSeni.

P P . . a 1 a 2 - s . a 2m
Hra je dana vyplatni maticl A = { a] a] ”'} :
21 @92 < @gnm
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Na dvé rovnobéZné osy vyneseme vyplaty sloupcového hrace a,
a,, a tyto body spojime primkou. Na dolni lomené Care (na obr.
4 oznaceno silnéjsi ¢arou) najdeme nejvys5i bod - x*. Primky,
kteng 'se’ ‘protinaji” v tomte:rbod&, ' nam' wurtuji | strategie

sloupcového hrace pro jeho optimadlni smiSenou strategii.

vyplaty C vyplaty aj,

obr. 4
3. [Nx2]-HRY
ReZime-1i [nx2]-hru s matici A = d11 d12 | , postupujeme
a, a
dn a
pri grafickém zpracovani prikladu stejné jako u [2xm]-her. S
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tim rozdilem, Ze u fadkového hraée vyloudime jeho nejhorsi
strategie (dominovani). Na obrazku obtahneme horni lomenou
caru (na obr. 5 oznaCeno silné&jsi ¢&arou) a vyznaéime na ni
nejnizsi bod - x*. Primky, které se v tomto bodé protinaji,

urcuji optimalni strategie Fadkového hrace.

vyplaty a vyplaty g, ,

[@iehes <

Vlastni vyuZiti teorie maticovych her.

Seznameni s problematikou her je nejjednodu33i moZnosti,
jak seznamit Zaky s vlastni podobou matice. Pr¥i reSeni
prikladii nemusime pouZivat Zadné sloZité matematické operace,

naopak pracujeme pouze s prvky vyplatnil matice.
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Vyuku Jjsem provddél dne 27.2. 1995 v Sesté a sedmé tridé
1. zakladni Skoly Kladno, a to vZdy s jednou polovinou tridy.
Pri vykladu jsem bral na védomi, Ze Sestd trida je prumérové
slabSi a sedma trida md& roz§ifenou vyuku matematiky. Cilem
hodiny bylo sezndmeni Z4kl s [2x2]-maticemi a s operacemi
s¢itani, odcéitani a néasobeni.

Matice Jjsem uvedl prikladem tabulkového zapisu vysledku v

lednim hokeji (tab. 2) [Rad-94:177-178].

Tap," 2

vyhry remizy prohry
CR 4 2 0
RUSKO 3 2 ik
KANADA 2 1 3
SVEDSKO ! 1 4

Tabulku jsem prepsal do maticoveho tvaru

4 20

321

Zel s

11 4
Po uvedeni dalSich matic rGznych rozméru ([3x3], [4x5],
[2x3]) jsem vysvétlil, e je rozdil mezi ¢&tvercovou a

obdélnikovou matici. Co Jje sloupec matice, radek matice, na
kterém misté se nachdzi dané ¢islo v matici. Na konec jsem

7aky seznamil s [2x2]-maticemi. Poté opét nasledovalo nékolik
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prikladu. Priklady byly voleny tak, aby se v nich vyskytovala
kladna 1 zaporna ¢&isla. Rekl jsem, Ze [2x2]-matice se mohou
pouzit v Sifrovani, v algebfe (feSeni linearnich soustav
iZ{onT ARk ed)) geometrii (transformace souradnic). Po liaroa 1l Sel e
teorie matic jsem na tabuli napsal definici matice - matice je
obdélnikové nebo ¢&tvercové usporadani <&isel do radku a

sloupcu. Dale jsem na tabuli napsal obecny tvar matic, které

o lze)ee- [

Seznamil jsem Zaky s:

budeme pouzZivat.

- vynasobenim matice konstantou r (reédlné ¢islo), tzn. Ze
se nasobi kaZdé ¢islo matice stejnym cCislem
ra rb
A:
. [IC rd}
- sC¢itanim matic A+B, plati A+B = B+A, scCitaji se ¢isla
na stejnych pozicich v maticich A a B
A+B = ab i ef | |ate BT
TR luead gh | | c+g d+h
- od¢&itadni matic A-B, odecitaji se ¢&isla na stejnych
pozicich v maticich A a B
P ab_ef_a—eb—f
=l ed gh| | c-g d-h
- nasobeni matic AB
Nasobeni ijsem definoval pro kaZdou polovinu tridy jinym

zpusobem

1, Radky A . sloupce B
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st} {ien{ e
3]t

. ae+bg, af+bh
ce+dg, cf+dh

2, Sloupce A . radky B

- [zaLa] - [ 30

= RoE i s T bg, bh | _ | ae+bg, af+bh
CES CF dg, dh ce+dg, cf+dh

- AB =BA neplati (obecné)

2.4 e o i
PFiklad:

Vypoc¢ital 7Jjsem typové priklady na tabuli s kaZdou polovinou

tfidy pro né definovanym zpusobem.

: 23577 [10+24 18+6 | [34 20
r la2 827 5+16 T+4 || 2150
w2357 ] [1014],[24 6 |_[ 34 20
LT &8 2 ey 15,7 16 4/ | gk 21 11
5 141213 [ 12464 13+72 ] [ 76 85
% |79 | 16 18 || 84+144 91+162 ~ 2287483
- 14 12137 g2 13|, ¢ 72 [ 76, 85
|79 ] 1618 | | 84 91 144 162 | | 228 253

Uvedl jsem, Ze dé&leni matic se v matematice nezavadi.
Nakonec jsem ZAakum zadal c&tyrfi priklady k samostatné

praci. Priklady byly pro obé tridy stejné. Prvni priklad byl
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zaméfen na scitani matic, ostatni potom na nasobeni. Na praci
méli Zaci deset minut. Cilem bylo 2zjistit, ktera metoda
nasobenl Je pro 2Zaky snazSi. Predpokladal jsem, Ze to bude
druha metoda (sloupce x fadky), kterd oddé&luje nésobeni
sCitani.

P {38 26 ]J{ 49 47 }z[ 87 73}
28815 =51 66 =22 385
3 b3 a1 0_2[31 o}
|53 40] |170
o (68 | 7 O_=[58 16}
vz’ 4 4
i {5 8}[7 1}[67 13}
19 4 1 43 10
Nasledujici tabulka wukazuje, kolik prikladu bylo vypocCteno
spravné (tab. 3).
Tab. 3
6. t¥ida sErdicla
Rad. = sl.|sBl. » Rad Rad. x S1.[Sl. x R&d.
pocet Zaku 13 13 10 12
1. priklad |12 92% |13 100% | 9 90% |12 100%
2. priklad | 4 30% 8 61% 6 60% |10 83%
3. pfiklad | 4 30% 7 53% H 80% |10 83%
4. pfiklad | 4 30% 7 53% 7 70% 9 75%
B dobre |y % dobre |v 9% |dobfe |v 9% |dobre |v %
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Vysledky v tabulce ukazuji, 3Ze predpoklad byl spravny.
Celkové se potvrzuje, Ze pfi retézci aritmetickych operaci je
pro zvy3eni rychlosti a zmenZeni chybovosti radno (pokud
mozno) oddélit nasobeni od s&itani. K tomuto faktu prihliZeji
uc¢itelé odjakziva.

Znama je napr. Napierova prouZkovd metoda nasobeni Gisel,
[Scd-92:62;,-3"; Bal-59:52,-60%], ktera odd&luje néasobeni, s@i-
tdani a nasledné prenosy mezi frady. U této metody se mezivys-
ledky soustfeduji do tabulky. Cifry soudinu jsou souctem cifer

v Sikmych pruzich (s pripadnymi pfenosy mezi fady).

Priklad: a, Postup, ktery se uc¢i na zakladni Skole 5469x28

5469

i 28

43752
+10938

153132

b, UZiti Napierovy prouZikové metody

nasobenec
5 4 6 9 X
1 0 1 1 nasobitel
VLV LAVAAVAK
4 3 4 7
>\ ol /2| /s /2] 8
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ZAVER

Tak jako vétSina mych spoluZaki jsem si myslel, ¥e matice
se daji vyuZit v nejvétsSi mife pri reSeni soustav linearnich

rovnic. Tato prace ukazuje, Ze teorie matic je mnohem

zajimavéj8i neZ by se na prvni pohled mohlo zdat.
Podle mého nazoru by bylo zajimavé zavést teorii matic do

uciva pro zakladni tridy, zejména do vySSich ro¢niku. Po&itani

S maticemi nabizi zejména uplatnéni v procvicovani

matematickych operaci - nasobeni a séitani
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