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Uvod

V poslednich letech se v teorii automatd stdle vice pozorno-
sti v¥nuje otdzkdm sloZitodti rdznych algoritmickjych procesid, spe-
cieln& otdzkdm poitdni v redlném &ase. Jednim z prvnich pokusl vy-
loZit teorii poditdnf v redlném &ase je patrn& prédce H. YAMADY Lﬁ],
[9] A %e které autor zavédi pojem funkce vyéislitelné v redlném
Sase. Vydetfuje rostouei funkee, jejichZ oborem jsou pFirozensd &is-—
la a jejich funk#ni hodnoty jsou opZt pPrirozend &isla. K vydislovi-
ni funkci uZivd vicepdskovych sutomati bez vstupu, pracujfcich
v diskrétni Easové Zkdle a vydgvajfcich v kaZdém taktu symbol O
nebo 1 . Takovy gutomat vylisluje tedy nekonednou posloupnost
BB e, (B e io,lj , i=1,2,... , phlsludnd
funkee je pzk dana vztehem ;

54n} = min {k,éé#‘k = e

Ukez uje niékteréd tiidy funkel vy&islitelnich v redlném tase a ni-
které operace, které lze s témito funkcemi prov4d&t, abychom dosta-'
1i op#t funkce vydéislitelné v redlném Zase.

li,0. Rabin zsvddf v [6] pojem jevu rozeznatelného v redl-
ném Zase. UZivd vicepdskovych sutomatl se vstupem a vystupem. KaZ-
dé posloupnosti vstupnich symbold, tj. vstupnimu slovu c(.=cxlcc2...
«ssx  pFifazuje automat bindrni vystupni posloupnost stejné dél-

ky 5132 -..,ﬁn . (Symbol B ; Je oviem vyddn v i-tém taktu,



i=1,2,...,n) Automat J rozpoznivé dany jev A4 (tj. podmno-
Zinu vstupnich slov), JjestliZe plati: OC €& A& 15%=4‘
Kdyby vstupni abeceda byla jednoprvkovd (8lec by vlastné o automat
bez vstupu), automat J by vy&isloval n&jakou yamadovskou funkei.
Lze tedy yamadovské automaty chépat jako specidlni pripad asutomatil,
pracujicich v redlném 3ase ve smyslu Rabinov® (viz [6] ).

Hartmanis, Stearns v [5] =zav4d#jf pojem sloZitosti dané
posloupnosti (nckonedné), kterd ma byt automaty jisté tPidy vy -
tislovéna. SloZitost je mEFfena tim, Jak dlouho (tj. kolik taktd)
trvd vipofet prvnich n &lenl poslocupnosti. P¥itom se pPipoudti,
e antomst miZe v jednom taktu vydat vice vystupnich symbol, i
kdyZ omezend mnoho (nebo téZ *&dny). Nekone¥nou posloupnost pova-
fujf za vydislitelnou v redlném ase, existuje-1li automat, ktery
pro libovolné n vy&islf prvich n &lend této posloupnosti ne
pozdZjineZ bEhem prvnich n taktd. Takto chdpané poditdnf v redl-
ném Sase je ovdem odliZné od pojeti Yamady [8]. Je zFejmé, %e je-
1i nekone&nd posloupnost oL yamadovsky vy8islitelna, je vy&isli-
telnd v redlném 8ase ve smyslu Har tmanise a =tearnse.

Existujf dal&f prédce, zsasbyvajici se politénim v redlném Za-
se a otdzkami sloZitosti algoritmd, napi. prdce V.A. Trachtenbrota

|

[7] , O obecnych otdzkdch t4to problematiky je infermevdmm naph.
v Zlénku J. BedvédFe [2] .

V této prédei se vydettujf asutomaty, pracujfcf v redlném Sase

ve smyslu Rabina. V prvnf a ve druhé &4sti se vydetPujl zdkladni



AR
vlastnosti tZchto automatl. Je dokdzdna vita 2.1 , ze které snadno
plyne nap¥. vEta o kompresi %asu i prostoru pam&ti. Ve tietf &4sti
jsou Fedeny n&které konkrétni ilohy, tykajici se vytislovédni opersd-
tort resp. jevll v redlndm Zase. Utvrtd ddst se stru¥nd dotykd pro-

meE
blematiky automatl, které mohou =k na jedné pdsce vice &tecich
éig:, v paté ¥dsti je utin®n pokus Xlasifikovat operdtory (jevy)
vydislitelné v redlnsm Zase podle toho, Jjak velky prostor paméti
Jje potPebny k jejich vyBislenf. Tato &ast svymi vysledky souvisi
jednzk s praeci I. Hartmanise, P.li. Levise II a R. E. Stearnse (4],
jednak s praci H. Yamady (8] .

Dékuji svému £koliteli Dr Josefu Bilému za porozum&ni a
pomoc, kterou mi ob&tav& v pribfhu mé aspiranturf;'. poskytoval.

Tato préve vzniklas v souvislosti s &innosti semindfe z teo-
rie sutomatd, ktery probfhéd na V3ST v Liberci. Vedoucfmu semind¥e
doc. Jif{mu Be&vafovi vd&édim nejen za Padu ceanych podndtd a pFi-
pominek, ale i z#pfiznivé podminky, které mi pro prédci béhem aspi-

rantury jako vedouci katedry vytvoPril.

Liberec, tinor 1966
wilosl av Nekvindas
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1l 28kl adnifi pojumy

el e 0 \
lNecht A Jje kone®nd mnoZina. Symbolem A budeme znadit mno-

%#inu v8ech konefnych posloupnosti (slov), JjejichZ éleny Jjsou prvky

z A . JestliZe ac€ gl , pak symbolem d(a) ozna¥fme pofet &lent

v ] o
posloupnosti 2 .Jde-li a €A , b €A ; a:otlo(.z see S

b = ,’31;'32 " ;3

(==}
jeslovo z A tvaru ot;0, ... °“m’3152 e

n oK ﬂ’j & A, pak ab (sfetdzeif slov a,b)

o v e He e d(ab) =

d(a) + d(b). Prizdné slovo oznalujeme symbolem ¢ . Z¥ejmd

¢
¢ = ¢a = a . blno%ina AT tvodf pologrupu s Jjednotkoul/vzhledem

W

e

operaci sietézeni.
Znadnou f4st otdzek z teorie automatl lze formulovat v ter-
e

minech zobraméni v.hodny'cn pologrup £° do B% .V daldfm budeme J

pFredpoklddat, %e A , B jsou konené mnoZiny.

Definice 1.1. Zobrazeni (operdtor) F: A~ do B~ se nazjvd auto-

matové, Jjsou-li spn Eny nésledujici podminky:

1.. a &A™ , be B , b=Fla) = db)= dla)
2. ael” ,a=aa, b=Fa) b= byby, by = Flay).

Jevem v pologrupé A~ rozumime Jakoukoliv podmnoZinu slov J po-
o e e e el .
logrupy A . KaZdy jev JC A lze charskterisovat s pomoecf
o oo

automatového zobrazenf F A do B , kde B = {O,l} , defi-

novanéhe ndsledujfcim zplsobem:

Nechf a € 4° :F(a}:b:ﬁ]_VGE ..oﬁn.Pak a €t d& ﬁn=1.
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Je zPejmé, Ze sutomatové zobraszeni je udanou podminkou Jjednoznalné
2=

urdeno. Obrécen¥, je-li déno automstové zobrazenf F 2z A do B

B = {0,1} , existuje prév: jeden jev JC A takovy, Ze pPfslu¥ny

operdtor 95 Jje totoZny s F .

Vznikd pFirozené otdzka, zda lze k danému Jjevu realizovat né-

jaké zarizeni, které by jej rozezniévalo, pPesnZji nijaky automat,
na jehoZ vstup jdou postupng symboly slova a € Bt kter ¥ na
vistupu vyddvé bud symbol 1 nebo O podle toho, zda dané slovo,
které bylo vstupnin za’ {zenim sejmuto, pat¥{ do dandho jevu &i ni-
koliv. Pudeme poZadovat, sby automat pracoval v néjaké diskrétni
Sasové EBkile tl< to< vee o Na vstup tedy postupng v uvedenjych &a-
sovych okamZicich pifichdzeji symboly vstupnifho slova a a na vy-
stupu v tychZ &asovych okamficich jsou vyddvény vystupni symboly.
Je jasné, Ze jde Jen o matematickou idealizaci.takového zafizent,
nebot symbol, ktery je v i-tém Zasovém okamZiku na vystupu, zdvi-
s{ obecné téZ na i-tém vstupnim symbolu; prakticky ovZem nelze

v nulovém &ase provést zpracovdni vstupni informace. Tento zplisob
koordinace vystupu se vstupem lze chapat tak, %#e po i-tém vstup-
nim symbolu je daldf vstupnf symbol pro automat nedosaZitelny
(vstup je zablokovdn) do té doby, dokud se na vistupu re objevi
i-ty vystupni symbol. Za &asovou Zkdlu lze vzit ziejmd pfirozend
g¢fela t = 1,2,... , kterym dédle budeme Ffkat takty (%asovy oka-

Foiadaveh
mZik t =10 Jje n-ty takt). “ewmdezat realizace n*jakého operd-

o

)



=0l
toru ddle vyZaduje, aby pFfslufny automat byl v jistém smyslu koned-
ny. Budeme po¥adovat, aby opera®ni jednotka obsahovala omgeny polet
vnitfnich stavli. Automat bude mit k disposici koneény podet neomeze-~
nych pések, které budou na zalstku préce, tj. v l.taktu prizdné. P-

jde tedy o rostouci automat. Tyto Uvahy zpPfesnime v ndsledujicl defi-

nici.

Définice 1.2 M*jme kone&né neprdzdné mnoZiny (abecedy) g-(abeceda
vnitfnfch stavi), Z (vstupni abeceda), fi (pracovni abeceda i-té
FARe el e et n(v;(’stupni abeceda), li = {D,l,-ll y
Automat J 8 n-pdskami je kone®nd mnoZina (3n + 4)-tic tvaru

pa) (éi; ol Sii’ Sié""’ Sin;‘ Sjl, B e

My, Moy eesl 5 Byj % )
takovd, Ze k libovolné moZné kombinaci prvych n + 2 symboldl exi-
stuje prévé jedna tskovd (3n + 4)-tice. P¥itom .ﬂié ? . °'-’-a' 62,

Sipe‘ :P: Sjpe s’p’ p=1,2,...,0j m; € i, 1=1,2,...,n;

s € F ; Gell.

Je zfejmé, Ze mutomat lze chépat jako zobrazeni mnoZiny (kar-
tézského soudinu) FxZx bal X .'f’2 T aals xfn do mno¥iny
- x.‘f’zx :EJ"H x M xFx M1, xde 1 = wsdix ... x Mn-krst). Dac

né (3n + 4)-tiei tvaru (1.1) odpovid4 p¥ifazent

£1.2) (85 0.5

Ji

: S e
- P SRR B B 1 F : p ey
1 = n) ( Jl, SJE, g =

mls mz, voey mn;AK; ﬁg )
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Budeme té% ¥ikat, ¥e pravidla (1.1) resp. (1.2) Jsou substi-
tudn{ pravidla sutomatu J. foznamenejme, %e definicf (1.2) nent
jedté prisludny automat zcela popsén. Jde o to, Jjak budeme dané
substitudni pravidla interpretovat. To provedeme v dsl 8ich defini-
cich, kde zavedeme pojem konfigurace automatu. PPedpoklddejme, Ze
kaZdd z sbeced \‘fl obsahuje prizdny symbol A et e T
dile, Ze existuje nfjaky poldtefni vnit¥ni stav s, = g'v automa-
tu, tj. stav, ve kterém se automat nachdzi v 1. taktu. Ddle piedpo-
klddejme, ¥e v 1. taktu je na vSech bunkdch libovolné pracovni
pdsky zapsdn symbol A (pdsky Jjsou prézdnéd). Na umfsténi &tecich
hlav v l.taktu psk nezédleZi. Stav celdho automatu (konfiguraci)
lze popsat tim, Ze uvedeme

1. vnit¥ni stav automatu

2. slova jeZ jsou zspsdna na pracovaich pdskiach

3. umistdni &tecich hlav .
Definice 1.3 . Nech¥ Zlénon & boj, 1o = 102 G

Konfigurace K automatu J Jje (n + 1)-tice slov tvaru

¢ K=(8;5 X 8.%{ ; Xo DXy G sae Syt
co ; oo
kde 8; € - (ﬁ*)&éf, X,;Gég, A= ,2 e, W

Nyn{ sestrojime zobrazeni ¥,y , které libovolné dvojici (ocj, )y
o € 2 , K je konfigurace automatu J, pFiradi vystupn{ symbol

a novou konfiguraci K’.
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Nech® o € 2. , K je konfigurace tvaru (1.3). Ozna&me pry (K) =
posledni symbol ve slové X;, i =1,2,...,n. (Symbol pri{K) re-
presentuje symbol &tenmf na i-té pisce.)

Utvofme (n+2)-tici {Yl;fg;fj,...,fn+2), kde Yy = 84 (tj. prvnt
symbol v konfiguraci X), ¥, = c(j, Lost = pri(K), i =1,2,...,n .
Tato (n+2)-tice je dvojief {cxj, K) Jjednoznaéné urdena. Nynf vez-
meme pravidlo (1.2), jehoZ levd4 strana je totoZnd s (n+2)-tict

(r

YE""’Yh+E}' Symbol ﬁ% v tomto pravidle je p¥leluZny vystup-

1!
ni symbol. Zobrazeni

(1.4) ﬁ£=50(o(.j,lﬂ

je tedy Jjednoznaéné ur¥eno. Nyni urdime konfiguraci K’. Z urdené-
ho pravidla (1.2) jsou vidZt symboly, jeZ majfi byt na aktivnich

bunkdch nepsény, posuny dtecich hlav a novy stav Sp» Jdde o to, Jjak
&

se zm&nl i-té slovo konfigurace K, i = 2,...,n+l. VezmEm® p¥ipad

N

i = 2 (v ostatnich p¥f padech je v¥e analogzické); vezméme tedy slovo
= = o e ‘ .,. .

By = Aﬁrﬁlxl j* Vyeledné slovo na l.pdsce oznadme Bi . dMohou na-
stat tyto pripady:

s m, = -1

pak Py =2 alsjlxi .
b) Je-1i a(X;) =1, pak P; = AAlsJ.lxl’ :
2. my =0 . Oznatme X; = zlsil; Jeat B = 'z:lsa.lAlxl' :
2 my =1 . Oznaime Kl = leil .
a) je-1i 4a(X;) =0, pak P; = zlsjl!\ A,
b) je-1i 4a(X]) ¥ 1, tedy X{ = 872 , 5 € 501, 2, € b";o.
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Pak Pl’ = zisjlsl'ﬂIZ,l’

- 1 3 . - »
Analogicky definujeme slova P2, “bia ,Pn n

. K'= (&; Pi; P2','...,' P°)
je hledsnd konfigurace. Zobrazenf Y

=9 Ei= Yl oK)
(1.5 K ?’{ “CJ

Jje zPejmé Jednoznaén& urceno.

Definice 1.4
Vztahy (1.4), (1.5) se nazyvajf kanonické rovnice automatu J ,
definovaného pravidly (1.1), funkce T ,'T' sé nazyvaji kanonické fun=

kee.

Necht S € ¥ je podatedni stav asutomatu J . Kenfigurace
(1.6) (SO;, A Aj A ﬂ2; iens \An)
se nazyvd politedni. Pomoef kanonickych rovnic automatu J uréime
oo o

automatové zobrezeni > do 1 , které automat definuje.
: ) oa
Bud déno slovo a € 2Z , a= XX saen p(p . Pod4tedni konfigura-
ci automatu J oznadme Kl + PoloZme

K, = Yl K) § B = Wl k)

Yl Ky) 5 By = Plat,; Ky)

Es

{1.7)

Kp+l = ’Yf(o:.p; Kp.),- ,{}p = SP(G(P; Kp)
Vztahy (1.7) je jednozna&n¥ urdeno slovo b = ﬁlﬁz..., ﬁp e
brazeni b = 55(a) je zPejmé automatové. Operdtor _Q-g Jje Jjedno-

znatng urden automatem J (tj. substitudnfmi pravidly (1.1) ) a po-

gatetnim stavem 55 ; oznadujme jej é.;’ .
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Je zPejmé, Ze definilni obor funkel ¥, Y

lze rozdifit tak,

%e prvn{ argument miZe byt libovolné slovo a & =% . Nech¥
50 = °‘1°"2"'°¢p , K Jje konfigurace. foloZime-1i
S ¥ (2,8, By = PlagK),
1 = iglyrs wan P
jsou ’}f’(a,x{) . ﬁlﬁz... ﬁp = T(a,i{)
hledsnd rozdifenf, definujeme-1li Y (P,K) =K; (¢, K) =9 .
o o0
Ziejm® plati: necht X Jje konfigurace, a; € 5.2, )y 2 € Z_ . Oznadme
B = Y(al,i';) by = 'f’(al,l{)
K, = Ylak) by = Play.Ky)
K3 y/(alae,i{) T }0(5\132,1{) .
Bpican, = K. ;b Bysbly: -
Definice 1.5 Necht K Jje konfigurace automatu J tvaru (1.3),

necht k Jje p¥irczené 8fislo. Okolim k—tého ¥4du

rozumime konfigursci

konfigurace K

I v 4 = = i .
(1.8) 0(K,k) = (845 Y Alfl’ X, B,055 005 YnﬂnYn) 5
t&chto vlastnosti;
~ A = I - : . Y-
1. Jestlize a(X;) =p =k, pak T, AR B
je-li a(X;) > k , pak X; = Z,¥,, 4(¥;) =k, 1i=1,2,...n .
. : —.w
2. JestliZe d(X;) =q £ k-1, psk ¥ = X{ =
jestliZe d(X;) Z k, pak X/ = r'iz.l . d(I{) = k-1 ,
2t b R
Je zfeJjmé, %e platfi: necht k je pfirozené ¥{slo, nechi KK

jeou konfigurace automatu J ,

f(a,k{l} =

d(a) = k, Pak ¥(a,K) .

3

0K, k) = O(Ky,k

), necht ae Zoc;
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2. Vlastnosti automatl, pracujfcich v redlném &ase

Pojem automatu, jak byl zaveden v definici 1.2, je moZno zobecnit,

e to tim zplisobem, Ze a) pr:covni hlava na libovolné pdsce &te a
prepisuje v deném taktu soufasné vice sousednich symboltl, b) posun
teci hlavy miZe byt o vice bun®k vpraco resp. vlevo. Pro jednodu -
chost formulace udéme pif slugnou definici pouze pro jednopéskovy

automat.

Definice 2.1 Nechf r,m jsou pPfirozens &fsla. Necht jsou dény
abecedy .(Sc‘h(abecede vnit¥nich stavi), 2. (vstupnf abeceda), ¥
(abeceda prac.pdsky), [] (vystupnf abeceds), M = §-m,-m+l,..., =
- 1,0,1,...,u1j. Automat s jednou paskou Jje kone&na mnoZina sedmic

itvaru

3]

2.1 oG AR B whB. 3B B S : :
( 1 (Sl, 5 511.312 1[-’ DJ]_SJQ, ..;Jr, My Sk,ﬁt )
takovd, Ze k libovolné kombinaci prvych t¥i slov existuje préavés

jedna sedmice. P¥itom

saee T w63 s, e¥ sie ¥ ple i
p

mlé M, ﬁl &0,

Budeme Fikat, Ze definovany automat pat¥{f do t¥{idy Jr’m 3
H

Definice 2.2 Nech! n je pFirozené &fslo, nechf ¥ = (rysTpyeen,r,)

7 = (ml,mz,...,mn} jsou n=tice pPirozenych ¢isel. Symbolem J% 2
b

budeme oznsfovat t¥fdu automatd & n pédskami, pro n&% platf:
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1. pracovni hlava i-té pésky ¥te a pPepisuje v daném taktu sou-
fum'~
gasnd r; sousednich symboll (slovo napsané na Ty sousednich pf=-
kch), 4= 1,2,cc0,0 -

2. posun i-té pracovni hlavy v daném taktu je udén ¢islem z mno-

Biny My = {-my ﬁ%+1”.,-LO,L..”mi}, 172 1,05 00 vyl

Je zPejmé, jak by vypadala pFesnd definice automatu trfdy J%ﬁﬁ -
Automaty udané definicf 2.1 pat®{ tedy do tifdy Ji’m , kde r,m
jsou pPirozend ¥isla, automaty, udané definief 1.2 , pat¥f do t¥idy
J%’g , ke 2= (1,1,...,1) Je n-tice, jeji{Z vSechny soufadnice
Jjsou rovny jedné.

PodobnZ jako byl v pPipadu sutomatu t¥idy Jg,g zaveden pojem
konfigurace, je moZno zavést z¥ejmym zplsobem pojem konfigurace au-
tomatu t¥idy J%'a a nelézt pfisludné kenonické rovnice (viz vzta-
By i) s

V dsl&im pijde o to, dokézat, Ze operdtor, realizovatelny n&-
jekym automatem tiidy J%’a je moZno vZdy realizovat vhodnym auto-

matem tifdy Jg 2
1

Lemma 2.1 Bud d4n sutomat J & J% e Pak existuje automat
)

1

J € J,,1,mtéchto vliastnosti:
l. mnoZina Ml, uddvajicef moZné posuny déteef hlavy automatu

J Jje rowna {-m,0,m}.

s 4;3 - 5§J o
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Dikez: Necht abecedy a substituni previdla automatu J Jjsou dédny
definic{ 2.1 . Za sbecedy automatu J zvolime:

g; = i(s,p}; a&@‘, pe V2. umtlb Zl =z |, ‘('Pl 5
”1 =N , ;.-'.1 = {—m,O,m} .

Potstetni stav automatu J je dvojice (so,l), kde s, je potated-

n{ stav automatu J . Nyni zkonstruujeme substituZni pravidla automatu

J , JjeZ majfi tvar
(2.2) (85 ®45 apyy ) > (oo 45 B 555 B, ),

oo
kde Su, SV = q\i 3 Tﬁe’lzllbcl} S Zl ] /c;'ﬂe Jursid a’L"‘m-lé yl ]

ye : b
Brtp-1 € J d(ar"i'm—l} = d(b S

I"+tn—l)

(2) ((s5,p) § & )

j i aI‘+U’;—l

levd strana substitu®nfho pravidla (2.2) . Oznalme a, . ;5 =

=8y g 8 R kde indexy znat{ soudzdn¥ délku slov. Vyrazem (#)

je Jjednoznaéné urdens trojice (si;ocj; arj, tj. leva strana jistého

substituénfho pravidla automatu J . Nech¥ toto pravidlo m4 tvar
[si;xj; a.) =2 (b; my; s, /34‘1} .
PoloZme

1 brfm-i ¥ a,,c:—l br am—p )

2 ,5}:@ .

Definujme funkce f(i), g(i) pro i = -m+l, -m+2,...,0,1,...2m takto:

£LEN = g(i) = -m pro i%£0 ;
i S , )= pro. 1 = 1,2, «ouyl
£l = -, g{i) = pro 1 = mtl,m+2,...,2m
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a poloZme
3o = g(quw 3
4o s =) q = flo#n) .

Uvedenymi podminkami je je kaZdé levé stran¢ substituéniho pravidla

(2.2) jednozna®n® ur&ena i jeho pravé strana. Je zfejmé, Ze pro zkon-

1
r+m-1,m

Nynf dokaZewe, ¥e operdtory realizované automaty J, J Jsou totoZné.

struovany automat J platf Jed a prvni podminka lenmatu.
V dals{m budeme zkonstruovany automat J nazyvet sdruZenym s J .
Rekneme, ¥e konfigurace K automatu J je 'sdruZend s konfi-

guraci K automatu J sdrufeného s J , sjestliZe platf

K = (s;; adb) E =. 1% (s;,p); endy
pfifemZ existuje slovo an—p délky m-p takové, Ze
¢ = A&, ., b = 8n-p a .

V poslednich vztazich je rovnost chdpdna tak, Ze se nepfihl{Z{ k prézd-
nym symbollm na zafdtku resp. na konci uvedenych slov, tedy ngpi.
AMaAAayA = a AN g, AR .
Pozndmka. Symboly A vyskytujief se v konfiguracich K, K VY-
znaduji umistZni pravého okraje &teef hlavy, tedy napP. posledni sym-—
bol slova a Je nejpravéjsim symbolem slova pdsky, ktery je &ten
gtecf hlavou v taktu, odpovidajicim konfiguraci K .
Je zPejmé, Ze poldtedni konfigurace automatu J a J , jek

maji tvar

e S A s e P
Jjsou sdruZené. Staci nyni dokdzat toto tvrzeni:
Necht vy 33,‘y; Jjsou funkce, vyskytujfci se v kanonickych rov-
nicich automatu J., J . Jsou-li K, ¥ sdruZené konfigurace auto-
mata J, J a ocjéz (=Z,) , pak

?(“'.j’ K) = ¥, (ocj, X ) a konfigurace

K = Yloy, 1), K =¥ (o, K ) jsou sdruZené .



-5 -
Bulte tedy K, K sdruZené konfigurace automatu J, J . Pak pro
vhodné piirozené p, L=p=m lze psat
(2.3) K= (s;; a 8,1 8p88 b) , K= ((s;,p); ag, 188y 5 A b).
Nech¥ x ;€ Z. . Substitu®n{ pravidlo automatu J , které lze uZit
na konfiguraci K, md tvar

(s55 ©C55 ani alj myj 8,; B )-
Substitu®ni pravidlo automatu d , které lze uZit na konfiguraci K,

mé tvar
((si,p);ocj; 85-1 8 Sypi 8p_1 8, Sy p o ; (sk,q};ﬁg i
kde W,q Jsou jednoznadn¥® uréeny podminkami 3 a 4 . Je vid&t, Ze
50(063.,1(} = 501(“'3" K ). Pokud jde o funkce ¥, ¥; , uvaZujme
dva piipady:
2 B mléo . de tedy 1 = ml+p.

a) mtpan . Podle vztahtl 3 a 4 mdme gq = m+p , @W=0.

Oznaéfme-1i v (2.3) a = , mame

m=-p aml am-—ml-p
K} = Yoy, K) = (s, aa

I

p-1 Zp 8ml‘ﬂ am—ml—p bt

Ky = jZCOéJ-, K) = ((sy,m+p); a 8,1 8, 8, ,A D ) .
Zbejmd X, R’l jsou sdruZené konfigurace.

b) m+p >m . Jest q = m+p-m, W= m . Oznatime-1li
B B aml &g @ (pfitom slovo 8,.p D eventueln¥
doplnime zprava prdazdnymi symboly tak, a@bychom dostali slovo délky
aspon ml+m-q:2m-p), pak

K, = {Sk; aa; 8, amlAa

I

m-q &) ,-

Ky = ((s,q); = oA aml B A

]

Je vidét, Ze konfigurace Kl,l{l Jsou sdruZené.
25 my £ 0 . Tento p¥fpad lze vySetPit analogicky jako p¥edchozf.
Tim je tvrzeni dokézdno. Tedy jl__l)__ = @‘ .

J J




e
Lemma 2.2 Bud d4n sutomat JEJ% o Nechf mnoZina M udévajfef
3

mo#né posuny &teci hlavy automatu J Jje rovna {-m; O; m} . Pak

existuje pfirozené p a sutomat EEJ; 1 takovy, Ze
3

§J-=§J’
2>

Dikaz . Btecf hlava automstu J mé& rozssh r <1 . Je zPejué, Ze
je moZno rozsah &teci hlavy fiktivnZ rozZirit tak, aby byl nésobkem

fala m , ani¥ by se poruZil operdtor, ktery je automatem J reali-

(g4

zovén. PPedpoklddejme tedy, Ze r = p.m . Zvolme abecedy automatu Fi
%";’-; Z,~Z, =0, My=1-1; 0; 1}

.501 = ia; a & tpm arala)= m}, kde symboly bez indexd (¥’,Z,,,,)
ozngtuji abecedy automatu dJ. Rozsah &teci hlavy automatu J je p .
Ukszme, jak vypadaji substituénf pravidla automatu J . Bud déna le-
v4 strana substituéniho pravidla sutomatu J :

( %) (sy5 ©¢.5 813, ... ap) ;

o

a; = H‘Q y 1=1,2,...,p . Tento vyraz lze povaZovat za levou stranu
substitudniho pravidla automatu J . Nechf toto pravidlc m& tvar

(sy; a(.j; S185eee 85 8187 «vv S my; 8, 6£ S
kde 51.52 -+» 5, = aja, ... a_ . Definujme a]:, 32', ey a[; a @

vztahy &ajaj... :"p = 815,.048, , dlay) =m, 1=3,2,c00,D j
?ﬁl = sign m; . Pak pravidlo odpovidajicf (#) md tvar

”
i S PO e ; £
{sl, 33 aja, ap, a,a

VIS

k

.o an; i85 B )
Je zPejmé, ¥e takto definovany automat J spliuje podmfnky lemmatu.

1

Lemma 2.3 Bud dén sutomat JEJ, 4 . Pak existuje automat :T'GJ]'
tl

iERE
takovy, Ze plati

o= f

g 7
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Diksz. Pro r=1 neni co dokazovat. Necht r»1 . Za abecedy auto-
matu J vezmeme Zl =P @1 : is; 8= (3.2 a}} pé&{-1; 0, l} :
e YT ae) sl oYy =9 Ty =f] , My =4 . Necht

(2.4) U = (a; & 5 S;)
je levd strana substituniho pravidla automatu J ; pritom o(je Zl’

Sté 1? = (Sll Ps a) 3 Slé@- P 811312'-'3‘11‘_1& 51 .
Ka3dé trojici U priradfme trojiei V = £ (U) tvaru :

V= (s;; ocy; 8S,) , Je-li p=0, 1,

TR SR &4 S@), Jeli p=-l .

V je levé strana n#jakého substitu®nfho pravidla automatu J j
nechf toto pravidlo md tvar V—2X = £(V) , kde
(2.6) X= (5{8; «un Si’ pomy s B, ¥

1
- -
L P4 n

Definujme funkce hy prom&#nné X :

g1
2.7 g =m, h(X)=4 .
Déle definujme funkce %, §, prom¥mné X (tj. pravé strany

substitutniho pravidla automatu J ):

) =0 0
(2.8) Il S e e pro m p
5.(x) = (b'k, m; bilaig...air_l}
/?l(x) - Jil pro m = 1
f2Y =fa o ma &7 857 Jooa )
Sl k 1,71, i,

Koneé&né definujme funkce argumentu U (t . levé strany substitud-
niho pravidls sutomatu J ) :
W) = Py §))) =9, ()5 §(0) = §(K); gx(W)=g, (X),
h(U) = hy (X) .
Substitulnf pravidla automatu J lze psat ve tvary
(2.9) U (9(U); gu); §(U); n(U) ) .

Je zPejmé, ¥ ¥ ) Jegt
zrejme, Ze zkonstruovany automat JeJl,l - DokdZeme, ¥e reali-

zuje tyZ operdtor jako automat J .




Definice. Rekneme, ¥e konfigurace K,K automatu J,J Jjsou stxfuz_e—
Zené, JjestliZe plati
(2.10) K= (s;5 a Py A b)
s =
= — £ u ; : -
K= ((s;5 pj S; 5; .«.5; ) . Ab), Je=1i p = 0,1,
(2_44) S r-1 1=
=115, 5"pt 8,55, .48, )5 s 8 ALY, jesld p==1
1,71, i iy
Pritom s eg-u, 'a&bo ) b F Si'ébo P M B B
Zie jmé potdtelni konfigurace
- 3 = -1
K = (s; N&) , K = We ;05 AH 5 AB )
gutomatu J,J Jjsou sdrufené. Nech¥ Y,y resp. ¥, }Vl jsou ka-
nonické funkce sutomatu J resp. d . Stadf dokdzat, Ze platf: Nech¥

K,K jsou sdruZené konfigurace automatu J,u} o e X

=hysto

Jjsou sdruZené konfigurace

bol(o(j; K) a komfigurace K’ = A oy K), X

R

gdrufené. Necht tedv

Pak y(ocj; )=
Jjeou op&t

; A}

automatu J ,:I-

tvaru (2.10),(2.11), &« € Z . Pak mohou nastat dva pfipady:
i p=0 resp. p=1 .

Levé strany substitudnich pravidle sutomatl J resp. J , které lze
uZit na konfigurace £,K tvaru (2.10),(2.11) a symbol o(j maji tvar
farsind g OB s Vireapa s, i ENIE auis Yoo en @
540 i34, ir = G tr-1 3’ "1,
Trojice ¥V (viz (2.5)) md nynf tvar (s.;o0¢.; S. S. 8. ). Oznad-~

g LS s e
e iz (PLEN) T = (S eg s e iy e
i, i, ir (GL




ST

Z definice funkce hl(X} vyplyvd, Ze Lf(o(j;}{} = bﬁl(o(J;K) . Pokud

jde o konfigurace K°, K' , mohou nastat tyto p¥fpady:

a)

&felo m ve virazu X Je rovno -1 . Uznadime-li a =4S,

Te d y S 59, jestliZe a ;’cf) , pak (viz (2.6))

K" = (s,j 58 5{ .. 8§ A 8! b))
L2 r-1 r

a pode (2.7), (2.8)

—_ L ’ e
K= ((SK,' -1; S.l fai cio'% Si )3 ?l-::ﬁ.ai |
Bl =4 T

e

V p¥ip=dé a :¢ méme K'= (s, ; Asilaj?...':}i' NE B,

r-1 ‘n,

Bi= (o =10 8081 w8 LEINAS DN
k! 2 i,7i lr\-; b

2 i

o

Je vid®t, Ze K ,K° jsou op¥t sdruZené konfigurace.

b)

m=0 .V tonto pFipadd je zFejmd
K= (8. 588 8 «».8] Ab) , BE= (8, 0; 818" -8, ] se WA
e i,71, 1. : Jefe S i i i1 i,

= = ao
m=1. Oznatfme-1i b=5b, s€¥, ve¥ , jestlizte b#4,

pak podle (2.6), (2.7), (2.8) mdme

Rf= (8. ; a S/ 8; ...8. 841 )
k! iy 12 i,
R'= (s, 1; 5.12;313...;%); 2 Esilsb b).

JestliZe b = @, pak

K=ifa s a5 NAAY),
[Tk i, 1.

K= ((s,; 1; Siesiﬁ...sip)i a oilf\A i

Je vidét, %e jak v pffpad® b), tak i v pfipadé c) jsou konfigurace

p=-1. Necht K,K mgi{ tvar (2.10), (2.11), xjez:.

Lev4 strana substitudniho pravidla automatu J , které lze u¥it na
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konfiguraci K a o , md tvar ((sy5 -1; Si2sj'3“.sir); oC Sil )
Odpovidajfei trojice V (2.5) md tvar (si; o 53 Silsiz...sir) a Jje
totofnd s levou stranou substitudnfho pravidla automatu J , které je
moZno uZft ke konfiguraci K a symbelu o(.j 5

Odpovidajicf pravé strana tohoto substitu®nfho pravidia mé tvar (2.6) .
Je snadno viddt, ¥e Y (%, X = Y (x, K. Nynf se analogicky Jjako

Vv prvnim pripadé zjistf, Ze konfigurace f'{ﬂ(ﬁ, K, 5“1(&3,@ jsou sdru-

zené. Tim je lemma dokdzsno.

VZechna pPedchozf lemmsta byla formulovéna pro pPipad, kdy automat J
mél pouze Jjedinou pracovni pdsku. Z dikazl je patrné, Ze tato lemmata
zlistanou v platnosti i v p¥ipadé vicepdskového automatu, budou-1li se
upravy, JjeZ se provddiZly pro jednopdskovy automat, provddiZt jen pro
jedinou (nap¥.prvni) pracovni pdsku a ostatnf pdsky se ponechajf beze
zmeny . UkdZeme, jak je moZno formulovat lemma 2.3 v obecném pPripadéd

vicepdskového automatu.

Lemma 2.3° Nechf # = (rysTpyeeeyr ), o = (1,my,mg, e0eym ),
< . : . ey ;
o= (l,rg,rj,...,rn) Jjsou n-tice pfirozenych ¥fsel. Bud dén automat

n : 3 =ih = n o
JE J:?,EE . Pak existuje automat JEJI'-’O’H takovy, Ze platf

JestliZe je tedy ddn automat Je€ J%sg y kde 7= (rl,ra,...,);n} A
T = (ml,:ﬂz,...mn) jsou n-tice pfirozenych #isel, lze v podstatd® podle

lemmatu 2.1 zkonstruovat automat Jlé J% A kde
i B



= Bil =

?1 = (r]_+ml =i rz,---,rn) . E?l =7 , pritemZ posun &teci hlavy na

prvnf pésce je dén mnoZinou {-m;; O; mli . Na automat J, lze opdt

uiit{lematu 2.1 a upravit zptsob posunu &teci! hlavy na 2.pésce atd.
Analogicky lze pak na vdechny pdsky automatu uZit lemmatg 2.2 a 2.3 .

| Lze tedy dokézat ndsledujieil vétu.

V&ta 2.1 Nech¥ = (2 sPpeeest) o= (@) ympyeee,m ) Jsou

{ n-tice pPirozenych &isel. Pak ke kaZdému automatu dJ & J%;} existu-
]
je automat J € J%‘ 2 (& je n-tice, jeji%¥ viechny souradnice jsou
]

rovny Jjedné) takovy, Ze plati

?3 sib-d .

Disledek 1 . Necht J € Jré’-e? . Nechf existuje i, 1 €i€n a K
takové, Ze Cteci hlava i-té pdsky automatu J je p¥i libovolné wvstup-
ni posloupnosti vzdédlena od prvni bunky (tj. bufky, na niZ se nachd-
zelag Cteef hlava i-té pasky v l.tektu) o méné neZ K . Pak existuje
J & Jg:%} takovy, Ze plati

$s = b5 .

Disledek 2. Nech® J & J% 2 - Necht existujf prirozens ¥fsla

¥
i, j, 1= i<jsn a éislo KX takové, Ze &teci hlavy i-té a j-té
pésky jsou pii libovolné vstupni posloupnosti od sebe vzddleny o

méné ne¥ K . Pak existuje J € J%‘é’ takovy, Ze platf
2

§5 7 é-J -

{



l - 22 =

“ Dikaz. i-tou a j-tou pdsku automatu J 1lze uvaZovat jake jedinou
pdsku, jejiZ pracovni sbecedu tvo¥f dvojice (S; ,S; ), kde S, ,Sj

p Yq P
' jsou symboly pracowni abecedy i-té resp. j-té pdsky. Ob2 &teci hlavy
§ 1lze uvaZovat jako jedinou &teci hlavu s rozsshem X a celkem zfejmym
zplisobem upravit jeji posun tak, aby tento novy automat Jl 8 n-=1
péskami realizoval ty%Z operdtor jako automat J . Nyni podle véty 2.l

: s T =1 s b A 4
existuje automat Jé& J&é” takovy, Ze SEIJ = §J1 . JelikoZ

| é = je tvrzeni dokdzano.
- d

I o
Necht J € J2RX, aeZ . Oznatme 1,(a,J) poldet bungk i-té pésky,

! které automat J pouZije pFi zpracovéni slova a; 1(a, J)= max li(a,J).
L4 Zm

UkdZeme, Jjak z pPed@chozich lemmat plyne veéta o kompresi prostoru, JjeZ

je formulovdna nap®. v [4].

. n
| Vita 2.2 Nechi JE'J'e’,g a nechf m je pfirozené ¥fslo. Pak exi-

stuje automat fédré 2 takovy, Ze plati:
§ i éf - §J /

—_— o
2. 1(a,d) & -l-—(%’-‘ll +1 pro libovolné a & X .

I Dik=sz. Pro jednoduchost pPedpokladejme, Ze jde o jednopdskovy auto-

A 5 o
Ygh Jest JéJl,m . Podle lemmatu 2.1 existuje

P mat. Nechl Jé&J
4 Be 5, &
Jq éJm’m 7 §Jl = QS-J a Jl splnuje pPfedpoklady lemmatu 2.2 .
. : yE T
Existuje tedy Js = Jp’]_ takovy, Ze E;-Jz = 'ié_Jl « Z lemmatu 2.2
plyne, Ze €islo p =1 . Tedy Jo EJ% 3 Nyni provedems odhady
L]

o=
¢fsel 1, . Necht a &€ X . Z konstrukef, provadénych v dikazech



lemmat 2.1, 2.2 vyplyva:

1(a,J])
1(a,J;) = 1(a,J) + 2(w-1) , 1(a,d,) = e
J

l(zi,JE) “’-—'_it—?—-—)— + 2 . K dokonfeni dikazu stadid nyni uZit tohoto

- mdzy L .
trividlnfho tvrzeni : necht J(’:J ﬁ I‘lI"DZ,"!rl@ ¢islo. Pak exis~
MRS e el el 7% N
tuje automat J € J7 3 iuvy, fe platt: Px= Py, Ua,d)E

£1(a,J) - k , jestlize £a,J) %k a 1(a,J) =1, Je-1li 1(a,d)&R .

+H o e e i it s m
Bud dén automat JE€J Ja » @& pPirozené fslo m. Oznsime Za= X
[1 = 0™ (xartézské éln.r vstupni a vystupni sbecedy automatu J ) .

m
_ ) o3
Bud éz Q#SJ operator == 2 "{’ i realizovany automatem J .
ad o
Bud S_Em operdtor == Z:_ﬂ do !?ﬂl , definovany ndsledujfecim zplso-
0

bem. Nechf A & Zm . Jest A = mj@ye..8p , 8,€ L, i= s - A .
Definujme funkei #: jestliZe a, = (dil,ociz,...,ocim), kde

o(.iée-Z' iy J=1,2,:.0,m , pak ‘?(ai) = o lo( ...oc ;

’?(A) = ’?fal}’?(azﬁ...f?(aﬂj. Oznadme é(?(n)} Jest

oo
B = byPy.-Dp, b € ' a(b;) =m, 1i=1,2,...,4. JestliZe

i
ﬁ ﬂ ‘6 ’ fs.jpeﬂ sy P=1,2,000;m y pak poloZme

§(bé> = ( 8, ("'a oo 33 0€ M1y, B = §B) = Seo)) §vy) ... Stv,

Pk B = @m(n) . Nyni vyslovime v&tu o Zasové kompresi, kterd je

dokézdna nap¥. v [5].

VEta 2.3 Bud dén automat Jé€ Jg»,g « Oznadme 55: §J . Pak existu-

je sutomat JéJgg takovy, Ze plati :
3
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lemmat 2.1, 2¢2 VYPLIVE: = |
1(aydy) = -1-—%‘-1— - Tedy 1(a,d,)

wmf{ uZit tohoto triv

1(a.d) 4 2 , K doxonlent dlixkazu atai‘i__n
m

¥ . i
tvrzenf necht J Ji.l e X prirozend Efslo Pak existuje auto

1 I : -
J U1 tokovy, Ze platfs 5= g 1a,d)  1lad) €,

sestlife 1(a,d) k a 1(aJ) =1, Je-ld 1a,d k

-

Bud dén eutozat J J‘; , @ prirozens ¥slo = . Uzna e
]

a L8
=

) = & !

i



SR

o2
Dikaz: Bud ddno vstupnf slovo a €2 délky m . Nechl v taktu ¢t
se &tecf hlava i-té pésky automatu J nachdzi na bunce sl ., Neent

i i plaratisd oy - od
B i Pip-BOBBI; B

je posloupnost sousednich bunZk i-té p-js}cv- se st¥ednf bunkou BY |
Stavem

i=1,2,...,n . Je jasné, Ze slovem a , vnitfnim siowessautomatu J

a obsahem uvedenych skupin bunZk je Jjednoznatn® urdena innost auto-
matu J a dalZfich m taktech, ve kterych se bude &ist a prepisovat
pouze Vv uvedenvch skupindch bunZk a pro vysledny posun &tecf hlavy

(po m taktech) i-té pdsky W, platf (@] £ m, 1i=1,2,...,0 .

To znamend, Ze lze konstruovat sutomat Jlé J_?p’-ra» , To= (20-1, 2p-1) 0.
vee,20-1), @ = (m,my...,m) takovy, Ze platf @}4 - Q'S-m. Podle vty

2.1 existuje automat J & Jg St QB-J- = éJ . Tdm Jje v&ta dokédzéna.
’ 1

Lemma 2.4 Nechf Jé€ Jg > , nechf i je pFirozené &fslo, l€is= n .
, &
Nech mnoZina M; , udédvajfci mo¥nf posun &tecf hlavy i-té pésky mé

= M = Pail - - T n-1 : . - e
tvar WM; = [O,l} . Pak existuje Jng’éy takovy, EZe é—J = ?FJ .

Dikaz: Oznadme symboly pracovni xiskx abecedy i-té pdsky Al =A ,A2-¢¢,J
. Utvofme novy automat J , ktery vznikne z sutomatu J wvynechanim

1 i-té pdsky a Jjeho stavy Jsou dvojice (»éi,Aj) b Aié(f? S LR R g
Poddtednf stav automatu. J Je (so,/\), kde 8, Jje poddtelni stav
automatu J. Ostatni pdsky ponechme beze zmény. Nyaf popfSeme sub-
stitudn? previdla automatu J . Autorat J&te v daném taktu jen n-=1

symbolti; plvodni symbol z 4-té pdsky lze vydist z jeho stavu. Tim Jje




- g2 -
ddna levé strana substitu®nfho pravidla automatu J . JestliZe je

(v automatu J) m; =0 anai-tou pasku automatu J by byl za-

—

psén symbol A4, , novy stav J Je s’, pak novy stav automatu J

5o (s”, A). Jestli%e je m. = 1, je.novy stav sutomatu J dén dvoji-
J k J i

ci (b',Al). Je vidit,,Ze J spliiuje po¥adavek lemmatu.

V definici automatu bylo uZito pojmu vnit¥niho stavu. Vznika otaz-
ka,zda automaty bez vnit¥nfch stavi, tj. sutomaty, které se naché-
zeji ve stdle stejném stavu, budou schopny realizovat tyt€Z operd-

tory Jjako sutomaty 8 wnitfnimi stavy.

Definice 2.3 Hikdme, ¥e automat J , udany definief 2.1 (resp. de-
figief 2.2) je bez vnit¥nich stavi, je-li abeceda wvnitPfnich stavl

Jjednoprvkovéa.

Pozndmks. Z definice je zfejmé, Ze v substitudnidi pravidlech auto-

matu bez vnitPnich stavl lze wvnitPni stav vypustit.

VEta 200 v Nech® B = £2,1,1,.:4,2); €= (11,5041 Bud dén suine
Tl

mat JE€ Jre.% 2 Pak existuje automat Jé& Ja o takovy, Ze plati:
7 :

1. J Jje bez vnit¥nfch stavi,

s d

Dikaz. Provedeme jej pro pitipad jedné pracovni pésky. Zz pracovni
abecedu .501 pésky automatu J vezmeme l.v8echny dvojice tvaru

(311’\)’ S;€ 59}’ kde F Je pracovni sbeceda pasky sutomatu J ,

2.vEechny dvojice tvaru (A,si} ; sieg-; kde ?—je Sheant




- £ -
vnit¥nich stavi automatu J , 3.dvojici (A,A) :7\- . Pritom pfedpo-
kl4ddme, Ze Ae \Jo, Fn 3): ¢‘ . Nonf urdime substitudni pravidla au-
tomatu J. Levd strana substitu¥nfho pravidla automatu J md tvar
(2.12) U= (rxj; AB) ,

kde c.!(-j&z a e .501, BE 391 . Nechf substituénf pravidla sutomatu
J majf tvar

(2.13) (s;5 o¢yi sil,‘- = (si‘l; s oy /ch Y

Vyznam symbold v (2.13) je zPejmy. KaZdé dvojici U tvaru (2.12) pPi-
adfime nejprve trojici V = £(U), tj. levou stranu substituéniho pra-
vidla (2.13). Nechl

1. a=B=A=(A,A). Pak V = (so;ocj;/\), xde SO&CJ? je

potéteni stav automatu J .

2. A= (s.ll,m, B= (AB,) «Pak B=s; i 55 )
3. a=(A8),B= (;'-sil,/\J, pak V= (845 oc5i 8y )
4. A= (sii,/\}, B = (siz,/\J, pak V = {so;acj;/\} .

Tedy ka#dé dvojici U Je pfifazena levd strana (2.13) a tim i sym-

boly na pravé strané 2.13) S{ y My Sy, B# . Lze tedy definovat funkce
2

¢ - hA 4 [T =
c—;,h,g ,,7 proménne U :

-

§W) =m, @) =f
g(u) = (b; ,A), h(U) = cA,S,), jestliZze m = 0,1 ;
l o

z(m)

(A s) " BU) = (si’l,/\}. JestliYe m = -1 .
Substitudni pravidls automatu J 1ze nynf psat ve tvaru

@.18) (e 435 g(WN(U); §(W); ) ) .

Nynf je nutno dokdzat, %e J,dJ realizujf t§% operdtor. Hekneme, %e

konfigurace E{,E automatu -J',Cf Jsou sdruZené, jestliZe lze psét

|




Liwla; S B ...8. As, e S
S B
R T el e T G G R S S
o ey ip 1p+1 =
pridemz A, = (S; sA)y 3= 1,20 p-2, PHLcisa & A & JB

J ; 2
,A)(A,si) nebo (A,si)(si R
P = -
Potstedni konfigurace X, = (s ,AD), Ky = (AAA) povaZujeme
R o
téZ za sdruZené. feikeae SN0 B} Y%, Y1, Y1 kanonické funkce automa-

tu J,J, pak se d4 snadno ukimat, ¥e platf{: Jjsou-li K,K sdruZené

J
rovno bud (Si

konfigurace sutomatu J,J , ajei, pak }’(ocj,:.\l} = 501(“3‘,'&) a
konfigurace ;':‘yffﬂﬁ,&) TR fﬁ‘ “ﬁ’&} jsou opdét sdruZené.

T{m je v3ta 2.4 dok&dzdna.

V dosavadnich tvahdch byly pracovni pésky automatl oboustranné neko-
netné. NEkdy miZe byt technicky vyhodné uZivat pdsek, jeZ jsou jen
jednostrann® nskonené, tedy nekonednych polopdsek;

Véta 2.5 Bud dén automat JéJg,g . Pak existuje automat

EGJ%‘Q takovy, Ze platf:
2

1. Bud B; ta bufika -i-té pdsky automatu J , na nf¥ se nachdzf
tecf hlava v prvafm taktu, i = 1,2,...,0 . Pak se &tecf hlava i-té
pdsky p¥i jakékoliv vstupni posloupnosti nenachdzi nikdy vievo od

v 5 g N -
nunky Bo’ i E R

s

foznédmka: Thto lemma je v ponikud odlidném zn#ni formulovédno v pré-
ci H. Yamady, viz [9]

AL
Ditkez. Prove eme jej opdt pro jednopdskovy stroj. Nech¥ fjsou abe-

cedy automatu J (viz oznalenf v definici 2.1). Za abecedy sutomatu

J'. vezmeme Zl = f. 3 ”1 = ” a




r"r

%— ) i(SK’P)jSKé(F EU i(si{’b’)js:{ eg"} % i:'-o} )
Y1 2{551’53"; sieb" ; sjey’} WU 65, % ) si(:.‘f’}.

Pfitom predpoklddéme, Ze ¥ non € WY . Po¥étednf stav automatu J

Je EG . V dal§im U2V znadi substituéni pravidlo sutomatu J, X>Y
substitu®ni previdlo automatu J , tedy U = (S,GCJ-,A} , V= (a4, @, 8,
kde s, s € ?‘l : oc:leZ‘. ; @éﬂ,, . &, ATE fl . Bud dédna levé
strana U substituéniho pravidla sutomatu i
1. Je-l1i s = §  , poloZfme X = £(U) = (so;ocj;A)} s, Je podétedni
stav J .
Je-1i A = (S;#), s = (s,,P) nebo s = (s,,L), poloZime
= (SP; o,; S;) . Nechi pravd strana pravidla XY automatu J
me Lvne o F = (358 s S {3'5? . Pak poloZime
V= (s, %); lml; (8, Z)i ) ,

ke Z =P, Je-li m=1, Z5% , je=li m

“gdge

25 }1:(5:8} :Spey, SqéEP.

P q

o

—

1]
I

(sr,P) . Pak poloZime X = (sr;ac‘j; Sp)' Necht odpovida-
Jief X mA tvap X = (87 m; 8 ﬁ£ ) . Potom neecht

= (= sq); m; (s,,P); @L o

o) I (Sr’ L) . Pak poloZime X = (sr;ocj; Sq). Nech¥ odpovida-

ol W mietpapn e e Ty e S, ﬁe ) . Pak necht

V= (), 875 -m (sy,1); By ) .

T{m jsou definovéna substitudni pravidla automatu J . PoZdtedni kon-
figurace automatu J Jje rovna El = (s,,(A,A)A). Nynf se analo-
gicky jeko v pFedchozich lemmatech zjistf, ¥e automat dJ md pofadované

vliastnosti .




oS f = fPs

Bud dén eutomat JEJ% o, ae 7% , a(a)70 . Nech¥ t Je p¥i-

]
rozené &f{slo, let=d(a). Vyrmem m,(J,a,t) oznalme &fslo, udé-
vajicf posun &tecf hlavy i-té pdsky automatu J v t&ktu 1 pri

' zpracovén{ slova a . 2 dikazd lemmat 2.1 - 2.3 vyplyva

Lemma 2.5 Nechi J(:J??-ﬁ . Nech¥ Engg je automat, zKonstruo -
2 ]

vany ve shodZ s dikazy lemmat 2.1 - 2.3 (je tedy _55-5 = é—J )i

Psk plati:

jestlie m;(J,a,t) =0, pak mi(j,a,t) = 0 ;) Ak = @il ea B

Lemma 2.6 Necht Jé&d3 3 ¥ = (3,1,1,...,1), T= 42,11,
3
Pak existuje Je J%ﬁ takovy, Ze platd
¥
o §j = §J )

2. Je-1li t 1liché, pak mlc.T,a,t) = (@ 5

Diksz. Provedeme jej opét pro jednopdskovy automat. Necht

1 ?, EP, M= §{-1; 0; It [] jsou abecedy automstu Jeé J%.,l .
Abecedy automatu J budte Z=Z, Sﬁ*f,mﬂ,mal:{-z;-1;0;1;2} a

?-'1 L e (65 {(si,p}; sié‘?' g P € {-l;O;li} . Pod4tednf stav au-

tomatu J Jje s kde s_ Jje pofédtedni stav automatu J . (Pozna-

o2 o

mene jme, ¥e je-1i J ve stavu s = (ai,i;a), znamend to, Ze se J
nachézf v sudém taktu.) Nechf U je levéd strans substitudnfho pra=
vidla automatu J y Ledy

s & gf\]'_, ocj € Zl . Sié 301, i=1,2,3 ., Nyni uréime pravou stranu




V substituniho pravidla U=V , lichou nastat dva pPipady:

1. & =8 , kde sie? . Pak nechf X = (si;ucj; SE), co? Je
levé strana substitudniho pravidla X—Y automatu J . Nechl pravé
strena tohoto pravidla md tvar ¥ = (87j mj s j é) (vyznam symboli
je zPejmy). Pok nechi

V = (8,8%8,; 0; (s.l{,m);ﬁz} :
2. 8= (s;,p);, s;€ . pe {-1;0;1} . Pak poloZme # #
X = (835 ;5 Sp, ) . Jestlife ¥ = (S%; mj s, Bp) , necht
VvV = (Z ; mip ; 8y 548,9) )
kde Z =878,8; pro p=-l, Z= 515’53 pro p=0 a Z =855

pro p = 1 . Jde snadno vidét, Ze zkonstruovany automat EG:J;; >
<3

splnuje pofadavky lemmatu.

Pozndmka. Lemma 2.6 zfistane v platnosti, jestliZ%e druhou vlastnost
nshradéme vlastnostdi

2°. Je-1li t sudé , pak mlij',a,t) = ]
Ddle je zPejmé, Ze se uvedené vlastnosti mohou p¥enést na kterou-
koli pracovni pésku.

7 predchozich lemmat vyplyva

VEta 2.6 Nechf Je J%g, nechf i je prirozens &islo,
, 8
1l «i=n . Pak existuje automat Jc Jg = téchto vliastnosti:
3
1. é—:f = ?J ’
w ra
2. Necht a & Z je libovolné vstupni slove, d(a)21 ,

nechf t je prirozené %fslo, l€t<€d(a), £, mashk Pak plati:

je-1i t 1iché (respektive Jje-li t sudé), pak m;(J,a,t)= O.




Dikaz. Provedeme Jed pro pPfiy

emmatu 2.6 existuje

r—'\
o
o
=
I
=
.
k
o
=
(7
[}
E

P

T -h - w
Jléufp’ﬁ?, P = A3 X ied)y, B2 (2,01 crusl} takeys, B §J = éJ’

= o ih = = ; - -1
m (J;,2,8) =0 pro t 1liché. Podle lemmatu 2,5 existuje Jp ed'é',r?
takovy, Ze S_EJ’ ey 2 my(J,,a,t) = 0, jestliZe my(Jq ¢ t) = 0.
2 1

frejm€ dJ, Jje hledany automat
Analogicky lze dokézat tato tvrzeni:
1. Xe ka?dému automatu JE& é[,léa existuje automat J€E Jé‘g takovy, Ze

L

&) —E: E‘; )
flav- o

(ii) abecedy, uddvajici moZny posun Stecich s&=v automsitu J Jsou

rovny I.Ii={—l;1}, = 2 R .

B, Neant £, ssomceld ®fsia, f <o L va a8, oae

Necht J&uélz. Pak existuje JE Jéig takovy, Ze
) '

(1) féf . é; )

(ii) abecedy posuvu automatu J jsou rovny My = ig'i; ii i,

= A ey A

3. Necht ‘.TéJé,:'1 H necht i, m, f Jjsou pPirozend &fsla, l<i<€n ,méf.
1

Pak existuje féJérr:e a plati:

€i) S_B‘j-': fJ;

TR P ARV

e

, pak :ni(f,a,t)

4, Necht J& %;-». Pak existuje JE Jéjz a plati
1

(1) &5 = &,

(i1) Je-l1i t#i + km, pak m(J,a,t) = 0, k = 1,2

Automat J mé tedy tu vlastnost, Ze se v libovolném taktu posune ne j-

vySe jedna &teci hlava .




3. O operatorech realizovatd nych v redlném Zase

Definice 3.1 Necht X ,J] jsou konené sbecedy. Nech e

operdtor (automatové zobrazent), zobrazujici Z  do [17°. Hekne-

w

L)
me, Ze f je ralizovatelny v redlném Zase, existuje-li ptirozené

w s n . » -
gislo n a automthEJ.e. 2 takovy, Ze platf
¥

$; = &,

Fozndmka. V ddl &fm budeme tifdu automatd Jg.,g oznafovat symbo-

lem Jn,n 21l . Tr{du konednyd automatl oznsdme J° . Oznalme ddle

symbolem T t¥fau automatd, splhajicf ndsledujfef vlsstnosti:
1.8 C &

2. J€J" 5 automat J je bez vnit¥nfch stavi.

Definice 3.2 Rekneme, Ze t¥’da sutomat® T, Jje slab¥f neZ tffda
gutomatd T, (nebo Ze T, Je siln¥j3f neZ ), T, < T, , jest-
liZ%e pladki: ke kaZdému sutomatu J, € T, existuje automat J2e T2
takovy, e platf §J2 = QFJI . Jestlife T; <X T, a existuje

automat J, € I, takovy, Ze pro libovolny sutomat J € I, Jest
§J ;,5‘_]'2 » pak pifeme T;—XK T2 . Jestli¥e platf sou¥asnd Tl--< T2,

T2—( Tl , pideme I.‘l)—( T2 -,

Je z¥ejmé, Ze plati, Ty o= pro libovolné p¥irczené n . Déle

je zPejmé, Ze I~ 3n+1, nebof lze stavy automatu J & J% zapi-
Aiwﬂ

sovat na dali{ pdsku, a wkesEd teék automat bez vnit¥nich stavi s

n+l péskami, realizujfci ty# operdtor. Platf tedy

30— F— st P~ 2~ ..,




V dal®im tyto relace zpresnfue. ProtoZe pijde v&t¥inou o represen—
tovatelnost jevdl, tedy o operdtory, ve ktergch je abeceda Il =iO,1},
uka¥me podrobniji nékteré moZnosti reprezentace jev s pomoci jinych
abeced (napP. abecedy stavi apod.)

M2 jme sutomat J€J", definovany substituinfmi pravidly (1.2). Nech¥
R = g-x :’01 X ‘fzx x!’fnx”. Rekneme, %e automat J rozezndvd jev

00
ACZ , existujf-1i mno¥iny R,R, RUR = R, ROAR =¢ a plati:

l’
o=
necht a€Z ™, d(a) = p>0 . Nech¥ pfi vstupnim slovu a jsou

v p-tém taktu automatu J na aktivnich buikdch 1.,2.,...,n~-té pds-

,...,Si , automat J pPejde 8o stavu &

ky psdny symboly Stl, 5
n

=5
a vydéd vystupni symbol )3! .- Pak
sac A& (8558, ,8 yoeu8, ), ) € Ry,
1 2 n B
V prfipad®, ¥e R = F , pak dan’ jev rozezndvée s pomowi wvnitPnfch stavi.
Pro R = ﬂ'—'{O,l} dostaneme plvodni definiei rozeznatelnosti Jjevu. Kdy-
-me
by napt. R = .'Jol , pak dany jev rozeznévé=podle toho, co se v daném
taktu pf¥e na l.pdsku. Obecné miZe byt R kartézskym soudinem jen
n¥kterych z uvedenfch mnoZin. VEechny tyto specidlni pripady spadaji
oviem do udané obecné definice rozeznatelnosti, coZ lze zafidit vhod-
nym rozkladem R .
Jev, ktery lze rozeznat automatem J ve smyslu vySe uvedené
definice, lze rozeznat téZ automatem se stejnym poftem pracovnich pé-
sek, avdak jem s pomoci wnit¥nich stavll. Stadf zakddovat posloupnosti

z R do vnitfnich stavi, tj. utvePit novy automat :I-, JéwoZ abeceds

stavi je tvoPena vdemi prvky z R a ostatni abecedy jsu totoZné




s odpovidajicimi abecedami sutomastu J . Substitu¥nf pravidla automatu
J 1ze udat takto: bud (1,2) substituinf pravidlo sutomatu J . Pak

odpovidajiecf substitudni pravidla automatu J maji tvar

((s PO G RV N e R R
1! 113 12, ln! c 1 Ji 113 12 3 11-1
- (Sjl,bjg,...,sjn; Mysigyeee,mj (S, J1,512,...,b " ,Gc), ﬁg
kde Kil’xi2""'xi Jjsou libovolné prvky abecedy L,2;,...,n-té pdsky,
n

Xg libovolny prvek vyst.lpn,. abecedy automsatu T AT potétedni stav
sutomatu J 1lze vzft (50,/\ e O ﬁl . Je z¥ejué, %e jev A 1lze
rozeznat automatem J , a to prost¥ednictvim jen jeho vnit¥nich stavi.
Vistupni abecedu zde vlastn® nepot¥ebujeme, vystupni posloupnosti je

zde posloupnost vnit¥nich stavi, z niZ Jje nutno v_-'wustit pofatedni stav.
Ddle je z¥ejmé, Ze jev A 1lze rozeznat vhodnym automatem s pouZitim
dvouprvkové abecedy vystupnich symbolt. K tomu stadf utvolit automat 3’
8 vystupni asbecedou $0;1f a ostatnf abecedy automatu 7 nechat stejné

=

jako abecedy automstu J .
Substituénd prav idla automatu J budou shodné s pr.av%tl.y automa-
tu Jd 2% na posledni symbol [33 , kde bude symbol 1 nebo C podle

: — -
toho, je-1i novy stav sutomatu J (resp: J ) =z Ry nebo z R, .

Véta 3.1, 0= T,
Dfikaz. Obecnd majl substituéni pravddla automatu dJe& 7 tvar
sgﬂ
CHCA 8 3 (:Ef; s; Bp) ,

kde s Jje jediny stav sutomatu J . Udéme automat Jg 31 bez vystu-

pu se vstupni abecedou = {O,li a s pracovni paskew abecedou




s
:'Fl = {_)\;a} . Pravidla takového sutomatu lze tedy udat ve tvaru

(vypustime-1i stav s ze substitu®nich pravidel)

Gty BomaBa sl noies
J ll’ Jl, 1
os € Bty Sil. o o Sjle ':Fl, m, € 1-1;0;1} . Bud tedy J auto-

mat & té&mito substitudnimi pravidly
(BsAGA S = (A & 1), €05 af a3 <L), (1 &; afaEl%
Necht A je jev, charskterizovany symbolem Ae :?1 « ZPejmé plati:
L. @& men € & e
1 0 €4 g BTG

3. 1”004’ non €A, lsfan ,

na

DokéZeme, Ze jev A nelze rozeznat konednym automatem. Bud J ko-
neény sutomat. Jde-1i na jeho vstup posloupnost 11l..., existuje

B S e e pfevedou automst

tekové ml a kD0, Ze slova x =1
J do tého? stavu. Podle vlastnosti 4 pPrijme automat J slovo
1rr-.-0m+2. Podle vlastnosti 3 sutomat J neprijme slovo ll“+kOm+2 .

Automat J je v8ak ob&ma slovy pFeveden do téhoZ stavu; tedy J ne-

rozeznavéd jevv A . Tim je vE&ta dokazéna .

T e e ¢

Dfikaz. WNechi Je T , tj. J Je automat s jednou pracovni péskou bez

vnitfnfch stavi. Nechf vstupni abeceda sutomatu J Jje X = {0;1},
abeceda pasky Y= isl =A; Sogenei Sr; . Op&t lze predpoklddat, Ze

J je bez vystupu (uvedeny jev lze rozeznévat pomoc{ symbold pdsky).




et A Cc =77 Je jev, ktery je tvofen viemi slovy ze z" ; kterd
meji tyZ pofet nul a jedniBek. Ukd¥eme, ¥e J nerozeznd jev A . PPed-
pokléde jme opak. Pak existuje rozklad abecedy ¥ na mnoZiny R»BRy )
R,UR, =¥, ROR = ¢ s plati: a€h, d(a) = p&h v p-tém taktu
sutomatu J pPi vstupnim slava a je na aktivnd ;;:E; zapsan (ni-
koliv &ten) symbol z R, -

Na aktivni bunce pdsky je v l.taktu &ten symbol Sy = A (pri
jokémkoli vstupnim slovu).
1. Necht Bl Je bunks, na ni# se nachéz{ &teci hlava automatu J
v 1l.taktu. UkdZeme, Ze pPfi vstupnim symbolu O zlstdvd &teci hlava
op&t na bunce Bl’ tj. ve shodé & oznafemim :‘lemmatu 2.5
(3.1) ml(J,O,l) =0
Vezm®me vstupni slove a = 01 a predpoklddejme, Ze (3.1) neplatd.
Nechf nap¥. m(J,0,1) = 1 (pFipad m;(=J,0,1) = -1 lze vyZetFit ana-
logicky). Pak ve druhém taktu je na pdsce &ten symbol S, = A = p¥i

!

vetupnim symbolu 1 (ve 2.taktu) :::;?byt na aktivni bufce zapsin sym-
bol z R, , nebof 0l&A . Automat J obsahuje tedy pravidlao

J

kterd nep.t¥f do A , je na sktivnf bunce zapsdn symbol S; €R, a
1

s A Sj y,m), S; € Ry . To viak znamend, Ze p¥i vstupnim slovu a = 1,
1 1

to je spor.

2. Predpoklé4dejme nyni, Ze na vstup automatu J Jjde posloupnost 000...

Kdyby &teef hlava niﬂﬁy nedpustila bunhku Dl y bak by existovala p¥iroe-

zend &fsla m,n,m<n takovd, Ze vstupni slova 0%, 0 prevedou auto-

mat J do té¥e konfigurace . Pak ovSem vstupni posloupnosti Omlm—l,




Onlm-l

prevedou automat J do té¥e konfigurace a tedy slova 5 e e
B Jsou automatem J bud ob& prijata nebo nikoli. To je v¥ak spor,
nebot Omlme.&, o R noné€ A .
Existuje tedy m32 takové, Ze automat J p¥i vstupnfm slovu o™
opust{ burku B, poprvé v m-tém taktu
3. Vezméne nynf slovo 0"01. Podle 2 se &tecf hlava po m taktech
(tj. v taktu m+l) nachdz{ na bufice, kde &te symbol A . Po daldfch
dvou taktech (tj. po vstupu welého slova O%"11) je podle 1 na této
bunce zapsan symbol, patPieci do Rl‘ Automat J tedy prijfimd slovo
o®+ly (m&2) a to je spor.

Zbyvé ukdzat, ¥Ze uvedeny jev A Jje rozeznatelny vhodniym sutomatem
JéJl . To Jje v8ak celkem zPejmé. Automat miZe pracovat tak, Ze si
v nékolika prvnich taktech oznadi vhodnymi syPmboly n&kolik bunsk a
pracuje tim zplisobem, Ze Cteci hlava jde vpravo p#i vstupnim symbolu
1 2 vlevo p¥i vstupnim symbolu O , aniZ% by pFfepiscvala symboly na
ostatnich bufkdch. J“_-,kmilq!'se ¥tecf hlava dostane na bunky, které byly
oznadeny v prvnfch taktech, snadno se rozpoznd, kdy mé vstupni slovo
tyZ podet nul a jednicek.

Jednu z matod, jak dokézat, Ze dan’ jev nenf rozeznatelny automa-

tem JeJ™ , 1ze formulovat takto:

oo oo o
Lemma 3.1  Necht ACZ ; nechl existujf a&Z , be X ,
c ez"" a prirozené &isle k tak, %e plati

1. dle) = k

2. sceld, benon& A,




3. Budte K(g), X(b) konfigurace automatu J , do nich¥ je
preveden automat J vstupnimi slovy a,b . Nechf okolf k-tého ¥&du
téchto konfigurac! spliiuji podminku

O(K(a), k) = 0(k(b), k) .

Pak automat J nerozezndvd jev A .
1) 2
¥e&ta 3.3, < J .

Tuto v8tu dokézal i.0. Rabin v préci L61. Nech¥ X = {0; 1; a; b;%; B}
necht X = fa; bfw i%i=~% 05 1}” . Necht
A= {uvuu_l s me Xive 2¥Y iuvﬁv“l SR
u_l znadi slovo obrécené k slovu 4. Jev A Je zFejmé& rozeznatel-
ny vhodnym automatem JEJ2 . Rabin ukazuje, %e platf: nechi JeJl |
Pak existuje pFirozené &fislo k a slova u,€X, u,€ X= uy 7 uy, dluy) =
= d(ue)—'-ﬁa slova v,€Z, v,€2Z takovs, Ze

0(K(u,v,), k+l) = 0(K(uyvy,), K1) =

Jde zbejmé, Ze ulvlocullé A, U2V26(.UI]-'NM.EA.J=3\F A tedy splnuje pod-

minky lemmatu 3.1 . To znamend, Ze A nen{ rozeznatelny Zddnym auto-
o 4.
matem z tP{dy J° .
Pozndmka. Otdzka, zda platf Jh—K gotl pro nz2 , zlstivd zatim ,
n

zd4 se nereZena. fokud jde o vztah mezi J% a %, nz2, platf

Vita 3.4 Necht n je prirozené &islo, n&2 . Pak Tt g




Dikaz. Stad{ dokdzat J" - I y CO0Z provedeme pro pffpad n = 2 .
Z diikazu bude patrné, Ze zlstane v platnosti i pro nd» 2 . Nechf tedy
J&J2 . Podle véty 2.6 existuje automat Jle J2 téchto vlastnosti:

1. §Jl 2 §J ’

2 m l(Jl,a,tW. =0 pro t 1liché ,

mE(Jl,a,t) =0 pro t sudé .

(mi(Jl,a,t) znali posun i-té &tecif hlavy v taktu t pPri svtupnim
slovu a.) Bu-’}!d‘:ce Z,?, “Pl’ .‘102, My =M, = {—1;0;1} , [l abecedy au-

tomatu Jl . Uddme automat J2 bez vnit¥nich stavl s sbecedami

Z:“P]_: yga T‘]_ = ﬁz = i"li 03 1} y
kde g
502 =-'P2 V) i_(Si, sj); S € ¥ sjeo}:}-
Pfedipokldddme ovSem, Ze Ae t?i, i=1,2 . Substituéni pravidla automatu
J2 maji tvar
(d.}; Sll, 512)"', (SJl: SJ2I ml’m2;@) ]

struén® UV , kde ocjez S B e fq; g gazé:g . Tato pra-

e ) 2
vidla zkonstruujeme tak, Ze k danému U pFifadige jednoznaZné lemou

stranu X substitudniho pravidla X-»Y automatu Jl a podle prisluSné-

ho Y , které je jednoznadné urteno X ( a oviem i U) uréime jedno-

@natnZ V . Pravidla automatu J2 rozdZlime na &tyii skupiny.

s 8. =A, B

i) i = A . Pak poloZime X = (so; ccj;)\ ,/’i ) . Necht

(3.2) Y= O R T S, Ry)

Pak V= (55, &)y Sy i By Wi B ).




2% si]_ = (Dil;ﬂi), Siz = Si2. Pak necht X = (si; o(.J’ Sili 812),,

Necht odpovidajfc! Y mé tvar (3.2). Polofme V = Sy ’(Sj y 8 d;
ik 2

e

3. Sil= Sil’ Sie = (Siz, s;). FoloZme X = (s;50¢.5 8; 5 S5 ).

ST
Necht odpovidajfcf Y mé tvar (3.2) . Pak V = ((S., s.), S: ;
SlgaE
Ulla mzi ﬁ&) i
4. V ostatnich pripadech 1ze pravidla definovat libovoln&, nebot
automat J, se nikdy nedostane do konfigurace, vy¥adujfei jejich po-
uziti.
Je vidt, Z%e plati:
1. Pravidla 1l.skupiny mohou:byt uZita jen v l.taktu, ve kterém
zistane &teci hlava prvni pdsky bez pchybu.
2. Pravidla 2. skupiny budou aplikovéna jen v sudych taktech, ve
deahe
kterych je &teci hlava fpasky bez pohybu.
3. Pravidla tPeti skupiny budou aplikovéna pn v lichych taktech,

ve kterych je &teci hlava l.pasky bez pohybu.

Je zFejué, Ze J, Je dvoupdskovy automat bez vnitfni pam&ti a

é:lz = é-J . Tfm je v&ta dokdzéna.

V dali{fm ukéZeme priklad jevu nerozeznatelngho v redlném dase.
Necht X = $0; 2;#}, U= §0; 1} . Nechi
e O
= [‘-‘-’i W= U UK .. Xu . xv , n 2 145 “16‘ U i

m . - - 'S = »
{2.2) i=1,2,...,n, vE€ U @& existuje i, lgisan takové,

)
te n, = v_lj )




=] ;
kde slovo v znacl slovo obrédcené k v (tj. jestliZe =00, % 500 e Ky

._]__
pah v © = “r"‘r-l'--""l) .

Lemma 3.2. Jev A definovany vztahem (3.3) neni rozeznatelny

v reidlném &azse.

Pozndmka. Toto tvrzenf dokézsli Hartmanis, Stearns v préci [lO] »
Dikaz. Bud n libovolné pFirozend ¥{slo, J 1libovolny automat,

T DokéZeme; Ze automat J nerozeznid jev A . Nechf {’r?—, yl’ Sf’z...,
bon Jjsou abecedy automatu J (abeceda vnitPnich stavil, abecedy pédsek).
Oznatme p = card ?': zf = max card 501 . Necht k je prirozené &fslo,

‘= 24 72

pro néZ plati

(3.4) 22" gy pgleEriin

Necht G(k) je mno¥ina vZech okolf (k+l)tého ¥ddu konfiguraci auto-
matu J . Je vid:t, Z%e card G(k) épf,(z‘ﬁl)n . Necht H(k) je mnoZi-
. : b oo

na veéech slov tvaru & = Xy A Xp K oo KX kde Xj e U ,
d(xj} = xr}’ X, pro r £8, 4= 1,2,...,21c . PPitom budeme pova-
Yovat dve slova a€H(k), bEH(k) za ekvivaelentnf, assb, existuje-
1i permutace (I‘l,rz,..-,r‘i) mnoZiny (1,2,...,1) takovd, Ze

= 3 = « MnoZing [ ) zhle-
8= X KA % .0 KXy, D xrlx Xr.ai\‘ *xri no¥ina H(k) se vzhl

<l

dem k této akvivalenci rozpadne na 2° - 1 rhizaofeh tFid. Vzhledem

k (3.4) existuji v H(k) dv& slova a,b, JjeZ nejsou ekvivalentnf

a pro néZ platl
0(K(a), k+tl) = O(K(b), k1) .




- e =

Necht a = X)Xk oo XX, , b= V1% Yo% ce XY ProtoZe a,b

nejsou ekvivalentnf, nastane aspon jeden ze dvou pPipadi:

1. existuje p, 1&p&i , 3Ze X F Fp o0 t=1,2,0000 .
2. existuje q, l=qsj tak, Ze x, ;’yq S R e e P
V prvnim p¥ipadé (druhy se vySet¥! analogicky) platf{ a % x;]‘ €A ,

-1 e % s .
b %A xp non & A . Je vidét, Ze automat J vyhovuje pFedpokladim lem-

matu 3.1. Tely J nerozeznd jev 4 .

Necht A je Jjev definovany¥ vztahem (3.3). Utvofme jev B = A7t =

= iw; w_lE_-AE . J Bedvar [1] klade otdzku, zda jev B je rozezna-
telng v redlném Zase. Jev B 1lze zPejm® definovat takto: nechf
5= {05 1;%%; U=10,1} . %

B = [w; W= VAU XU K ... A, 5 ST uieUm, i= 1,2,...,n,
(3.5)

veU™ a existuje 1, l&i«n takové, fe u; = v ' 3.

DokéZeme, Ze plati

Lemma 3.3 Jev B definovany vztshem (3.5) je rozeznatelny vhod-

n¥m automatem JGJ4 5 T

Dikaz. Nebudeme automat J pPesn& konstruovat, ukdZeme jen jeho
podstatné rysy, z nichZ bude patrné, Ze automat J poZadované vlast-

nosti skuteé&né existuje. Ginnost gutomatu rozdflime na n*kolik etap.

1. Na vstup jde slovo v . Slovo Vv se zapife na prvnf pdsku
postupné do buntk #. 1,2,...,d(v). Prvni bunku je pFitom nutno ozna-

&it (vyznadit levy okraj slova) nap¥- symboly 1,0 namfsto 1,0 .
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Rozsah tecf hlavy 1.pdsky nechi je dén tfslem 4; v etaps, kterd by-
la prévé popsdna, lze symboly slova u zapisovat nap¥. pravym okra-
jem &teci hlavy.

2. Na vstupu je poprvé symbol % . Nynf se oznadf pravy okraj

slova v hapsaného na l.pdsce. Pak jde na vstup slovo . Nyni se

e |
¢tec! hlava vraci nalevo a srovndvd &téné symboly 1.pasky se symboly
slova %, .
) J I - -1 . A .

% e-li uy =v » Je slovo V¥ Uy prijesto. JestliZe po

Alovu _
tomto =t=w= ndsleduje symbol % , Jjsou v8echna dald{ prodlouZeni
tohoto slova p¥ijata. Nésleduje-li symbol z U , slovo piijato nenf
a &innost automatu je jsko v pripadd B .

pB) JestliZe u, nenf po¥dteinim dsekem slova vt » d(uy)=gdlv),
gtecf hlava l.pdsky zhstane na mfsté af do okamZiku, kdy -se na vstupu
objevi daldf{ symbol ¥ . PPislu#néd vstupni sléva se oviem neptijimaji.

3. Nech¥ na vstup jde daldf symbol % . Nech¥ pravy okraj

&tec! hlavy l.pésky se nachézf na bunce k , 1l%£k<d(v). Na dru-
hé, tPet! a &tvrté pdsce mohou byt v tomto okamZiku zapsana Jjakakoliv
slova. Na vstup nyni jde slovo u, . Nyni v kaZdém taktu prejde Zteel
hlava 1.p4sky o &ty¥i bunky vpravo a Xtené symboly (&tvelice) se za-
pisujf na druhou pésku (s oznatenfm levého okraje). Ctect hlava druhé
pdsky m& tedy rozssh 4 a posunuje se v této etap® v Zty¥i bunky
vpravo za jeden takt. Na t¥et{ pdsce se zaplsujf postupné (zleva do-

prava) symboly slova U, (ze vstupu), prilemZ se oznali levy okraj.




Na $tvrté pdsce se zaznamens potet taktd & (vhodngm slovem v £ sou -
sednich bufikéch s Vyznatenfm okraji), pot¥ebnich k tomu, aby Etecd
hlava prvn{ pdsky dosdhla pravého okraje slova v. Je zPejmé, Ze

/ﬂ é[ﬂ%ﬂ]+ 1 . Snadnou dpravou lze té¥ zarfdit, Ze Zé ﬁgi)' .

co¥ v dalSim p¥edpokléde jme.

4. Po dosa¥ent pravého okraje slova v na 1. pisce se &te-
ef hlava prvni pdsky posunuje dal%ich'ztektﬁ (jejich polet je vy-
znafen na €tvrté pdsce) vlevo po dvou bunkdch za jeden takt.

TptéZ provadf &teef hlava druhé pdsky.

Na tPeti pdsce se zpisuje ﬁaléid1‘£ symbold vstupniho slo-
va u, do dal3ich bun¥k pésky.

8tect hlava &tvrté pasky jde nalevo a zjistuje, kdy probhne
t&chto 42 taktl. Po ukonfeni této etapy je na pédskich tato situsgce:
a) UBtecf hlava prvni pdsky se nachéz{ ve vzdilenosti d(v)-2€ od
pravého okraje slova v (Jje jasné, Ze lze zaPffdit, aby se v tééc;
védégenosti nachdzel nap¥. levy okraj Steci mizky hlavy).

b) Toté% platf pro &teei hlavu druhé pasky, na niZ je zgp sdn néjaky
koncovy iusek slova V.
¢) na t¥etf pasce je zapsén pofdtefni usek slova u, délky 2L ,
gteef hlava je na pravém okraji.
d) ns ofksshu stvrté pasky v dal&im nezdleZf .

5. MNyni p¥i dal &fch vstupnich symbolech slova u, jde &te-

ef hlava prvnf pésky v kazdém taktu o jednu bunku vlevo a automat




|

|
srovndvéd Ctené symboly z 1.pasky se vstupnimi symboly slova u, .
Cteci hlava druhé pdsky jde v ka%dém taktu o jednu bufiku vpravo ,
8teci hlava t¥etf pdsky o jednu buriku v taktu vlevo a srovndvajl se
Etené symboly druhé a t¥8tipisky. Jeliko Q%ElES Y A , Je zPejmé,
#e timto zplslibem lze slovo u, porovnat v redlném Zase se slovem
v 1 | Jakmile Je porpvé zji¥tEno, Ze u, $ v , zZlstanou viechny
¢teci hlavy naddle na svych mistech aZ do doby, kdy na vstup pi¥ijde
dalZi symbol # . JestliZe u, = v_l , automat vstupni slovo p¥ijume.
JestliZe po slovd u, = vt ndsleduje symbol % , sutomat prijims
vEechna dal8f prodlouZeni dosavadniho vstupniho slova. JestliZe po
slové u, = v_l nésleduje symbol z U , automat dals{ slovo nepii-
jimé, ponecha &teci hlavy na mistech a fekd aZ se objevi daldi sym-
bol % .

6. Nechf na vstup jde dal3f symbol % 2 pPedchozi vstupni
usek nebyl pPijat. Pak se opakuje cely postup od bodu 3 (se vstupni-
mi slowvy us, u4,...). Je vid®t, Ze popsany automat rozezndva jev B .
Tento automat u¥fvd &tecefch hlav s rozsshem 4 s moZnosti posuvu aZ

o 4 bunky. Podle véty 2.1 existuje automat 5€J4 , ktery téZ rozes

zndvd jev B .

Pozndmka. Podrobnou analyzou préace automatu J lze zjistit, Ze lze
sloudit tPetf a &tvrtou pdsku v jedinou pésku. Lze tedy dokdzat, Ze

existuje ..TE-J3 rozeznéavajici jev B . i

Z poslednfch dvou lemmat vyplyvé




Véta 3.5, Existuje jev A rozeznatelny v redlném Xase a takovy,

T =L ;
Ze Jjev A neni rozeznatelny v redlném &ase.

Nyni si poloZme tuto Glohu. Bud dén jev A a nechf existuje auto-
mat J , ktery rozezndvd jev A4 se zpo¥dé&nim o r-tsktd. Jde o
to, zda A Je rozeznatelny v redlném Zase. Zavedme nejprve daldf
oznadenf. Necht J je automat s vystupni abecedou [J =§0; 1} .
Symbolem J [1] ozna¥me jev A C Zm uréeny nésledujici{ podminkou:

bud K, pocatelni konfigurace a  kanonickd funkce automatu J ;

pak
ae A& slovo 50(3, K,) kon&f symbolem 1 .

V&ta 3.6 Nechf A Jje jev rozeznatelny sutomatem J se zpoZas-
pli o r tektd, ti.: necht B = J(1] .[Pak

1. a € A= pro libovolné b&Z™, d(b) =r jest ab€B ,

2. a non & A = pro libovolné beE™® , a(b) = r jest ab nonéB ¢

Pak existuje automat J takovy, Ze 4 = J[1].
Pato vEta je jednoduchym disledkem vEty fadsledujicd.

= =)
Vita 3.6° Necht J Jje automat , B = i 0 g e Bud ACZ Jjev de-

finovany podmfnkou

r , abe B .

l

e che axiciz = peZ ;) alm)

Pak existuje automat J takovy, Ze A =J [.1} 2

Diksz. Pro jednoduchost predpokléddejme, Ze J Je automat s jednou

pracovn{ péskou s vystupni abecedou [l = iO; l} . Neeh¥ K je 1i-




bovolnd konfigurace automstu J , O(K,r) Jejf okolf r-tého Fadu.
Zrejm& pro libovolné slovo a ei_“, d(a) = r platt
y(a,K) = y(a,0(k,r)) ,

kde Y Je kanonickd funkce automatu J . Bud f funkce defindva-
néd podminkou

£{K) = £L0.(K,r)) = 1 | existuje-11 a GZM, d(akr takové, Ze
glovo (a,K) konZi symbolem 1,

f(K) = 0 v ostatnich pipadech.
Definujme sutomat Jlé J]2-r--—l,1 se stejnymi abecedami jako u auto-~

metu J . Bud déno substitudnf pravidlo

(si;c-C.J.; Sio}—‘}(SjO; my; Sy ; ﬂl)
automatu J . Pak sutomat Jl obsahu je v8echna pravidla tvaru

X X cee X, 8y LY, o X ) =

(8gi0Csi X g X0 p 1 2 r-1

> (X, 3 X, o0ee Xy Sjo T Yy eee Yy 05 M5 o8y ) 5

kde X, € Wi Y, € Y jsou libovolné a % $Usy5 X g X, 5eee
v Xy 8y BTy Yy T

Tedy ke dému substitudnimu pravidlu antomatu J odpovidd konednd

mno%¥ina substitu®nich pravidel automatu Jl . Automat Jl kroms
t¥chto Z4dnd Jjind neoksahuje. Je vidét, Ze Jl mé nédsledujfici vlast-
nost. Necht € =J;[1] . Pak
-
a€ CQex . beZ ,d(b)=r a ab€B.

b4 2 E - e 1 r 2
To znamend, %e C = A . Podle v&ty 2.1 existuje JeJl,l takovy,

3o éj_. = é’Jl , tde TLIY = Jqy 111 . Tim Je v?ta dokézdna.




4. Automaty s vice ¥tecfmi hlavami na Jjedné pésce

, n : S 5 " "
Automat J€J" (s n péskami) je moZno té% chipat jako autow

mst J s jedinou péskou s pracovai abecedou !P:?lx Sozx...x i
kde 501 Je pracovni abeceda i-té pdsky automatu J, i = 1,2,...,0 .
Je-1i S Yo o& - Ko B e inujm 8) =8

(S 5 Sy ,Sln}, definujme "}?i(o} aij s

j=1,2,...yn . Substitu®n{ pravidla sutomatu J 1ze pak udat

nésledujicim zplisobem: nechf p-td &tecf hlava automatu J &te

symbol ape i1 s P = 1,2; i;0 j necht 316?_ : o(ié 2. . PoloZme

Sip 2 7'{3 (E}ﬂ.)’.P = 1,2,000,n , Necht

(4.1) (ei;o(,j; 511'5 cen 8 sjl,sje...,sjn,- 0y 3 Wy eeey @5 sk;,%)

i2 n

je substitulni pravidlo automatu J . Pak automat g obszhu je pra-

vidlo tvaru

(4.2) (sj_;ocj;ﬂl’A2""’An; B]_’Bz:"-:Bn; My ,Mp5eee; Mo j 8 ﬁ{) )

kde Bi se 1631 od Ai jen v i-té soupadnici, 71(51) = S'ji s
=R e, Ledy =t gteci hlava automatu g prepisuje Jjen
i-tou souPadnici &teciho symbolu Ai. JestliZe dvé nebo vice fte-
efch hlav automatu J , nep¥. j-té a k-té se nschéz{ v n¥jakém
taktu na téZe bufice, pak vyslednj symbol napsany na této bufice po
okon¥enf{ tajtu bude obecn® rizay od By iod Bg . To znamend, Ze
symboly B,,B,, ,B_ v (4.2) nejsou definitivnf symboly, které
ym 19 ceesBy

maji byt v daném taktu ¥tecimi hlavami na aktivnich bunkéch zapsény.




Jjceme-11i pravidla (4.2) chépat tak, ¥e B. md byt symbol, ktery
i £h o o i o

je po ukonceni taktu skute®n2 nassin na bus 5 s
je P aktu skute¥nX napsén na bufice, na nf% byla i-té &te-

pf hlava, dojde pFirozen# ke kolisi. Tuto nepf jemnost Jje moZno od-
stranit, Jjak ukdZeme ddle. Uddme t¥i tvpy Jjednopédskovych automatd.

ligjue abecedy X, ?“, 59, = i"ls'oill g

1. typ. Automat J Jje dén konednou mnoZinou substituef tvaru

T AR el SRS S TR s e T (5. .5
(4.3) S e R s s e e
...,sjn; mysMyseeesmy; 83/, ,

kie Np,N5,...,N  tvof{ rozklad mnoZiny N = {1;2;...;n} ,

lsken, ti. Ny 7 @, J=1,2,...k anNq=¢ oro p # q,

k

U N =
p=1 "p

T
N

. Substituce (4.3) méd ddle tuto vlastnost

(4.3f) peNr’ a € NI‘ ? Sj-p: Siq, S.jp: qu, qu = 1’5,_._’[-3;
r=1,2,...,k .

Interpretace: Predpokldddme, Ze automat J md na pofatku kazdého taktu
]

informaci, které z &tecich hlav se nachdzejf na spoledné bunce, co¥

lze udat rozkladem mnoZiny N .

2. typ. Nepfedpoklddsme, Ze automat rozpoznd, Ze nékteré &teei hlavy
jsou na té¥e bunce, stanovime vEak preferenci uddnim poPadi

(pl,p2,..,,pn} gfsel (1,2,...,n), které bude mit operatni jednotka
sutomatu k disposici a podle niZ bude ¥fdit p¥episovani symbold. Au-

tomet J 1lze tedy zapsat jako mnoZinu substituci tvaru




(404) (si;c(j; Si ;

S: ,e0038, ) —> (8, e
]_’ 12) L] in ( Jl’ SJ '] ,S

2 Jn
Wy eeeyB § 85 ﬁf )

Je-1i preference dédna po¥adim (pl,pz,...,pn), je &innost automa-

tu v daném taktu ndsledujfef: po zjiZténf, kterd substituce je nut-

no pouZit, zapi¥e p -t& &tecf hlava symbol Sj y pak Dm_]_"élfr
pl’l
fteci hlava zapife symbol Sj atd. aZ pl-té gteci hlava zapi-
Pra
e symbol Spl . Nato se provedou p¥fsluZné posuny &tecich hlav,

vydg se vistupni symbol a automat p¥ejde do nového stavu podle sub-
stituce (4.4). Je zFejmé, Ze vhodnym pie¥dslovanim dtecich hlav

lze preferenci udat zdkladnim po¥adim (1,2,...,n).

B LD Automet J Jje kone®nd mnoZina substituci tvaru (4.4)
s touto vlastnosti:

8 Vhsime oA TR ae D =

Definice 4.1 T¥#{du automatd (s n Btecimi hlavami) i-tého typu

oznaime It s S,

Lemma 4.1. T3 L T2 Tl

= - =3 ~n,2  , wn,l
Dikaz. Je zPejmé, Ze 33— T2 | DokéZeme, Ze IV T

Necht Jé€ :]'nsz . Nech¥ preferemce automatu J Je udédna poPadim

(1,2, ...,0): tvolme automat J€ Jnl'l se stejnymi abecedami Jako

u automatu J .

Nech¥
; s s 8 R T
(31, OCJ, Nl’NZ"“'NK’ Sllg 1! 195 )



= P
Jje leva strana substitudnfho pravidls U—>V sgutomatu J . Vyrazu

U 1lze jednoznaln® prifadit subst:tufnf pravidlo sutomatu J

e R R Gy S. s . ; . :
i1 <% At " = Jl’sjz"“"bjn’ml'u?"”’mﬂ’ sk,ﬁt) .
PoloZme
=8, . S0 i a o
1’ Jp’ ,b‘}n’ My sy, eeoyM 85 é] "
kde Sjk, £=1,2,.0.m spliujf ndsledujfcf poduminku:

Jeii NS riiteiic,p By T o Ta g ves wb. o pRE

q

R Rk SRS T B =il ey i
J 3 i ke e
ry r, rq ry
T el
Zfejme J € J? a @3 "é_—J 5

Lemma 4.2 . J° _<'3n,1.

% 1

Dikaz. Tvrzeni je zPejmé .

Lemma 4.3. Nech® n je pPirozené &fslo. Pak existuje pFirozend
&fslo p takové, Ze
"J'.n,l 2 3n+p,2

Dikaz. Nech¥ cle'ﬁn’l . Utvofme automat J , ktery krom# pracov-
n{ pdeky s n &tecimi hdavemi bude mit daldich p = (g) pomocny ch
pracovnich pdsek s jednou &teci hlavou, jgichZ funkce spocivd v tom,

fl ra - -~
Fe zji%%uji, které pracovni hlavy pasky se nachdzejf na spoledné bun-
ce. To 1ze snadno zarfdit tim zpisobem, Ze se v 1,taktu na pomocné
pésce ozna¥{ bufika a v dal¥fch tektech se &tecf hlava od této bunky
vzdaluje nebo piibliZuje podle toho, zda se od sebe vzdaluji &i pPi-

. " 2
blizujf uvaované dv& &teci hlavy prvani pdsky. Z teéchto (2) pasek




b T

lze tedy v libovolném taktu zjistit, které &teci hlavy jsou na

spoledné buice Eili vytvoFit p¥fsludny rozklad 5 005 AP A A
Pak Je tedy jasné co kterd hlava mé na prvn{ pasce napsat. Staél
nyni uvazovat vSech 1"'(2) pések jeko jedinou pdsku s abecedou
vytvorenou kartézskym soufinem abeced jednotlivych pdsek. Ctect
hlavy odpovidajic! pomocnym pdském nikdy neprepisuji gteny symbol
(krom# 1l.taktu), tj. pi&{ tyZ symbol, ktery &tou. Stadf nyni udat
preferenci nap¥. poradim (1,2,}...,n,n+1,...,n+(r21) ) , kde %fsla
.
1.2, +ne,0: Seovitabngl k pés%m 8tecim hlavém. Je jasné, Ze

utvoFeny sutomat J simuluje préci automatu J e f{f== é} .
Lemma 4.4 . J2-—( '32'3_

Dtikaz. Podle vity 2.5 lze predpoklédat, #e pracovnf pésky automa-
tu J Jjsou polopdsky. Necht prvnf pdska je ohranilfena zleva, Jje
tedy tvofena bunkami
BOBlBE...
Necht druh4 pdska je omezend zprava a je tedy tvofena bunkami
B_jB_gB._l .
Podle vty 2.6 1lze pFedpoklddat, Ze
ml(J,a,t) = 0 pro t sudé; mz(a',a,t) = 0 pro t 1liché .
Déle predpoklddejme, Ze
ml(J,a,l) =1
a %e &tecf hlava l.pésky se v daldich taktech uz nikdy re dostane

na bunku B, » co¥ lze ziejmé zarfdit.




Obohatfme je%t¥ pracovnt abecedy sutomatu J dald{imi prézd-

nymi symboly. Predeviim lze predpoklddat, %e .‘flﬂbaz = {Al.
Nech! Ajnone ¥y U, A nome ¥ U Y,, AA, 7A, ZA .
Nech¥
Hi=hju sy, L-Miuy, .

Novy automat J; s abecedami 2;:2’ . 9’; =4, 55, ‘g, ﬂl =f]
bude pracovat stejnym zplsobem jako automat J s tim rozdflem, Ze
1. pokud &tecf hlava i-té pdsky automatu J zapisovals symbol A)
zapisuje &tecf hlava i-té pdsky automatu Jy symbol Ai’ i=1,2,
2. prava strana substitudniho pravidla automatu Jl nezévisi na
tom, je-1li &teny symbol i-té pdsky roven A nebo Ai’ = 3.2 .,

ProtoZe se &teci hlava l.pdsky nikdy nevrdti zp&t na bunku
B,, 1lze na tuto bunku zapsat v 1l.taktu symbol, ktery je v 1.taktu
zapisovén druhou &teci hlavou na buriku B, - To zna@end, Ze v 1.
taktu je nutno mit na prvni pdsce k disposici i abecedu pdsky dru-
hé, tedy abecedm b?’i U)-a:,a . Je jasné, Ze v daldich taktech stadi
ng prvni pdsce abeceda }?.l .

Jestlife nyni slepime prvni pdsku s péskou druhou pFekry-
tim bun¢k B, s B, av prvnim taktu ddme &teci hlavy na tuto
(zdvojenou) buliku, pak z¥e jmé dostdvame automat J2 » pro ktery plati:

GF
1. JzéJ’

S S

Tfm je lemma dokézéno.




Poznémka. Zatim nen{ jasné, zds pro n S 2 platf Jn_ﬂ( T3
Také otdzka, zda existuje operdtor realizovatelny automatem s vi-
ce &tecimi hlavami na jedné pésce, je té% realizovatelny v redl-

ném Case Ve smyslu definice 3,1 , z@stdvd oteviend.

priklad. Necht Z ={0;1;%}, x= {0;1}" . Definujmejev

A = {a; a=uxv, ueX, ve X, v je potdtefni Usek slova u.}.
Je zbhejmé, Ze jev A Jje rozeznatelny vhodnym jednopdskovym auto-
matem se dvZma Stecimi hlavami; je dokonce rozeznatelny vhodnym

automatem Jé€ J2’3 . Je otdzka, zda jev A Je rozeznatelny v redl-

ném ase ve smyslu definice 3.1 .

Lemma 4.5 Nechft A jejev definovany vztehem (3.3), necht n

o . ; L i S
je prirozené &islo. Neexistuje U & rozpozndvajici jev A .

Dikaz. Je zcela analogicky jako dfiksz lemmatu 3.2 .
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5. Yamadovské funkce a slo¥itost

ném Sase

Jevl rozeznatelnych v redl-

V préci Hartmanise, Lewise a Stearnse [4] jsou klasifiko-
vény jevy podle toho, kolik buntk pamiti potfebuje atomat k jejich
rozeznéni . Bu-.a dana tF{da automatd T a neklesajfcf funkce L(n),
zobrazu.jicilplfihrozena' ¢isla do sebe. Pak dany jev A pat¥f do tii-
dy ur¢ené funkci L (vzhledem ke t¥fd& T), existuje-li automat
J €ET takovy; Ze plati:

1. automat J rozezndvd jev A

2. nech a Jje libovolné vstupnf slovo, d(a)= n . £oom
Necht v taktu t , ve kterém automat J rozhodne zda a € A resp.
anoné€ A Jje polet upotPebenych bunék (v ase od 1 do t ) roven
p(n). Pak p(n) &= L(n) .

V prdei {4] uv‘aﬁuji autori &ty¥i ti¥idy automathd, které majf
krom& pracovnich pdsek pésku vstupni, na nis je nutno slovo a pied
zahdjenim préce sutomatu J umistit:

1. automaty, ve kterych se &tecf hlava vastupnf{ pasky miZe pohy-
bovat jen vpravo nebo zistat na mfst&, tj. abeceda posuni této pdsky
de roma M = f0;1} .

2. automaty, pro které M = [-1;0;1}-

3. sésobn{kové asutomaty, jejichZ &teel hlava vstupni pasky se

pohybuje jako v pifpadé 1.

4. zssobnikové automaty s pohybem Steel hlavy na vstupnf pdsce

Jeko v p¥{padd 2.




Dokamuji, .Ee‘;fro kaZdou uvedenon tf{du existuje funkce é&(n} takov4,

vs platfs (L{n) je £ z in L j
se p Je funkce, pro nfZ 1im ﬂ =0 a jev A Jje ro-

NI

zeznatelny vhodnym automatem s omezenim paméti L(n), pak A Jje ro-
zeznatelny koneénym automgtem. D4le dokezujf, Ze platf: jestliZe

Ltn) ¥ &£n), Li(n) Je konstruktivaf (tento pojem bude upfesnén po-

~ Ly(n)

2d8j1), 1% Ttmy = *°° , pak existuje jev A rozeznatelny s pro-
storovym omezenim Ll(n), ktery vEak nent rozeznatelny s prostorovym
omezenim L(n). Tato v¥ta zaruduje netrividlnost klasifikace jevd

vzhledem k rdznym funkeim L(n). Auto¥i ddle dokazujf ¥adu vit majf-
cich vztah k abstraktnim jazykim. Celd tato klasifikace si neSiméd da-
su, ktery je potFebny k rozezndni slova délky n . Fischer [3] for-
muluje dlohu klasifikovat jevy rozpoznatelné s jistym Sasovym omeze-
nim podle toho, jax velky prostor paméti je k jejich rozezndni potie-

ba. V dal¥fm se pokusime tuto ulohu &dstedné Fedit, a to pro p¥ipad

jevl rozeznatelnych v redlném Sase ve smyslu definice 3.1 .

NechY m je prirozené &fsle, Jé& J™ . Obohatfme pracovni abecedy au-

tomatu J o‘nov_\,‘r prizdny symbol A#A : A non € sji, I N i
tj. utvor{ime novy automst J€ J® s pracovnimi abecedami ?i: &Piu {Ki]
ke hoi jsou pracovni abecedy automatu J , i = 1,2,...,m j ostat-

ni abecedy ponechdme beze zmény. Automat J bude realizovat tyZ ope-

rétor jako automst J . Substitu¥nf pravidlo automatu J se 1i%¥{ od

pravidel sutomatu J . jedind tim, Ze automat J zazpisuje na pésku

symbol )\_ i jestliZe automat J zapisuje symbol A a prava strana




substitutniho pravidla automatu J nezévis! na tom, zda zam®nime

na jeji levé stran® symbol A (pokud se tam vyskytuje) za symbol A

a naopak. UZitl nového prézaného symbolu umo¥huje ¥ kterémkoliv tai-

tu rozeznat, které bufiky pamiti automatu J byly a% dosud pouity.
V del¥im budeme vZdy predpoklédat, ze automaty, kterych budeme uif-

vat, majf préavd popsanou vlastnost.

m [+ =]
Necht J€ d", aeZ%, Bud K(a) konfigurace, do ni% je

gutomat J preveden vstupnim slovem a |,

5 L ek k k S
K(a) = (855.+5 Ajhg.. A Akapﬂ.--nq,--- )

Kde A? A (Alj‘ A d = =18 s Oanatie

pla) = q (dé1ka slova na k-té pasce po zpracovéni slova a) .

Je z¥ejmé, Ze platf: je-Li a =be, je pla) = p,(b) ; p(¢) = 1.

Oznadme
L430) = mex p;(a) i A= Ly avem
8 (a)=n
Ld,n) = max /ﬂi(n) = £(a,n) = g f*gt;(J,n).

i=1, 2 cisn

Je ziejmé, Ze £(J,n) & n+l pro libovolné n .

Definice 5.1 Bud ddna neklesajfcf funkece L , zobrazujfef p¥iroze-
nd &fsla do mno¥iny nezdpornfch Zisel, nechf m Jje pPirozené &islo.

ekneme, ¥e automat JEJ" pracuje s prostorovym omezenim L , jest-
]

liZe existuje n, tak, Ze

Z(J,n) £L(n) pro nEn, .
Rekneme, e J€J™ pracuje s celkovym prostorovym omezenim L(n) jest-
)

lize _ :
£(Jyn) €L(n) pro R =ED,.




. Kone&né ! £
Poznémka. Honefné automaty 1ze PovaZovat za automaty, které pracujf

g prosotorovym omezenim I Byl ¢ .
P y Pricems L\nj ‘E._:COHEJL, n= l|2|--o .

1ze nap¥. poloZit L(n)=0 .

Oznateni. Nechi a,b jsou nezéporns ¢isia. Polofme a2 b=a-b,

jestlife a=Db, a 2b=0, je-li agb

Uvedme bez dtikazu

Lemma 5.1 Necht L je neklesajfci funkce, zobrazjfcf mnoZinu
piirozenych &isel do mnoZiny nezdpornjch 8isel; nechf r Jje Kladné
¢slo. PoloZme Ly(n) = L(n) 2r , n=1,2,... .Pak platf: jestli-

Ze automat JeJm pracuje s prostorovym omezenim L(n) , pak exi-

stuje J€JT , ktery pracuje s prostorovym omezenim Ll(n) a
§J = §J .

Definice 5.2 Libovolnou neklesajici funkei L , zZobrazujici mnoZi-
nu pirozenych ¥isel do mnoZiny nezdpornych redlnych ¢isel nazveme

funkei sloZitosti.

Lemma 5.2 Bud ddn automat ged” , ktery pracuje s prostorovym

omezenfm L(n) . Psk existuje sutomat 3€Jm, ktery paacuje s celko-
viu prostorovym omezenim L(n) a é-:{ = é-J .

Dliksz, Je-1i funkce slozitosti L omezend, pak operator é:] 1ze

realizovat konednym automatem a lemma olatf. Necht L je neomezens.

Pak pro skoro vSechna n platl

'%;(J,n) = 2tr.nf @ Bln) 5= Liavard o




v o bowres GEta 20 e lemmatu 5.2 existuje automat

= m : T
J€J~ takovy, Ze pro skoro vSechna n

T L
{Gmestt), &5 = &

) i=1!2}0°0’m plati

Pro skoro v8echna n tedy platf
- m =
£(Gn) = Z 4(3,n) = L)
5 lemma je dokazdno.
V dal&im se tedy stadfomezit na vySet¥ovand automatl, pracujicich

g prostorovym omezenim L .

Definice 5.3 Necht L je funkce slofitosti. Symbolem T(L)
oznadme ti¥fdu vZech automatd Je&JV y 0 =0,1;..., precujicich

e prostorovym omezenim L .

Definice 5.4 Hekneme, Ze operdtor ¢ patPf do t¥idy sloZitosti
2T fgé R(L) , existuje-1i J & T(L) taxovy, Ze QYJ :if. Bude-
me téZ Pikat, Ze § je L-vyéisiitelny.

Hekneme, Ze jev A patfd do t¥idy sloZitosti R(L), jestli-
Ze piisluiny operdtor (s vystupni abec&iou {_O;lg ) , ktery jev
A cherakterizuje, pat¥f do t¥fdy R(L).

T¥{idu operdtord, realizovatelnych koneénymi automaty, oznal-

me R(O).

Lemma 5.3 Nechf L Jje funkce slo¥itosti, Iy(n) =n, n=1,2,c.. »

Pak kasdy L-vydislitelny operdtor je Lj-vyéislitelny.

Dikaz. Vyplyvd ze vztahu J(d,n) 2 ntl az demmatn - Sk

P S T ER

gt T

N

P e e




Lenna 5.4. Necht pro funkei sloZitosti I plat

L(n
(5.1) 1im-1-g—% : o,

Pek plati: Jje-li operétor ¢ € R(L), pak § € (o) .

Fozndmka. Tato vEta je pro jisté t¥{dy automatd dokézéna v [4] .
Dikez. Nech® J€d™, Je T(L), {ng . ThGuais gz; o

) ‘fn ebeceda vnit¥nich stavil a pracpvnf abecedy automatu J ,

pznacme

s = card C?.; ry=card g)i’ 1= 12 eeeslly P = max ry
A=k o2 e s

Potet vSech rznych konfiguracf K(a) automatu J , kde a je

libovolné slovo délky n , nenf vit3{ neZ
n.8(n) m
8.0 ST B

Jin) =aZ(J,n). Podle (5.1) existuje pPirozené ¥fisle N takové,

Ze platdi

a ) m i
8.r Ly £N . f

To znamend, #e pro libovolné vstupni slovo &, d(a) = N plati: il

existujf ay,a,,84, 8 7 ¢ , a=ajan; a Kla) = Klaga)) .
Oznatme - 7
f i
y: K(a); ac”2 ,dl)= Ns. ,

o0 . f
Nynf ukdZeme, ¥e pro libovolné slovo & e Z plati K(a) € £ . il

Dikaz provedeme indukci podle délky slova a . i

1. Jeli ala)E N, je Ka) € ¥

2. Necht n2N 2 nech® pro viechna slova a délky < n

NechE a € Z°, dla) = n*l . Pak lze psdt i

i’

" . o

plat{ k(a)e ¥ .




a=be, d(b) = N . Existuje rozklad slove 1 o B

T~ —— 1 2 3 ’
0y 7 95 a n(bl} = "‘(biba} - Tedy K(a) = K(be) = K(blb2b3cl = '.
BB Bge) @ dlbbye) £ n o Tedy K(bbse) €Y a tvrzent je do- :

kzéno. To viak znamend, Ze £(J,n) & J)

pro libovolné n , tedy

& €R(0) a lemma je dokézéno.

Lema 5.5 Necht L;,L, jsou av& funkce slo¥itosti. Nech? existu -
je konstanta  c>0takovd, Ze
Li(n) € ¢ L2(n}

pro skoro vEechna n . Bud dén operdtor f « Pak plati:

je-1i $ € R , pax Fe R(L,) .

Dikez. Stadf ukdzat, Ze platf: je-1i § L-vydislitelny§, Je i
%lL-v}féislitelnj pro libovolné p¥irozené &fslec m . To v3ak pjllne i
snadno z véty o kompresi

7 poslednich lemmat vyplyvd, Ze stali ddle vy&etfovat funkece |
slo¥itosti L, pro n%¥ 1g n =L(n) pro nfkone&né mnoho n , L(n)& n . §
JestliZe L,(n) =L,(n), pak R(L,) € R(L,) . Cilem dal¥fch uvah bu-

- i
de naldzt podminky, za nichz R(L;) # R(L,) . ]

Definice 5.5 Yamadfiv sutomat, strufne Y-sutomat, je automat po- Il
psanf definicf 1.2 a spliujfef tyto vlastnosti: |
1. vstupni abeceda Je jednoprvkova

o

2. vystupni abeceda Je bindrnf , [1= {0;1} i i




Y'r ’1 Z 3 < s
automat mhZeme té3 chéapat jako automat bez vstupu. Délka

+ T ¢
yetupnich slov udavéd jen polet taktl, ten je vEak udédn také ddliou

yystupniho slova. I-automat pri¥azuje tedy ka¥dému pHi rozenému n g

(tJ. podtu taktl) posloupnost z nul a jedniZek délky n . Laze ¥{- ”

ci, Ze Y-automat generuje nekone¥nou posloupnost z nul a jednidek.
JestliZe se v této posloupnosti vyskytuje nekonedn® mnohokrst sym=-
bol 1 , budeme ikat, Ze je posloupnost regulérni; prfsludng Y-
gutomat se téZ nazyvd reguldrni.

Bud dédna nekone&nd posloupnost

I

(5.2) A= XX X, ...

155 %
o € {0,1}, 1 =1,2,... anechl symbol 1 se v této pos}oup-

nosti vyskvtuje nekone®némnohokrat (posloupnost o je reguldrni). |

Ka¥dé tekové posloupnosti p¥ifadime funkei f , zobrazujici

N do N (N je mnoZina piirozenfch ¥fsel) timto pfedpisem: necht

e

né&N .Pak g%
£(n) = min {p; pE N, Z &;=n}.
i=4
B
Z¥ejm¢ f Jje rostouci funkce. Zobrazenf, pritazujici préavé popsa- 11
nym zptisobem kadé reguldrni posloupnosti (5.2) funkei £, oznat-
me F ; tedy f = P(o). Obrdcenc 1ze ka¥dé rostouci funkei £ ,
gobrazujfeci N do N pritfadit pravé jednu posloupnost ©¢  tvaru
(5.2) tak, %e F(X) =1 - :
Definice 5.6 Nekneme, Ze rostouei funkce f zobrazujici N.do N
- je-1i Y-automat J
je yemadovsks, resp. Ze f Je y-funkce, existuje 1 )




generujici posloupnost ec » bro niz F(e¢c) = ¢ V tomto p¥ipadé

. . LE B lrod > »
budeme t€Z Fikat, Ze automat J generuje funkei £ .

Posloupnosti (5.2) 1lze prifadit funkei, kterd je, zhruba Pe-

geno, inversni k funkei f = F(«) . Bud déna posloupnost of tva-
) efi 1 P = e
ru (5.2) . Definujme funkei \P‘ Fl(oc) zobrazujief N do No

(1\‘0 Je mnozina cel ¥ch nezdépornych &{sel) pfedpisem

g %

=4t
Funkce 50 méd zPejm& tyto wvlastnosti.
(1) ¢ je neklesajfef, (1) =0 nebo ¢(1)=1 ,
(ii) = Phnsl) - fp(n) < 1 pro viechna nelN |,
Gd)

EE  je-1i « reguldrni, je [ %Efm?{n) = +00 ,
Obrécent ke kaZdé funkei | zobrazujfef N do N, = sploujict
podminky (i),(ii), existuje prav# jedna posloupnost o tvaru
(5.2), pro niz Fl(C‘-] = . Jestlife | vyhovuje podminee (iii),

je poskoupnost o¢ reguldrni. V tomto pif pad& budeme rikat, Ze ¥

Je reguldrni.

Definice 5.7 Heknems, Ze funkce ¥ , gobrazujicfi N do NO, Je

inversn{ yamadovskd funkce respektive Ze 59 je i—funkece, existuje-

1li Y-asutomat J, generujici reguldrni posloupnost & a Fl(‘x] g o

Budeme té% Pfkas, e automat J generuje i-funkei ¢ .
Mezi i-funkcemi a y-funkcemi existuje vzéjemn? jednoznat-

-1 Z¥e md - i-funkei a
né prifazent £ = F(FJ (). Z¥ejus pro libovolnou it g -






ymbol ©€_ vV opadném p¥fpags
Hak - 8 ™ Pripad¥. Ctecf hlava se posune o jednu

punika vpravo. Vystupni symbol ¥ = g
1

2. Necht o, e
= 1 ;{ * 3 & 1,53---,1‘1—1, xﬂ :* r v tomto Df‘]‘:pa—

-y nida N ] : N .. 8
d¢ se zapife na aktivni bufku pracovnt pésky automatu J, Jjakjko-
5 J

11 symbol & Ctecl hlava se posune vlevo.

n-1
) ek de Z ﬁf:or pak automat J,

i=4 pfejde do stavu

wy

a vyda symbol 3‘;} S

b) JjestliZe BRe 1T ﬁi =1, pak 3‘;1 = 0 a automat
J, ddle pracuje, Jjsk je uddno v etapd &.3 .
3. Necht & ¥ , 1=1,2,0..,n-, o =X . Necht automat
Jy nepfejde v n-tém tsktu do stavu T . PopffZeme nyni &innost
J2 v taktech i»n . Definujme nejpreve funkei h proménné
% € 391 : h(0) = n{d) =0, h(1) =h(I) =1 .Necht v taktu i
neni sutomat J2 ve stava 8 . Bud cfi gymbol &teny na pdsce

automatu J, . Pak mshou nastat dvea pPipady:
[

a) h( gi) Ao . V tomto pPipadé je 3‘-3-_ =0 a automat J,

fejde do d&tx stavu S .
b) h(dﬁﬂ = o . JestliZe gié{u,l}, pak J2 zlstane

‘¢ ¢ = 0. JestliZ
vV tém¥ stavu, ¢teci hlava se posune vlevo a ¥, = 0. Jestlife

é\_e a'ig , pak T =1 % Iy prejde do stavu s

v 1 Retelby s toravym omezenim
Je ztejmé, ¥e automat J pracup 8 pros Wi

1 + L. (n) . Podle lemmatu 5.1 existuje automat J realizujfel
l Ad ™ QU = -

e p n).
t¥% operdator a poostorovym omezen{m Ly (n)

oo
J prijimé prévé ta elova a € e DR

Je zrejmé, Ze automat

kterd maji tvar




) Oy O imivion ey )
& 172 &y % et

i ) 5 ik =
g 1,;,-..,]’1, J :11d’...’m a

% plati: bud o ,
pro n€Z pla f y-funkce generovans autonaten J , tj.

£ = FIFT (L)) (viz definici 5.6 a 5.7).
Pak
(5.4) B Llfn} ) o‘f(i) = : L=l 2 iaige

Nechf 4 C Zm Je Jev, obsahujfci vZechns slova tvara (5.3)
a splaujfci podmfnku (5.4). Doké¥eme, %e jev A nelze rozpoznat
fadnym sutomatem s prostorovym omezenim IL(n) , tj. A non & R(L).
Predpoklddejme, ¥e existuje J € T(L), Je&J™ , rozeznivajfci jev
L . Necht ?, .Soi, i=1,2,...,m Jjsou abecedy automatu J (abece-
da vnit¥nich stavh a pracovni sbecedy). Oznafme s = card ?’

ry = card 501 ;0 D= meR Ty, 1= 1,2,...,m . Nechf G(n) je polet

_ oo
viech moZnych konfigursci K(a) automatu J , a €& 2 ,dla) = n.

Jeito J & T(L), jest card G(n}és.rmL(n).Lm(n}. Necht H(n)

&

o
i %1 I 3) = a¥uj avi -
je mnoZina v¥ech slov a € 2’1 , dfa) =n . PovaZujme dvé slo

va g = ml“2"'°‘n ¢&H(n), b= Alﬂz"'ﬂn € H(n) =za ekviva-
- = ,_1 :
ams b, jestliZe platf: necht p = Ly(n), £ = F(F] (L)) .

lentni ,

Pak pro vrechna i, 1€igkp plati &pey) = PBe(yy- Je zejué, Ze

Ll(n}

H(n) obsshuje pravé 2 riznych t¥id vzhledem k udané ekvivalenei

Protofe J rozpozndvéd jev A , musl platit: jestlife a € H(n),

b & H(n), a nonasb, pak K(a) # K(b) . To znamend, Ze plat{

2L1(n) & SI‘mL(n)Lm(D)

n . Pro viechna n tedy platf

pro libovolné piirozens




N —

L(a)lg 2 €1g s + nllg ») . Lln) + n 1¢ ) . Existuje tedy

konstanta k >0 takovd, 3
y Ze L(n) gkLl(n) pro viechna n a

to je spor s druhym p¥edpokladem vEty.
i S ]
Disledek Nech¥ L,L; Jsou funkce slo¥itosti a nech plati:

1'% Ll Jje 1-funkce s vlastnosti V

2. 1im 28
maso L4 (0

Pak R(L) E R(Ly) .

J
=0 .

Disledek 2. Necht L je i-funkee, L(n) = o(lgn) . Pak L nemd

vlastnost V .

Dlkaz. PPedpokléadejme, Ze L m4 vlastnost V . Konedn¥ automat

lze chépat jako automat s prostorovym omezenim Ll{n) = 1 o Platd
o Lyln) <

tedy: 1 . L(n) mé vlastnostV , 2. ,J'ii’m”—m-a =0 .« Podle

vEty 5.1 existuje jev A , ktery je L-rozeznatelny, nikoli vSak

rozeznatelny konednyn automatem. Pro funkei L plati podle pred-

pokladu vztsh (5.1). Podle lemmatu 5.5 je Jjev A rozemnstelany

koneénym automstem a to Jje spor.

Z vity 5.1 vyplyvé dileZitost Lriadovsicyen funket s viast-

nost{ V ppo klasifikaci operdtord respektive jevil realizovatel-

nych respektive rozeznatelnjch v redlném tase. Cilem daldich tdvah

bude ukdzat, %e existuje dosti girokd trida Isedsealioh Mpkod
y Z

8 vlastnostf V .
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N i r've Za'\fed 2me nc’lkte!‘a’ [}~ é & N n & = ‘t
e‘[p nag enl . j ms

e gutomat bez vstupu, gh, 3’1, %,..., Yn, M= i-1;0;1} . ” = {0;1]

1eho abecedy. Utvofme autom: ¢ n ., SO
: i AR -0 g tymiZ abecedami a se

vstapni abecedou 2 = ioill - Uddme substitudni pravidla autémstu

7. Necht
(8. B2 8. S. : g
it ot prevys § DL L8,
i 2 ," 9170
je subst itudni pravidlo automatu J . Pak automat J° obaahu je

,..-,Sjn;ml,mz,...,mn; 8,3 '(?:5)

pravidla

(Siyli Silssizl .",Sin’.o‘jl,s‘jZ.”’ Sjn;ml’m2"'“’ m5 89 }e‘g)
a

(si;O;Si—,SiE...,Sin; Sil,Siz,,..,Sin; 0,0,y 03855 0 )

Definice 5.9. JestliZe automat J° vznikne z Y-automatu J prévs
popsanym zpGstibem, Pekneme, Ze jsme automat J opatfili vstupem;

Pekneme, #e J° je Y-automat se vstupem.

Je zPejmé, Ze Y-automat J se vstupem ma tyto vlastnosti:

L2 == f{epi]

2. vstupni symbol O nemdni konfiguraci automatu J , kte-

r¥ v tomto pifpad® vydd na vystapu symbol O .

Déle je z¥ejmé, %e ke kadému automatu Jy , ktery spliuje

. : : e mat J bez vstupu takovy, Ze
vlastnosti 1. a 2., existuje Y-auto )

J,:Jl_



. Pem Vi automatu J3’ i=

V dslSfch Gvahdch budeme s pomoct nfkoliks dangeh sutomstl

Beruovat JISta schemats: Bpad, ktees se buds nej8astd ji vyskyto-

vat, ayni popideme. Je 2lejmé, ¥e definiei 1.2 automatu J lze zobec-

pit na p¥ipad, kdy automat J p& vice vstupl a vystupi. JestliZe
tomat J napt. G ;

mé au p P vetupd s abecedami }:1,2'2,“_’2'9’ T oe

jej téZ popsat definief 1.2 jsko automat s Jednim vstupem

e 1X fzx...x Z'p . Bud Jy automat s jednfm vstupem Ui' a

$iJsdnin viistupem W, 1 = 1,2. Nech} Jy Je automat se dvima vstu-

pr. V1,V & tPemi vystupy Up,Uy, 7 . Necht Z;, 1 =1,2, jsou zpoi-

dovaci elementy, tj. kone¥nd automaty, zpo¥dujfef vatupni posloup-
nost o jeden takt. V prvnim taktu vyddvaji n&jaky symbol své abecedy
{vstupni abeceda zpo¥dovaciho elementu je oviem toto¥na s jeho vy~
stupni abecedou). Je-1li U vstup sutomatu, oznadme symbolem J (U)
prislunou vstupni abecedu, je-1li U vystup asutomatu, pak symbolem

{I{U) ozna¥me p¥isludnou vystupni abecedu. Predpoklddejme, Ze plati

Z(ug) = BjLvg Z(vi') = Mvy) , 1=12. Nechf abeceda Z;
(Vs‘tupni 13 V‘}Fstupni) je rovna n (Ul)’ i-= 1,2- Utverme schema y

(viz obrdzek 5.1) tak, Ze vystup V; sutomatu J; spojime se vstu-

1,2 , a vystup U; automatu Uy ptes

2po¥dovaci element 2; se vstupem U eutomatu Jj, 1=1,2 . Uve-

dené schema & je schematem 8 jedinym vfstupem V . D4 se dokdzat,

Ze operstor (v nafem pripad® posloupnost), ktery realizuje schema 2

8¢ d4 peslizovat vhodnym aqutomatem ve smvslu definice 1.2 . H.Yamada

j : 4 schemata.
dokazu je toto tvrzeni v [9] pro jistd obecnd schem




AL

Vysledek H. Yamady formulujme ny {
VNl bez dtikazu v ponfkud zes{leném
znéni.

Obr. 5.1
Schema ¥ (s

l’J2 ’JB)

Lemma 5.6. Necht ¥-= y(Jl,Jg,Jj) Je schema, sestrojend
z asutomatlh J S J3 vySe popsanym zplspbem. Nechf »ﬁ(fn) Je
¢islo s touto vlastnost{: pracovni prostor libovolné pésky sutoma-
tu Ji’ pracujiciho ve schematu .50, i=1,2,3 nenf béhem prvych
taktd vitsf ner AL (Y¥,n), n=1,2,.0. -

Pak existuje automat J (s poftem pasek rovnym soultu po-
étu pdsek automatd J]_’J2'J3) a platf:

l. Jd realizuje tou¥ vystupni posloupnost Jjeko schema o

2. J,n) & L), B= 12000



imka. Lemma 5,
Pozndnka ama 5.6 formuloval PTO obeeng j51 schemats JeZ mohou
L]

pit n8kolik vstupld g v¥stupl. Je nutno oviem predpokladat, e seh
b 7 ’ sChe-

= ‘y J¢ SPIavne utvorené (do Vstupu daného automaty 1lZe prevést

jen jeden vystup s touZ abecedou a v 1ibovolném uzav¥eném eyklu sche-

matu gusi byt zafazen zpoZdovact element) .

e ]
Vita 5.2 Nech?f fl,f2 Jsou y-funkce. Pak £1 + £, Je té% y-funkee

a plat{: maji-1i fl,f2 vlastnost V , n4 i £+ £, vlastnost V .

Dikaz. Predeviim existujf automaty Jl,J2 generujief funkce fl,f2 =
Necht Ji' Je sutomat J; opatfeny vstupem (viz definici 5:9); d=1. 203
Necht J3 Je kone¥ny automat se dvima bindrnimi vstupy Vl,v’é a
tfemi bindrnimi vystupy Ul,Ug,U - VBechny bindrnf secedy nechf jsou
rovny {O;lj' . Utvofme schema bo(Jy 29 3). Nech¥ pro zpoidovact
elementy /31,2 plati: 21(1) =1, Z, (1) = 0 . (Zde znadime symbo-

len 2, téZ operdtor, ktery zpozdovaci element realizuje ) Binnost

automatu Jg bud déna nésledujfci tabulkou; automat Jy bude mft

dva vnit¥ni stavy S107501 S poddatefnim stavem 'Slo :

8 vi =V, V=V U U, v s(t+1)
-8_1_0 0 b'e 1 __O (0] g0
%10 1 x 0 1 . So1
o1 x 0 0 ! Q 01
801 x 1 1 0 - 510

?Gkud R les Ryt e lze za n&j dosadit Tibovolny prvek



Grll . - Phaigas :
z 10; ; Jde-1i automat Jg do stavu 81p» znamend to, Ze

vy priftim taktu bude pr: - . )
pracovat jen automat J1, nebol na vstup auto-

tu J, preéj . e _
metu Jo Prejde symbol O ; prejde-1i JB so stava sy, pak

v pFidtim taktu pracuje automat J; aJ] jepastaven, nebof na je-

e Totlp pujde @ , UkdZeme, ¥e schema ¥ realizuje funkei

f) + £, . Predpokléddejme, %e v m-tém taktu Je na vystupu V n-té

jednifka, m > n . V tomto taktu p¥ejde J3 do stavu s;y. V dal3fch

taktech je zastavens Z%innost automstu Jé 8%z do okamZiku, kdy se

na vfstupu V; automatu J£

dbjevi dal#f symbol 1 , v pofadf

jiZ (n+l)-nf. V tomto taktu je vyddn automatem Jg pokyn k za-

-

gtaveni automatu Ji a v dal¥ich tagtech pracuje jen automat Jj

a¥ do tsktu, kdy na vystupu V2 vydé svou (n+l)-ni jednidku.

V tomto taktu vydd schema  (tj. automat J3} svou (n+l-ni jed-
nicéku, J3 prejde do stavu s;5 a cykl se opakuge. Je z¥ejmé, Ze

schema ¥ generuje funkeli f; + £, . Necht 1, % majf vlast-
nost V . ProtoZe schema i vvddva svos n-tou jednidku vidy aZ

v n¥kterédm taktu, ktery ndsleduje po taktu, kdy Jq vydévé svou

n-tou jednidku, je zPejmé, Ze L potPebuje k vydani své n-té jed-

ni¥ky pracovnf prostor délky nejvgie n . Podle lemmatu 5.6 existu -

je automat J s vlastnosti ¥, generujfel funkei fl + £y « Tim

je vita dokdzéna.

Ndsledujfc! lemmata uvedeme bez dikazu.
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Lemna 5.7 Necht y-funkce £ ug vlastnost V , necht k Je celé

¢1slo, f(1) + k =1 . Pak fankce £ + k 3a y-Pfunkce % viastnostf LN

Lemma 5.8 Necht f je Y-funkece, k pFirozend &fslo. Pak k.f Je

y-funkce a platf: mé&-1i f vlastnost V B Catasnens Y .

Lemma 5.9 Nechft Je y-funkce, k prirozend #{slo. Necht pro

B=1,2.,,, tletl % [P0} (fumkint hoduoty jeod' eslictoyml ndachbly

. ) 1 _
gisla k). Pak % ¥ Je y-funkce a platf: mé-1i £ vlastnost V ,

mg i %f vlastnost V .

Véta 5.3 Necht fl,f2 jsou y-funkce a necht plati
Ises e £, Je rostoucf , fl(l) - fz(l)a 1
2. existuje konstanta ¢ >1 a pFrirozené &islo m tak, Ze
filetm) - £5(x) e (F(xtm) - £,(x) ), x=1,2,... .
Pgk plati:
£A0y fl - f2 je y-funkce ,
(ii) magjf-1i fl,f‘2 vlastnost V , md i f; - f, vlastnost V.

Poznémka. Dikaz tvrzeni (i) lze nalézt v {9] . Fodrobnou analyamma d8-

kazu lze z jistit, Ze platf i tvrzend (ii) .

V&ta 5.4 Nechf £ je y-funkce. Definujme funkei p vztshem

?(n) = f £(i), n = 1,2,400 Pak @ Je y-funkce 2 platf: jestlife
=1

f m4 vlastnost V , ma i | vlastnost i

Pozndmka. V [9] Jje dokdzédno, f¢  Jje y-funkce. Pijde tedy o vlast-

Regt V .
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Dikaz. Necht £ ms viastnost V . Existuje sautomat J s vlastnostl
V generujici f . PFiddme k automatu J bingrni vstup s abecedou
{Oil] & utvorfme tak automat J , jeho’ substitudni pravidla jeou
totoZnd s pravidly automatu J , pokui jde na jéo vstup symbol 1.
Jde-1i na vstup automatu J symbol 0, pak J vvmaz4vé obsah svych
pdsek. Budeme predpoklddat, Ze plati: jestli¥e automat J vydal svou
n-tou jednilku (v f(n)-tém taktu) a jde-1li na jéo vstup po dal&fch
f(n) taktd symbol O, pak J dokéZe brhem této doby vymazat obsah
svych pdsek a pfejft do svého poldtednfho stavu, aby byl schopen
optét od pofdtku generovat funkei f£ . To lze z¥ejmd zaridit, nebot
délka pracovniho prostoru automatu g pri vyddni n-té jednidky je
na libovolné jeho pasce n (J mé vlastnost V ) a protofe f(n)2 n,
lze eventuelnim roziifenim &teci hlavy a zvitfenim posunu dosdhnout
toho, Ze bfhem dalZfch f(n) taktd (dokonce n takth) piejde auto-
mat J do své poddtedni konfigurace. Autvwat J zadne pak genero-
vat od pofdtku funkei f , Jakmile na jeho vstup pFijde posloup-
nost jednitek. Vezméme nyni dva takové automaty J (stejné) a oznad-
me je J,y,J5. Bua 83 automst s jednou péskou, se dvEZms binarnimi
7etupy vi,vé a t¥emi bindrnfmi vystupy U;,U,,V . Utvoime schema
¥ . viz obr. 5.1 . Popi¥eme v hrubyjch rysech jeho ¢innost. Nechi
pro zpozdovaci elementy plati z,(1) = 1, Z,(1) = 0. Predpoklédejme,
e v Y(n)-tém taktu vydd sutomat Jg na vystupu V symbol 1
(svou n-tou jednidku) a necht na své pdsce mé zapsané slovo délky

n s oznaltenymi okraji a se %tecf hlavou na jednom z okrajl, napi.
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na levém okraji. Predpokldde jme, Ze J; Je ve svém poldtednim stavu.

Nynf na vstup automatu Jl pijde posloupnost jednidek a na vstup Joy

posloupnost nul. Automat J; tedy generuje funkeci f a automat Jo
vymazavd obsah svych pédsek. Jestlife se na vifstupu automatu J1 obje-
vi symbol 1, posune se ¢teci hlava gutomatu J3 0 Jjednu bunku vpravo.
Necht B_ je bufika pdsky automatu J3 ; na ni% je pravy okraj slova
délky n, B_,, Jejf pravd sousedni bunka. V taktu, kdv automat Jq
generuje svou (n+l)-nf jednidku, oznadf se bunka B,y Jako krajnf

{p¥iznzk okraje se predtim vvmafe z Bn}, sutomat J3 vydd symbol 1

(svou (n+l)-ni jedni&ku vibec) a v dallfich taktech (automat J2 je

nynl jiZ ve své poddtefni konfiguraci) zabne J2 zZnovu éﬁ:giéﬂiﬁiat

3

funkel. £ & Jl vymazéva obsah svych pdsek. (Cykl se tedy opakuje a
tim rozdilem, Ze si automaty Jy,J, vyméni svou funkei a éteci hla-
va pésky automatu J3 se bude posunovat vlevo). Je vidét, Ze sche-

ma ,';P generuje funkci If a %e ma vlastnost WV e

Véta 5.5 Necht P je polynom stupné aspon prvého s raciondlnimi

koeficienty a necht
1. Pln) je pfirozené &islo , n = 1,2,44s
” .
2. Posloupnost {_P{n)i =] 98 rostouel .

Pak P Jje y-funkce s vlastnosti V .

Aorsdridee

Pozndmka. V [9] je dokézéno, Ze P je y-funkce. Uvedend kenstaats

v¥ak nedokazuje, Ze P mé vlastnost V .

Dikaz. Ziejmé polynom 1.stupnd, splaujfef podminky v&ty, mé vlast-

nost V (rostoucf linedrni funkel lze generovat dokonce konednym



3 P ] 4 . -
gutomatem). Predpoklddejue, Ze vita platf pro vSechny polynomy stup -

n¢ r&l. Bud P polynom stupné p+l sploujfcl podminky vity.

I

Polynom Q(x) = P(x+1) = P(x) je stupnZ r a platf

n-q
P) + Z Q1) .
i=1

P(n)

ProtoZe je P roustouef, existuje o tak, Ze Q Jje rostouei pro
n gn, . Pak polynom Ql(x) = Q(x+no—l} je stupn r a2 splniuje pred-
poklady vEty. Md tedy vlsstnost V. Podle v&ty 5.4 ma vlastnost V i

z

funkee R(n) = {73 (i). Proto¥e pro n) n, Je
P(n) = P(n ) + R(n-n,) ,

lze P generovat tak, Ze prvych P(n ) taktd genemiieme vhodudn Ees
5 & 2

neénym automatem Jl a od taktu P(no) + 1 nechdme pracovat auto-
mat J2 8 vlastnosti V , generujiel funkei R . Je zPejmé, Ze pii-

sluZné schems generuje funkei P a mé vlastnost V .

Vita 5.6 Neeht f1,f, Jjsou y-funkce.Pak f,f, Jje y-funkce. Ma-

Ji-11 fl’fé vlastnost V , ma i flf2 vlastnost V .

Dikaz, ktery spofivd v konstrukei jistého schematu, gemerujfeiho funkei

f,f,, zde nebudeme uvédét. V prdci H. Yamady [9] Je dokézéno, Ze

£f, Je y-funkece, jeou-1i f1,f, y-funkee.

Vita 5.7 Nech{ _’f!g jSOU. y..funk_‘ce, PoloZme f(O) = 3{0) =8 -

pro n = 0,1,2,... oznatme

Upe1) = M0 (f(n+l) ~ £(n), glntl) - gln) ),

vin+l) = mex (f(n+l) - f(n), gln+l) - gln) ),
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aL
U = & ), wey = o
V(n) = i=;3 Vi), V(o) =0 .

Existuje vy-funkce o

r(f,g) tchto vlastnosti:

1. r (U(n))

Vi), n = 1.8 ...,

2. T (U(n) + 1) = V(n) +i, i = 1,2, ..05 uln#l)=1; n=0,1,2, ...
2

3. Majf-1i f,g vlgstnost V, md i r(f,g) viastnost V .

Dikaz. Necht automaty JysJ5 generujf funkece f,g . Nechl Ji,Jé

Jsou sutomaty, které vzniknou tak, Ze Jl,J2 opatifme bindrnfm

vstupem ve smyslu definice 5.9. Nechl J3 Je kone¥ny automat s bi-
nérnimi vstupy Vi,?é a bindrnfmi vystupy U;,U,,V . UtvoPme schema
Y- :kai,Jé,Ja). Nech¥ zpoidovaci dementy ve schenatu ¥ spliujf

podminky Z,(1) = Z,(1) =1 . Nech¥ sutomat Jy m4 t¥i vnit¥nf sta-
vy SD’SI'SE; necht podatednf stav je Sg+ Automat J3 Je definovdn

ndsledujici tsbulkou:

) v, Vs Uy _U_% v s(t+1)

8o 6] (€] 1 1 1 84 .
S, (0] A 2k (0] o 81

8, 3 ¢ 0 s 0] S5

Sg 1 i il 15 it s,

s 6] 5 it €] 0 81

8, 1 X 1k il 3, 84

sy X 0 0 1 0 s,

s, 5 i EE il 1 3 8o

Pokud se v tabulce vyskytuje symbol x , lze za n&j obsadit libovolny

symbol z {O;l} . Schemsa HO je nyni jednozna&né urdeno. UkdZeme, Ze



e
bogalem.je funkei r , apliujfci vlastnosti 1. a 2. Diikaz prove-
deme indukei podle n . Jest w(l) = min(£(1), g(1)), v(1)=max(£(1),z(
Z tabulky prechpd® automatu Jy Je z¥ejmé, Ze Jy vydévd na Wfstupu
V symbol 1 ve vZech taktech 1,2,...,4{1)-1 a bude stéle ve stavu s
VSimnme si taktu w(l). V tomto taktu (pro uriitost predpokléde jme,
Ze f£(1) & g(1)) je vydédn na vystupu automatu JE' symbol 1 (poprvé)
Nyni se finnost automatu J2' zastavi a¥ do okamfiku, kdy Ji vyda
svou prvou jednifku ~ v taktu f£(1) . V tomto taktu je vydén na vy-
stupu ¥V automatu 03 symbol 1 (poprvé), uvedou se v &innost oba
automaty Jrl,J'z, automat J3 gpﬂiﬁ{f‘e do stavu Sy * Schema tem .'f’ byla

tedy generovéana posloupnost

lg(l}—l Of(l)—g(l)d_ 1H(1)-1 Ov(l)—ﬂ(l)l)

(obeens :
To znamend, Ze vlastnost I Jje dokdzédna pro n = 1 a vlastnost 2
pro n = 0 . Analogicky lze pevést indukéni krok, coZ pro strulnost

vypustime. Dikaz tfet! vlsstnosti je zfejmy.

Disledek 1 . Necht £,z Jjsou y-funkce, nechf e je identickd

funkce, e(n) =n, n=1,2,... . Pak plat{:

e B fEE = e
2. p (£,2) = r (2,;F)
3, rp (f,e) =T

Dikaz plyne snadno z VELY BT

Disledek 2. Necht f,g Jsou y-funkce; nechf platdf

(5.5) fln+sl) = £(n) Zeln*l) - gln), n = 1,2,004 &



- o
Pak y-funkce r

r(f,g) splnuje nésledujic{ podminky:
1. r(g(n)) = £(n) , BE T

2. vlelahi) = £l § 1 = 1,2,..., glntl) - gla)el; ase, 1,28

Dikaz. Jest (v#z oznadenf ve vit: 5.7) uln) = g(n)-g(n-1),
v{n) = f{n)-f(n-1), n = 1,2,..., Uln) = gln) , V(n) = £(n) a sta-

¢1 dosadit do vztshd 1 3 2 ve vits St e

V pfipad®, Ze pro funkce f,g platf (5.5), lze ¥fci, ¥¢ r = r(f,g)
Je zhruba rovna funkci f(g—lfn)}, presnZji - ob& funkee maji stejné

funk#ni hodnoty v bodech g(n).

Lemma 5.10 Necht y-funkce £,g splfujf podminku (5.5). Nech¥
r = r(f,g); necht s Jje y-funkce, pro niZ

(5.6) = folel = tin i = 3 e

Pak platd

sln) @ rin) gn =39 00,
Dikaz plyne snadno z disledku 2 vety 5.7

Funkei r(f,g) 1lze tedy, je-li spln¥na podminka (5.5), charakteri-

sovat ndsledujicim zpisobem.

Lemma 5.11 Necht f£,g Jjsou y-funkce , splaujfct vztah (5.5). Necht

r je y-funkce, spliujfci vlastnosti
4
1 rl{g(n} = ffn) , 0= 1250

5. Je-1i s 1libovolnd y-funkce, splnujfci podminku (5.6),

je s(n) 2 ] (n)y n= 1,250

Pak I'i = - 2 (f’g)



=

w e
Vezméme nyni konkrétni piipad. Necht Pyq Jsou piirozend &fsla,

P >q. Nechl £(n) = 0P, gn) = nd . Pro takto definované y-funkce

s vlastnost{ V je zfejm® splnZns podufnka (5.5). Existuje tedy y-

p/q

funkee r = r({ )P, ( YY), kterou strusng omnatme r{ ) ¢

Lemmg 5.12., Platd

p/q
1. r(n%) = np, 1oV e Sl
p/q
2. r(n% + 1) =P £4,7% = 1,2, .00 (0F1)3 < 2% <15 2=0,1,0.28
p/q
e Sl S mé vlastnost V .

Dikaz plyne z dlsledku 2 z véty 5.7 .

q/p
Oznafme dédle symbolem Pl( ) i-funkei odpovida jiel y-funkei
p/q -1 . e
r{ ) , tedy vy = F{(F ~(r)) (funkce F,F; Jsou uddny definicemi

5.6,5.7).

Lemms 5.13 . Platf

" (n)q/p p/q
S T e
Dikaz. DokdZeme prvni rovnost. PPedeviim pro vdechna prirozend k pla-
te rl(kp)q/p =x9, tedy pro n =kP, k = 1,2,... Jje.hodnota vySe-

t¥ovansho zlomku rovnas jedné. Necht k,n Jjsou pPirozend &isgla a
nech¥ ;péza((k+1)p . 4Ye jm&

K9 ¢ p3P (1l &

kqﬁrl{n)Q/pé (x+1)

plati tedy a/p
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Prejdeme-1i v posledn{ nerovnosti k limitd pro % -)eo, dostaneme

hledany vztah. Druhou rovnost lze dokézat analogicky.

Véta 5.8 Necht o¢ Jje redlné &fslo, B zfslo raciondlni,
O £ LB 41 . Pak platel

k

RIS § RGD)

Dikaz . Je zFejué, ze R(™) CR(). ge-1i B = 1, pak tvrzent
plyne z dfisledku 1 v&ty 5.1 , nebot funkce n' md viastnost V .

Necht B < 1. Existujf prirozend #fsla p,q , p > aq, @=3

a/p P
" ry(n) A
Z lemmatu 5.13 vyplyvd vztah 1lim S e 1 ., Tedy BRin ) =
myeo
( q/p P = n“ = a ﬂ“.
= R rl{n) ) . Ddle plati é.;.g—;—i =0, ted; 42_-:'6301_@75 =0 .

3
ja/p
Tyrzeni v&ty nyni vyplivd z vity 5.1 (disledek 1), nebo® rl( /)

méd vliasstnost V .

Diisledek. Necht o¢ , 8 Jjsou reslnd ¥fsla, C.€o¢ < <& 1 . Pak
A

R(r™) ;.':' R(n

s

Dikaz. Existuje reaciondlni & o £ 7<B . Z vity 5.8 vyplyva

't 7 R : . -
vztah R(5™) $ R(n' ). ProtoZe je R(n ) C R(n ), je tvrzeni dokdzédno.
Uvedme je¥tZ bez dikazu n¥kterd daldi tvrzeni, tfkajici se funkei slo-
Zitosti.
Lemma 5.14 Nechi 501,502 jsou i-funkce. Pak funkce y’, 3&, defino-

vané vztahem

50(1.1) = min{ 501(;-1), 502(11)), '}(/(rl) = max( sﬂl(n), 592(1'1}), nel Beiives
jsou i-funkce. JestliZe ’91,5"2 ma ji vlastnost V, majf i ¢,¥ vlastnost
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Lemmsa 5. Existus 1 1 Z
Lemma 5.15 Existuje i-funkece \Y s viastnostdi V tacovd, Ze

lim —ﬂr-l)-:l

maoc0 15 T

Poznémka. Toto lemma md zPejm® vztsh k disledku 2 veéty 5.1.
Lemma 5.16 Nechf jsou i-funkce: } i i
nma 5 Necht ¢4, ¢, Jsou i-funkce; nechl existuje n, tak,

ze pro nzn, Jje ¢ (n) +¢,(n)<n . Pak existuje i-funkece 2

1. ’?(n) €4 () + ¥-.(n), n=1,2,...

ws"t praTE,m ¢ Unar geietm 1

3. maji-li ?’1’}"2 vliastnost V , ma i ‘? vlastnost V .

s

Pl

Lemma 5.17 Necht ?"1,?2 jesou i-funkce; necht existuje n, tak,

e pro nyn, je ?lCn} : h(n)gu,ﬁa;{ existuje i-funkce f? a plati:
1, "Z(n) € P Pn) , n=1,2,...

=~ : Z(n)
. lim sup =1
) maoo f10)- ¥ )

3 jestliZe y"l, 9"2 majf vlastnost V , md i 7 vlastnost V
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