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Anotace

Je zndmo relativné mélo pravidelnych n-ihelnikt (mnohothelnika o n vrcholech),
kde n je liché prvocislo, které lze narysovat pouze s vyuzitim pravitka a kruzitka,
tj. jsou takzvané eukleidovsky konstruovatelné. Které to jsou, je znamo, jiz od dob
J. C. F. Gaufle, ktery je charakterizoval. Nejjednodussim z nich je rovnostranny
trojihelnik, ktery umime zkonstruovat uz od zakladni skoly. Konstrukce pravi-
delného pétithelniku je také bézné znama, v pripadé sedmnéctiihelniku uz to ale
tak jednoduché neni. U zbylych dvou n-tihelniku (pro n rovno 257, nebo 65537) je
konstrukce prakticky témeér neproveditelna.

Cilem prace je zrekapitulovat zakladni teoretické poznatky o eukleidovsky kon-
struovatelnych pravidelnych mnohotuhelnicich. Dale pak jazykem algebraickych struk-
tur popiseme soubor paralel mezi vybranymi aritmetickymi operacemi (mezi tzv.
konstruovatelnymi a pfirozenymi ¢isly) a jejich geometrickou reprezentaci. Vysledkem
by tedy mél byt soubor jednoduchych parametrizovanych geometrickych konstrukei
vyrazy. Vystup této bakaldrské prace pak bude podkladem pro systém (vyuzivajici
symbolické vypocty v Matlabu a geometricky software GeoGebra) pro automatické

vvvvvv

Kli¢ova slova:

eukleidovskéd konstrukce; konstrukce kruzitkem a pravitkem; Wanzelova metoda;
konstuovatelna ¢isla; pravidelné mnohotuhelniky; konstrukce pétitihelniku; konstrukce
sedmnactittheniku; Fermatova prvocisla



Abstract

There is only a few regular n-gons (polygons with n vertices), where n is an odd
prime, that can be constructed only by using ruler and compass, i.e. by using so-
called Euclidean construction. It is well known which polygons can be constructed
since J. C. F. Gauf; who charaterzied them. The simplest one is an equilateral
triangle, that we are able to draw since elementary school. The construction of
a regular pengagon is also very simple and relatively known. On the other hand,
construction of regular heptadecagon starts to be really complicated. The other
two n-gons (for n equal to 257, or 65537), it is practically impossible to do the
construction.

The goal of this thesis is to summarize the basic theoretical knowlege about
regular polygons that can be drawn by using the ruler-and-compass construction.
Further, by epmloying the language of algebraic sturctures, we describe a represen-
tation of selected parts of arithmetics (of so-called constructible and natural num-
bers) in geometry. We obtain in this way a set of simple paramatrized geometric
constuctions (geometric microalgorithms), that can be used for geometric construs-
tions of more complicated algebraic expressions. The outcome of this thesis is a base
for a system (employing the symbolic calculations in Matlab and GeoGebra geomet-
ric software) for automated generating of ruler-and-compass constructions of more
complicated regular polygons.

Key words:

Euclidean constructions; ruler-and-compass construction; Wanzel method; construc-
tible numbers; regular polygons; construction of pentagon; constructionof heptade-
cagon; Fermat primes
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Pouzité znaceni a zkratky

Znaceni Vyznam

N={0,1,2,...} mnozina (polookruh) prirozenych ¢isel

Q mnozina (téleso) racionalnich ¢isel

R mnozina (téleso) redlnych ¢isel

Rt mnozina kladnych redlnych cisel

Ry mnozina nezapornych realnych ¢isel

T(x) télesové rozsiteni telesa T o prvek x

A B, C, ... body eukleidovské roviny

AB, u(A, B) usecka (u) s krajnimi body A a B;
geometricky a algebraicky zapis

|AB| délka tsecky AB

~ podobnost tsecek;
u(A,B) ~u(C,D) <= |AB| = |CD|

p(A, B) pifmka p zaddna body A a B

k(A,|ABJ) kruznice k se stfedem v bodé A a polomérem
rovnym velikosti usecky AB

&y mnozina v8ech bodu eukleidovské roviny

E2 =8 x & mnozina uspoiradanych dvojic bodu v roviné

U={ulA,B) : A,Be¢&} mnozina vsech tise¢ek v roving; izomorfni s 3

U, ={u(A,B) €U : |AB| =2} mnozina (tiida) vSech usecek délky x;
U, =[u(AB). CcU

U=U/.={U, : z e RS} faktorova mnozina tiid usecek ruznych délek
up €0, |ugl=0, o€l nulovd usecka (zdegenerovana do bodu)

u €1, |u|=1 1€U jednotkové tsecka

fUxU—U binarni operace na mnoziné vsech usecek U
f:UxU—U tataz binarni operace na faktorové mnoziné U
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1 Uvod

V dobé vzniku eukleidovské geometrie méla feckd matematika za sebou zhruba tii
stoleti intenzivniho a velmi plodného vyvoje. Na zdkladé poznatku, které byly behem
¢tvrtého, patého a Sestého stoleti pred nasim letopoctem shromazdény, sepsal Euk-
leides z Alexandrie Zaklady, ve kterych shrnul vétsinu matematickych poznatku své
doby vybudovanou dle principu Aristotela [2, str.12]. Dnes jiz vime, ze knihy Euk-
leidovych zakladu pochdzi od vice autoru a jsou zéasti zalozeny na starsich zdrojich
(viz [3, str.30]).

Eukleidovska geometrie je zaloZzend na axiomech a definicich. Pojem eukleidovské
konstrukce se vyskytuje predevsim v zadani matematickych loh. Ukolem byva urcit,
zda z daného objektu je mozné pomoci eukleidovské konstrukce vytvorit jiny objekt,
ktery ma dané vlastnosti ¢i zda je mozné konstrukeci geometrického ttvaru provést
eukleidovsky. Ve své bakalarské praci, se budu zejména zabyvat eukleidovskou kon-
struovatelnosti mnohothelniki.

Nékteré pravidelné mnohotihelniky lze eukleidovskou geometrii zkonstruovat jed-
nodusse, nékteré ne. Cilem préce je tedy jednak pokusit se ¢tenafi priblizit proble-
matiku eukleidovské konstrukce, zrekapitulovat zakladni teoretické poznatky o eu-
kleidovsky konstruovatelnych pravidelnych mnohothelnicich, vytvorit systématicky
postup diléich konstrukei mnohothelniku i konstrukcich samotnych mnohothelniku
a také mimo jiné parametrizovat geometrické konstrukce, které budou slouzit jako

Bakalarska prace obsahuje véetné tivodu a zavéru devét kapitol. Druha kapitola
je vénovand eukleidovské konstrukci obecné. Uvadi ¢tenare do tématu eukleidovské
konstrukce. Bude zde strucné popsano, co se k eukleidovskym konstrukcim pouziva,
jakym zpusobem a co vznikd. Ctendr ziskd poveédomi o nutné podmince pocéteéni
mnoziny. Budou zde také zavedeny pojmy eukleidovsky konstruovatelné body a eu-
kleidovska konstrukce. Treti kapitola je vénovana algebraizaci eukleidovské kon-
strukce, kterd je zavedena pomoci Wanzelovy metody. V ramci této kapitoly si také
vysvétlime obecné mechanismy vzniku novych bodu. Uvedeme zde také piiklad, na
kterém si vysvétlime puleni tithlu a také ptriklad nekonstruovatelného mnohothelniku.
Ve tieti kapitole také zminime dvé obecné zndme a obecné uztecné pomocné kon-
strukce — konstrukci kolmice a rovnobézky.

Ctvrta kapitola bude vénovans eukleidovsky konstruovatelnym mnohothelnikim
a Gaufové véte. Vysvétlime si, jaké mnohothelniky jsou konstruovatelné, co zna-
mend konstruovat pravidelny mnohotihelnik algebraicky. Gaulovu vétu sice primo
nedokazeme, ale pokusime se vysvétlit Gauiuv teoreticky vypocet konstrukce mno-
hothelniku. Na zakladé vystavby, kterou ¢tenar z predeslych kapitol ziskd, bude
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¢tenari vysvétleno, jakym zpusobem je mozné z rovnice mnohothelniku ziskat délku
strany vyjadienou pouze pomoci algebraickych operaci a druhé odmocniny.

V paté kapitole pak rozebereme jednotlivé konstrukce zakladnich pravidelnych
eukleidovsky konstruovatelnych mnohothelniki. V sesté kapitole se budeme zabyvat
pomocnymi konstrukcemi pti konstrukci mnohotthelnikt. Konkrétné se podivame na
konstrukci mnohouhelniki pomoci zdvojeni poctu vrcholu jiz zkonstruovatelného
mnohothelniku, pficemz budeme rozlisovat, zda ptuvodni mnohothelnik mél lichy
nebo sudy pocet vrcholu. Také se podivame, jak pfi znalosti konstrukce dvou li-
chothelnik s navzajem nesoudélnym poctem vrcholu, feknéme m a k, zkonstruovat
(m - k)-dhelnik.

Sedmé kapitola se bude vénovat systematickému postupu konstrukce mnoho-
uhelniku. Na zacatku si budeme algebraizovat pojem tsecka v roviné. Jednotlivé
zakladni aritmetické operace prelozime do jazyka usecek a eukleidovskych konstrukei
— jakych si geometrickych mikroalgoritmu. Uvidime, ze nékteré konstrukce jsou ne-
proveditelné bez znalosti jednotkové usecky. Ukazeme také, jak nékteré aritmetické
operace prelozit do jazyka uhlu a eukleidovskych konstrukei.
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2 Eukleidovska konstrukce

Terminem eukleidovska konstrukce, nékdy téz konstrukce kruzitkem a pravitkem,
oznacujeme konstrukci geometrickych objektu pouze s pouzitim pravitka a kruzitka
a s dodrzenim celé fady dalsich omezeni, kterymi se budeme vice zabyvat v této
kapitole.

2.1 Co pouzivame k eukleidovskym konstrukcim?

Pri eukleidovskych konstrukeich pouzivame pravitko a kruzitko specialnim zpusobem.
S pravitkem pracujeme jako s dokonalym pravitkem, které splnuje fadu v praxi ne-
splnitelnych predpokladu:
(i) ma nekoneénou délku,
(ii) ma pouze jednu hranu,
(iii) na pravitku neni vyznacena zadnda znacka a zadnou dalsi nemuzeme dodélat.

S kruzitkem téz pracujeme jako s dokonalym kruzitkem, které opét spliuje predpo-
klad, jez v praxi nelze splnit:

(iv) kruzitkem je mozné sestrojit kruznici o libovolném poloméru.

2.2 Jak pravitko a kruzitko ke konstrukcim pouzivame
a co vznika?

Konstrukce jsou pojmenovany podle slavného reckého matematika, Eukleida z Ale-
xandrie (4.— 3. stoleti pf. n. 1.). Stavebnim kamenem eukleidovské geometrie jsou
definice a axiomy, nazyvané jakozto postuldty. Cili zdkladni vlastnosti, popisujici
vztahy mezi zdkladnimi geometrickymi utvary. Pro vSechny eukleidovské konstrukce
plati, ze se skladaji z péti zakladnich opakovatelnychelementdrnich konstrukci. Kon-
bodu v prusecicich ptimek a kruznic. Elementarnimi konstrukcemi je tedy mysleno
nasledujici:

(a.) Zkonstruovéani piimky p prochdzejici dvéma body A a B, A # B; p(A, B).

(b.) Zkonstruovani kruznice k se sttedem v bodé A a polomérem danym vzdalenosti
dvou bodu B a C, B # C; k(A, |BC|).
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(c.) Vytvoreni bodu, jakozto pruniku dvou ruznobéznych piimek.
(d.) Vytvoreni jednoho nebo dvou bodu, jakozto pruseciku piimky a kruznice.

(e.) Vytvoreni jednoho nebo dvou bodu, jakozto pruse¢iku dvou kruznic.

Eukleidovskou konstrukei je tedy minéna konstrukce, pii které bylo pouzito pouze
pravitko a kruzitko s vlastnostmi (i)—(iv), s vyuzitim pouze péti vySe zminénych
elementarnich konstrukci. Navic jesté pozadujeme:

(f.) Koneény pocet jednotlivych elementarnich kroku konstrukee, viz [6, str.40].

2.3 Potatetni podminky (po&ateéni mnozina bodii)

Nedilnou soucésti kazdé konkrétni konstrukce je pocateéni mnozina bodu. Ve struc-
nosti prodiskutujeme a naznacime jaké moznosti a uskali se skryvaji za ruzné velkou
pocateéni mnozinou bodu.

2.3.1 Trividlni p¥ipady: Prazdna a jednoprvkova mnozina

Je ziejmé, Ze v pifpadé prazdné mnoziny bodii se nic nedéje, nebot neni k dispozici
dostatek bodu na konstrukci jakéhokoliv geometrického objektu. V pripadé jedno-
prvkové mnoziny opét nelze nic zkonstruovat. Jednim bodem nelze vést konkrétni
piimku ani kruznici, nebot neni ddn Zadny polomeér.

2.3.2 Dvouprvkova mnozZina

Z trividlnich piipadu vyplyva, ze je zapotiebi, aby byla zadand mnozina minimélné
dvouprvkova. Ve chvili, kdy mame zadany dva body, zavedeme si soufadnicovy
systém. A to pro jednoduchost nasledovné. Mame zadany dva body, bod A a bod
B. Bod A uréime jakozto pocatek souradnicového systému, to znamend: A = [0, 0].
Bod B bude v ndmi vytvoreném soufadnicovém systému mit souradnice B = [1,0].
Je patrné, ze z toho vyplyva podstatnd informace. Nyni dva body definuji jednicku.

y

Obréazek 2.1: Pravé dva body A a B nam staci k zavedeni soufadnicového systému.
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Tedy zkonstruované body A, B umozni definovat pocatek souradnicového systé-
mu, zorientovat ho a definovat velikost jednotky. Soutadnicovy systém mame vy-
tvoreny. Nyni si polozme zakladni otazku. Co vSechno je mozné s touto véedomosti
zkonstruovat?

/A B C D E

Obrazek 2.2: Konstrukce celych cisel.

Je ztejmé, ze lze zkonstruovat prirozend, potazmo cela cisla eukleidovskou kon-
strukei kruznic. Minimalné na ose x se budou nachéazet body se souradnicemi celych
¢isel viz bod C' = [3,0].

Obrazek 2.3: Konstrukce raciondlnich ¢isel.

Pokud mame zadény dva body, jsme schopny také pulit, konstruovat racionalni
¢isla viz bod P = [%, 0]. Ve chvili, kdy mame tedy dva body, tak je mozné konstruovat
libovolné mnoho konstrukei (napt. uz proto, ze prirozenych ¢isel je nekoneéné mnoho
viz obr. 2.2 ). To je situace, z které pii nasich konstrukcich budeme vychazet.

2.3.3 n-prvkova mnozina

V pripadé n-prvkové mnoziny, kde n > 3 umime sestrojit vse, co v ramci dvouprv-

v piipadé, ze tfeti bod je tzv. eukleidovsky nekonstruovatelny (podrobnéji viz kapi-
tola 2.4). Tedy pokud budou v po¢atecni mnoziné napt. body A = [0,0] a B = [1, 0],
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jako doposud, a navic bod C' = [r,0], pak budeme zjevné schopni provést kvadra-
turu (na prvni pohled alespon nékterych, pozdéji uvidime, ze vSech) kruhu, které
jsme schopni zkonstruovat.

2.4 Eukleidovsky konstruovatelné body a eukleidovska
konstrukce

V predchozich sekcich jsme si prosli jednotlivé aspekty eukleidovské konstrukce a
jejich vyznam. Nyni tyto poznatky muzeme shrnout v matematickou definici.

Definice 1 (Mnozina eukleidovsky konstruovatelnych bodu). Necht Mg je (pocd-
teéni) mnozina bodi roviny, kterd je alespon dvouprvkovd, | M| > 2. Oznaéme sym-
bolem M1 mnozinu, kterd obsahuje body mnoziny My a vsechny body, které lze ziskat
elementdrnimi eukleidovskymi konstrukcems, aplikovanymi na vsechny body mnoziny
M vsemi moznymi zpiusoby (zkonstruujeme vsechny primky a kruznice, které zkon-
struovat lze, a vSechny jejich pruseciky). Podobngm zpisobem budeme postupovat
dale. Indukci tak dostaneme mnoZinu M,, n > 2, jako mnoZinu obsahujici body
mnoziny M, _1 a vsechny body ziskané elementdrnimi eukleidovskymi konstrukcems,
které aplikujeme na vsechny body mnoziny M,,_1. Body, které nalezi sjednoceni

M= JM,;

jEN
nazyvame eukleidovsky konstruovatelné body.

Poznamenejme, Ze ruzné mnoziny M; jsou navzdjem ve vztahu podmnozin a
nadmnozin tak, ze tvoii fetézec

Moy MiCMyC---C M, C---.

Poznamenejme déle, ze pokud by poc¢atecni mnozina bodu Mg byla prdzdnd nebo
jednoprvkovd, pak by mnozina eukleidovsky konstruovatelnych bodu byla M = M.
Povsimnéme si, ze v piikladu v sekci 2.3.3 pracujeme s poc¢ateéni mnozinou Mgy =
A, B, C, ktera obsahuje bod C' = [r,0], ktery neni konstruovatelny ze zbyvajicich
dvou bodu. Coz ndm umozni provést jinak nerealizovatelnou kvadraturu kruhu.

Ptedchozi definice se zabyvala vsemi body roviny, které byly pomoci elementar-
nich konstrukei dosazitelné. Nésledujici definice se zabyva eukleidovskou konstrukei
jako takovou. Tedy postupem, ktery jiz sleduje néjaky konkrétni cil. Nebudeme tedy,
na rozdil od definice predchozi, konstruovat vsechny body, ale jen nékteré.

Definice 2 (Eukleidovské konstrukce, viz [15, str.139]). Eukleidovskou konstrukci,
nebo téz konstrukci pomoct pravitka a kruzitka rozumime posloupnost mnozin

Ko CKyL S CKy,

tedy konecéngch mnozin bodu v roviné takovych, ze KC;11 = K; U{X}, kde X vznikne
jako:
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o prusecik primek p(A, B) a p(C, D),

o prusecik primky p(A, B) a kruznice k(D,|EF|) se stredem D a polomérem
|EF],

o prusecik kruznic k(A,|BC|) a k(D,|EF|),
pro néjaké body A, B,C, D, E, F € K.

Poznamenejme, ze mezi mnozinami M, z definice 1 a K; z definice 2 je zfejmy
vztah

ovsem za predpokladu My = K. Déale poznamenejme, ze na kazdy krok konstrukece
se muzeme divat jako na proni krok modifikované konstrukce s jinou pocatecni
mnozinou My = IC;.
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3 Wanzelova metoda

V ramci této kapitoly se zaméiime na algebraicky pohled na eukleidovskou kon-
strukci. Nejdiive se na eukleidovskou konstrukci podivame pomoci Wanzelovi me-
tody, nasledné si predstavime obecné mechanismy vzniku novych bodu. Soucasti
této kapitoly bude také predstaveni ¢tyt slavnych 1loh, jez jsou eukleidovsky nekon-
struovatelné.

3.1 Algebraizace eukleidovské konstrukce

Nyni si zavedeme soutradnicovy systém, ktery nam umozni zavedeni mnoziny euk-
leidovsky konstruovatelnych cisel.

Definice 3 (Mnozina eukleidovsky konstruovatelnych ¢isel). MnozZina poédtecnich
bodii My z definice 1 je alespori dvouprvkovd, necht tedy A, B € Mg. Necht je ddle
v roviné z predchozi definice ddan kartézsky systém souradnic takovy, ze A = [0,0],
B = [1,0]. Souradnice konstruovatelnijch bodu, tj. bodi mnoziny M z definice 1, se
nazyvaji konstruovatelnd éisla, viz [5, str.454).

Z predchozi definice je jasné, ze mnozina eukleidovsky konstruovatelnych cisel
zavisi na volbé resp. velikosti M. Dale se budeme soustiedit zejména na euklei-
dovsky konstruovatelné ¢isla vznikajici z M| = 2. Pripomenme definici v algebie
velmi dulezité a pro nas uzitecné struktury se dvéma binarnimi operacemi, a sice
télesa.

Definice 4 (Téleso). Télesem rozumime algebraickou strukturu, tedy mnozinu T,
na které jsou definovdny dvé bindrni operace (+,-) takové, Ze:

i vzhledem k operaci (+) je v'T abelovskou (aditivni) grupou s neutrdlnim prokem
0,

it vzhledem k operaci () je v T \ {0} multiplikativni grupou, a operace spliiuje
distributivni zdkon: a - (b+¢) = (a-b) + (a - ¢).

Operace obuykle nazgvame operace s¢itani a ndsobent, viz [1, str.18].

Méjme body v roviné body A = [0,0] a B = [1,0], resp. dvojici redlnych ¢isel.
V rédmci této prace budeme pracovat s télesem T, které obsahuje 0,1 C T C R.
Nejmensi téleso, které to splnuje, je téleso Q, coz vychdzi z definice 4(i) (T C R) a
z definice 4(ii) (Q C T).
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Definice 5 (Wanzelova metoda, viz [15, str.139]). Wanzelova metoda spocivd v prevedend
konstrukci pravitkem a kruzitkem do jazyka algebry. Zvolme v roviné souradnice a
wvazugme nejmensi téleso T;, které obsahuje x-ové a y-ové souradnice vsech bodu

2 IC;. Dostavame tak tetéz rozsirent téles To CT; C Ty C --- C T,,.

Tedy v nasem piipadé pokud [KCy| = 2, tak Ty = Q. Rozsiteni toho télesa probihd
tak, ze pridame bod [z;,y;] , tedy pfejdeme z K; do K;_;, potom plati, ze T; =
T;_1(x;,y;). T; lze interpretovat jako vektorovy prostor nad T, ;, potom stupen
rozsireni télesa je dimenze toho vektorového prostoru, tedy [T; : T; ;] (viz [15,
str.134]).

3.1.1 Obecné mechanismy vzniku novych bodi

Naskyta se nam otazka, které geometrické konstruktivni tdlohy lze vytesit euklei-
dovsky. Abychom tuto otazku vyresili, je zdhodno si uvédomit, ze pokud je dana
n¢jakd konstruktivni tdloha v roviné, znamena to, ze jsou dany v roviné néjaké body
a mimo né néjaké usecky (primky), coz jsou ale rovnéz body lezici na tsecce (piimce)
v néjakych predepsanych vzdalenostech od sebe. Zadati néjakou konstruktivni tlohu
tedy znamend zadat v roviné jisty pocet bodi. Resit tuto lohu eukleidovsky ve své
podstaté znamend sestrojit pruseciky dvou primek, puseciky primky a kruznice,
resp. pruseCiky dvou kruznic. Tedy sestrojit z danych bodu fadu bodu dalsich,
které maji vlastnosti, jez jsou stanovené v tloze. Je tedy vidét, ze cela konstrukce
pruseciku dvou ptimek, primky a kruznice nebo dvou kruznic. Z hlediska analytické
geometrie jiz mame zavedeny souradnicovy systém (viz 3.1). Ze soutadnic danych
bodu je potfebné si odvodit rovnice, jejichz koeficienty zavisi na soutradnicich téchto
bodii. Resen{ téchto rovnic davé soufadnice bodi, které je cilem sestrojit. Plati nyni
nasledujici véta.

Véta 3.1.1. Jestlize lze danou konstruktivni ulohu provést eukleidovsky, pak lze
soutadnice hledanijch bodi vypocitat ze souradnic dangch bodu pomoci raciondlnich
operact (+, -, —, /) a pomoci vipoctu druhé odmocniny v koneéném poctu.

Pro nés to tedy znamend, ze kdyz na zacdtku mam dva body, tedy A = [0, 0],
B = [1,0], tak jsme schopni nalézt kazdou soutadnici, jez je popsana konecnym
poctem konstrukei, viz [11, str.467].
Diikaz. Predpokladejme, ze kromé poc¢atecni mnoziny bodu jsme jiz sestrojili euk-
leidovsky jisty pocet dalsich bodu a ze souradnice téchto novych bodu lze vypocitat
ze soufadnic novych bodu operacemi ve vété. Predpokladejme, ze nyni mame na
nékteré jiz ze znamych bodu provést jednu z diléich konstrukei, kterymi jsme v eu-

kleidovské konstrukei (viz definice 2) pridavali bod X. To algebraicky odpovida
nalezeni feseni soustavy:

(A) Dvou linedrnich rovnic, tedy obecné

aw + By =7,
dox +ny = ¢.
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Konkrétné pak pro dvé piimky prochézejici body A = [A,, A, B = [B., B,]
(prvni) a D = [D,, D], £ = [E,, E,] (druhd pfimka) dostaneme:

(Ay — By)z + (B: — Au)y = ByA, — Bo Ay,
(D, — Ey)x+ (E, — D,)y = E,D, — E,D,.

Koeficienty rovnic ptimek uréenych dvéma body jsou racionalni funkce sou-
fadnic téchto bodu o = (4, — B,), 8 = (B, — A;), v = B,A, — B, A,
=D, —-E),n=(E,—D,)a¢=ED,—E,D,.

Zpusob teseni: Nalezeni prusec¢iku dvou primek, resp. nalezeni feseni soustavy
dvou linearnich rovnic, odpovida nékolika metodam. Existuje metoda dosa-
zovaci, pri niz vyjadifime jednu nezndmou z jedné rovnice a dosadime ji do
druhé rovnice. Dalsi elementarni uzivanou metodou jiz na zakladni skole je
metoda scitaci. Cilem této metody je pomoci ekvivalentnich uprav dosdhnout
toho, aby se koeficienty v obou rovnicich rovnaly az na znaménko (o = §,
B,n). Diky tomu dojde po secteni téchto rovnic k tomu, ze vybrand nezndma
vypadne a dostaneme jednu rovnici o jedné neznamé. Posledni metodou je me-
toda srovnavaci. Z obou rovnic vyjadiime stejnou vybranou nezndmou (napft.
x) a vysledky porovndme, ¢imz dostaneme rovnici, kde je vybrand nezndma
vyloucena.

Resen{ odpovida uspoiddané dvojici éisel [z,y], kterd vyhovuje obéma rov-
nicim. Resen{ takové soustavy rovnic muze byt pravé jedno, resp. zadny, resp.
nekonecéné mnoho. Nalezli jsme tedy hledany prusecik ruznobéznych primek,
resp. nenalezli jsme tedy hledany pruseéik, nebotf se jednalo o rovnobézné
piimky, resp. pfimky jsou totozné, tudiz existuje nekoneéné mnoho feseni (ne-
kone¢né mnoho spoleénych bodu).

Déle pak algebraické feseni linearni a kvadratickéd rovnice tvaru:

ar + Py =1,
(x =0+ (y—1)*=r"

Konkrétné pak pro piimku prochézejici body A = [A;, A,], B = [B,, B,]
a kruznici se sttedem D a polomérem |E'F|, kde soufadnice téchto bodu
ozna¢ime nésledovné: D = [D,, D,|, E = [E,, E,|, F = [F,, F,], dostaneme

(A, — By)xz+ (B, — Ay)y = ByA, — B, A,
(v — Dx)2 +(y — Dy)2 = (E; — Fx)2 + (Ey - Fy)2-

Koeficienty rovnice ptimky, jez je urcéena dvéma body, jsou funkce soutradnic
téchto bodii. Totéz plati pro koeficienty kruznice: « = (A,—B,), = (B,—A,),
v = ByA, — B,A,,0=D,,.=D,, k=/(E, — F,)>+ (E, — F,)

Zpusob teseni: V pripadé soustav linearni a kvadratické rovnice se jevi neje-
fektivnéjsi feseni metodou dosazovaci. Vyjadiime z lineani rovnice neznamou,
kterou poté dosadime do rovnice kvadratické. Tim ziskame jedno z moznych
feseni: zadné (primka lezi vné kruznice), jedno (piimka je tecnou kruznice)
nebo dvé (piimka je setnou kruznice).
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(C) Resp. algebraické feseni dvou kvadratickych rovnic tvaru:

(= A+ (y—p)’ =uw?
(= 0+ (y— 1) = 2.

Konkrétné pak pro kruznici se sttedem A a polomérem |BC| a kruznici se
sttedem D a polomérem |E'F| | kde souradnice téchto bodu ozna¢ime nésle-
dovné: A = [A,, A)], B=[B,, By, C =[C,,C,|, D=D,, D), E=[E,, E,],
F = [F,, F,], dostaneme

(r = A"+ (y = Ay)* = (B, — C)* + (B, — C,)?
(z — D:v)2 + (y — Dy)2 = (B, — F:v)2 + (EBy — Fy)2-

Stejné tak koeficienty rovnic kruznic, jez jsou urcené dvéma body jsou ra-
cionalni funkce souradnic téchto bodu: X = A,, p = A, 0 = D,, v = D,,
W= \/(BI —Cx)2+ (B, —Cy)?, k= \/(Em —F,)2+ (B, — F))2

Zpusob Teseni: V pripadé hledani pruseciku dvou kruznic hledame dvé, resp.
jedno, resp. zadné, resp. nekoneéné mnoho feseni. Resenfm je opét usporadand
dvojice &isel vyhovujici obéma rovnicim. Regen{ je elementarni. Spociva v pie-
vedeni feseni na predchozi ptipad. Rovnice kruznic si prevedeme na obecny
tvar. Z jedné rovnice kruznice vyjadiime 2%+ y? a dosadime do rovnice druhé.
Tim ziskame chordalu téchto dvou kruznic, tedy primku. Déale fesime jako
soustavu kvadratické a linearni rovnice.

Poznamenejme, ze soustavy maji feSeni, v némz hodnoty neznamych jsou
funkce koeficientu. Z toho vyplyvd, ze souradnice pruseciku lze vypocitat ra-
ciondlnimi operacemi ze souradnic znamych bodu.

O
Predchozi vétu vhodné dopliuje jesté véta nasledujici, viz [11, str.468].

Veéta 3.1.2. KaZdy bod, jehoz souradnice lze vypocist ze souradnic daniych bodi
pomoci raciondlnich operaci (+, -, —, /) a vypoétu druhé odmocniny v koneéném
poctu, dd se z téchto bodu sestrojit eukleidovsky.

Dikaz. Dukaz spociva v tom, ze je mozné si souradnice daného bodu v roviné ge-
ometricky vyjadrit a to pomoci usecek. Jsou-li tyto tsecky dany a jsou-li v roviné
dany osy souradné, 1ze bod eukleidovsky sestrojit. Vétu si muzeme preformulovat.
Jsou dany dveé usecky. Kazdou usecku, jejiz délka se da vypocitat z délek danych
usecek raciondlnimi operacemi a vypoctem druhd odmocnin v kone¢ném poctu, lze
eukleidovsky sestrojit z danych tusecek.

Staci tedy ukazat, ze lze eukleidovsky sestrojit usecku, jejiz délka je souctem,
rozdilem, soucinem nebo podilem danych tsecek. Déle pak tusecku, jejiz délka je
druhéd odmocnina z délky dané tsecky.

Konstrukce souctu a rozdilu je velmi jednoducha a znama. Na primku p naneseme
usecku AB o délce a. Nasledné na primku p naneseme tsecku C'D o délce b tak,
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Obrazek 3.1: Konstrukce usecky délky souctu danych tsecek.

aby B = C' a soucasné usecky byly stejné orientované. Vznikla tisecka AD ma délku
s=a+b.

Obdobné postupujeme pii konstrukei rozdilu. Postup je odlisny v naneseni tisecky
CD o délce b, kde b < a a kde B = C, nebot ji naneseme jako opaéné orientovanou
usecku k tsecce AB. Tim dostaneme usecku AD, ktera ma délku r = a — b.

r

> Q
e
@

Obrazek 3.2: Konstrukce rozdilu usecek.

Soucin: Konstrukei soucinu délek a, b provadime takto: Nakreslime si pravitkem
dvé poloptimky vychazejici z bodu A, které jsou ruznobézné. Na prvni poloptimku
naneseme od bodu A délku b = 1 a délku c¢. Dostaneme body B a C. Na druhou
naneseme primku od bodu A délku e a dostaneme bod E. Spojime primkou bod B
s bodem E. Nésledné povedeme bodem C' rovnobézku s piimkou BE. Prusecik této
piimky s ptimkou AFE oznacime jako bod F'. Délka s tsecky AF' je soucin cd, coz
plyne z iméry 1 :c=e: s = s = ce.

~,

a1

Obrazek 3.3: Konstrukce soucin usecek.

Podobné postupujeme, mame-li sestrojit podil p = e/c délek dvou tsecek, jak
plynez 3.4 azuméry l:c=p:e=p=d/c.

Druhd odmocnina: Je-li ddna tsecka o délce a, sestrojime tsecku o délce \/a
takto: Na pfimku naneseme tsecku AB délky a a tusecku BC' délky 1. Usecku
AC rozpulime, coz lze eukleidovsky provést. Dostaneme tak bod O. V bodé B
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Obrazek 3.4: Konstrukce podil isecek.

vztycime na piimku AC' kolmici, coz lze opét eukleidovsky provést. Tato kolmice
protne kruznici K v bodé D. Délka tsecky BD je podle Eukleidovy véty o vysce

prave y/a.

Tim je véta dokdzana [11, str.468].

a |p

\\\\
O\
I—'r\\ \
\
\
_ |
\L\;\ l/4444</444
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>
- \//,/(o" .
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Obrazek 3.5: Konstrukce odmocniny.
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3.1.2 Pt¥iklad pouziti — pdleni dhlu

Nyni se zaméiime na to, jakym zpusobem lze formalizovat tlohu, ve které k danému
uhlu mame rozpulit uhel.

Piiklad 1. Méjme tri body A, B, C, které, mimo jiné, definuji ihel (resp. dva hly)
£LBAC u vrcholu A. Ukolem je thel (resp. oba uhly) rozpulit.

Obrazek 3.6: Puleni dhlu.

Sestrojime tedy obvyklym zpusobem body D a E tak, Ze plati

Pro nazornost si vybereme pouze jeden bod, v tomto pripadé bod E. Hledanym vys-

ledkem bude uhel £ BAE dany body A, B, E. Tedy:
IC[):{A,B,C}, ’Cl :IC()U{D}, ]CQZIClU{E}

Nyni si zvolime souradnicovy systém tak, ze A = [0,0], B = [1,0]. Pak bod C" md
néjaké souradnice C = [Cy, Cy]. Ndsledné dopocitdme souradnice bodu D, E, tedy

b_ C, C, no (1 C, — CV/3 \/§+Cy+cx\/§
ezt cororyce )’ B

2 2,/CZ+C2 2 2, /CZyC?
Zavérem tedy dostdvame
To = Q(Cy, Cy),  Ti=To(,/C2+C2),  Ty=To(,/C2+ C2,v/3)[15,str.139].

[15, str.139]

Véty 3.1.1 a 3.1.2 charakterizuji algebraicky konstruktivni tlohy, které lze eu-
kleidovsky sestrojit. Mnohdy vsak je zapotiebi dokéazat netesitelnost zadané lohy
eukleidovskou konstrukei. Pro vySettovani netesitelnosti je uzitecna nasledujici véta.
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Véta 3.1.3. Méjme ddno néjaké podtéleso T télesa komplexnich ¢isel. Necht poly-
nom
fx)=2"+a2" '+ +a, 17+ ay,

je ireducibilng nad T. BudiZ o koren kvadratické ireducibilni rovnice s koeficienty
vT.
€2+ bre+ by = 0.

Utvorme si adjunkci o k T(a). Rozpaddli se polynom f(x) nad T(«), pak jeho
stupeni n. musi bijt ¢islo sudén = 2k a f(z) je souc¢inem dvou ireducibilnich polynoma
stupné k-tého nad T(a).

Dikaz této véty lze nalézt napt. v [11]. Z ni pak plyne nésledujici pomocnd véta.

Véta 3.1.4. Necht je ddno r usecek o délkdch ai, as, ---, a,. Budiz T téleso, které
vznikne z télesa raciondlnich cisel R adjunkci c¢isel ay, as, ---, a,.. BudiZ  ¢islo,
které je korenem rovnice

€+ bt by +bye=0.

s koeficienty v T a ireducibilni nad T. Aby se usecka o délce f dala eukleidovsky
sestrojit, k tomu je nutné, aby stuperi rovnice byla mocnina ¢isla 2 (n = 2;).

Dikaz véta lze opét nalézt v literatute, viz napt. [11].

3.1.3 Pt¥iklad eukleidovsky nekonstruovatelné tlohy — sedmiuahelnik

V této 1loze se podivame na eukleidovsky nekonstruovatelnou tlohy, a to dusledkem
véty 3.1.4.

Priklad 2. Vezmeéeme si rovnici 4.1. Pro n =7 dostaneme
A4S+ A+ B+ +241=0.

VyuZije reciprocity rovnice. TudiZ ji vyndsobime z=3. Ndsledné pouZijeme substituce
r=(2+271), 22 —2= (22 +272), 23 — 3z = (23 + 273). Rovnice po substituci tedy
bude vypadat

42?22 —-1=0.

Vidime, Ze stupen rovnice je 3, coZ neni mocnina ¢isla 2 (n = 2;). Rovnice tedy nemd
racionalni koren a tedy ani eukleidovsky konstruovatelny koren. Proto pravidelny
sedmithelnik neni eukleidovsky konstruovatelny [18, 103].

Bezprosttednim dusledkem véty 3.1.4 je nefesitelnost klasickych loh fecké ma-
tematiky eukleidovskou konstrukei, kterymi se budeme zabyvat v dalsi sekci.
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3.2 Eukleidovsky nefeSitelné ulohy

Konstrukce pravitkem a kruzitkem pattily mezi klasické starorecké konstrukce. Po-
stupem casu se ustanovila ¢tyti slavna zadani, které se ani pres velkou snahu nedalo
pres 2000 let vyfTesit:

e Rektifikace kruznice: k dané kruznici sestrojit tusecku, ktera je stejné dlouha
jako obvod této kruznice.

e Kvadratura kruhu: k danému kruhu sestrojit isecku takovou, ze ¢tverec s touto
hranou ma stejnou plochu jako dany kruh.

e Zdvojeni krychle: k dané tisecce u sestrojit isecku v takovou, ze krychle s hra-
nou dlouhou jako v méa dvakrat veétsi objem, nez krychle s hranou dlouhou
jako wu.

e Trisekce uhlu: k danému uhlu sestrojit tretinovy thel.

Prvni t1i tdlohy 1ze chépat jako: je-li zadana jednotkova tsecka, zkonstruujte isecku
délky 2 7, resp. /7 , resp. v/2. Teprve rozvoj algebry v 19. stoleti umoznil dokazat
netesitelnost téchto tloh. Pro trisekci tihlu a zdvojeni krychle nalezl dikaz Pierre
Wantzel v roce 1837. Stejnou metodou lze vyftesit také rektifikaci kruznice a kvad-
raturu kruhu, avsak k vyteseni je zapotiebi Lindemannuv dukaz transcendence ¢isla
7 (podrobnéji viz [9, str. 79]) , ktery byl objeven o 50 let pozdéji, viz [15, str.139)].
Poznamenejme, ze navzdory tomu, ze vySe zminéna zadani neni mozné vyftesit, se
néekter! matematici pokusili o ptriblizné feseni (tj. rektifikace kruhu [13, str.152-153],
rektifikace kruznice [19, str.83-88], trisekce uhlu [20, str.153-159] a zdvojeni krychle
8, str.255-257]).

3.2.1 Naznak dikazu nefesitelnosti zdvojeni krychle

Bez Gjmy na obecnosti zvolime délku strany krychle 1 cm. K sestrojeni krychle o
dvojnasobném objemu je zapotiebi sestrojit krychli o velikosti strany /2. Cislo v/2
je kofenem polynomu z® — 2. V piifpadé, Ze by byl tento polynom reducibilni nad
@, mél by polynom alespon jeden racionalni koten, ktery by musel byt z mnoziny
{1,—1,2, -2} (nutnd podminka racionality kofene raciondlniho polynomu). Po do-
sazeni vSech moznosti je zfejmé, ze ani jedna z moznosti nevyhovuje. Tudiz se jedna
o ireducibilni polynom nad télesem cisel Q. Dalsi podstatnou skutecnosti je stupen
polynomu. Stupen tohoto polynomu je 3, coz neni mocnina ¢isla 2. Tedy usecka
o délce ¥/2 neni eukleidovsky sestrojitelnd (algebraickd rozsffeni, kterd provadime
v konstrukei Q(Ky) C Q(K;) C Q(K>), jsou rozsifeni stupné 1 nebo 2 [5, str.455].

3.2.2 Naznak dukazu neresitelnosti rektifikace kruznice

Dukaz spoé¢iva v trancendentnosti ¢isla m. Naznak dukazu provedeme sporem. Ne-
cht mame zadanou jednotkovou tsecku s krajnimi body A, B o soufadnicich A =
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[0,0], B = [1,0]. Vychozi téleso bude opét téleso racionédlnich ¢isel Q. Cilem je se-
strojit usecku o délce 7, tedy bod C, C' = [r,0]. Pfedpoklad je existence nadtélesa
T,,, obsahujici ¢islo 7 a stupen rozsiteni [T,, : Q| je konecny. Z toho vyplyva, ze
rozsiteni je algebraické, a tudiz i ¢islo w. Coz je spor s trancendentnosti ¢isla 7 [15,
str. 140].

3.2.3 Naznak dikazu nefesitelnosti kvadratury kruhu

Dukaz opét spociva v trancendentnosti ¢isla 7. Dukaz je obdobny jako u rektifikace
kruznice.

Méme kruh o poloméru 1, z ¢ehoz vyplyva obsah o velikosti 7. Ctverec, ktery ma
stejny obsah, ma délku strany /7. Jak jiz bylo feceno, 7 je trancendentni, coz plati
také pro jeho druhou odmocninu. Z toho plyne eukleidovskd nekonstruovatelnost.
[5, str.455]

3.2.4 Naznak dukazu neresitelnosti trisekce uhlu

Stac¢i najit jedno konkrétni zadani, které neni teSitelné pravitkem a kruzitkem.
Napiiklad thel o = 60°, zadany body A = [0,0], B = [1,0] a C' = [, %], tedy
Ty = Q(v/3). Dokézeme, Ze nelze sestrojit bod

D = [cos(20°), sin(20°)],

ktery vznikne jako prusecik zkonstruované piimky se smérnici 20° pomoci jiného
bodu a jednotkové kruznice. Dokazeme-li, ze stupen rozsiteni

[Q(V/3, cos(20°) : Q(V3)] = 3,

muzeme pouzit stejny argument jako pro zdvojeni krychle. Uvazujeme bod C, =
[%, 0]. Je ziejmé, ze pokud umime sestrojit bod C, jsme schopni nasledné sestrojit
bod z¢ a naopak. Diky tomu muzeme opét jakozto vychozi téleso urcit téleso ra-
cionélnich ¢isel Q. Stejny postup je platny pro ostatni body F, F' viz. obrazek 3.7.
Staci tedy umét sestrojit x-ovou souradnici.

Vyuzijeme vzorce

o

cos(a) = 4 cos <%)3 — 3 cos <§> ,

ktery dostaneme snadno napf. ze vzorce pro kosinus trojndsobného tihlu (resp. pro
kosinus dvojnasobného hlu a pro kosinus sou¢tu uhlu). Po dosazeni o = 60° dosta-
neme

1
5= 4 c0s(20°)® — 3 cos(20°).

Tedy = = co0s(20°) je kofenem (po prerovnani a vyndsobeni dvéma).

1
5—4x3+3m20
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Obrazek 3.7: Konstrukce z-ovych souradnic bodu E, F'.

7

Polynom 82 —6x — 1 = 0 je vSak nad Q ireducibilni. Pokud by totiz mél koien z Q,
musel by tento kofen byt nutné z mnoziny {1, -1, %, —%, }L, —i, %, —%}. Prostym do-
sazenim vsech kandidat na kofen zjistujeme, Ze ani jeden neni kofenem uvedeného
polynomu. Cfmz jsme ukézali, ze p(z) je minimalnim polynomem (viz [15, str.135))

¢isla cos(20°) a tedy odpovidajici rozsiteni je stupné 3.
[Q (\/g, cos(20°)> :Q (\/5)} =3,

rozsiteni je tedy stupné 3, tudiz se nejedna o mocninu dvou, viz sekce 3.1.1, viz také
5, str.455].

Protoze thel 60°, ktery jsme nedokazali roztietit, je vrcholovy thel vyskytytujici
se v pravidelném Sestitihelniku, efektivné jsme také dokazali nemoznost eukleidovské
konstrukce pravidelného osmnactithelniku a tedy i devititthelniku.

3.3 Pomocné konstrukce: kolmice a rovnobézka

V této sekci se budeme zabyvat konstrukei kolmice a rovnobézky, které budou ne-
zbytné pri dalsich konstrukcich, ve kterych se jiz k nim nebudeme explicitné vracet.

3.3.1 Kolmice

Pti konstrukci vzdy zalezi na pocatecnich podminkéach. Budeme se zabyvat piipa-
dem, kdy mame zadany dva body O, A. Bodem A prolozime libovolnou ptrimku
q. Nasledné zkonstruujeme kruznici o libovolném poloméru r a sttedu v bodé O.
Prusecik kruznice k s primkou ¢ oznacime jako bod B (lze si vybrat ze dvou
pruseciki). Nésledné prolozime body A a O piimku p. Prusecik piimky p a kruznice
k oznac¢ime P. Piimka t tvorend body P, B je kolmici k piimce ¢, viz [17, str.3].
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Obrézek 3.8: Konstrukce kolmice.

3.3.2 RovnobézZka

Pro zkonstruovani rovnobézky je zapotiebi vice diléich opakujicich se konstrukei.
Pocateéni podminky jsou nésledujici: je zadan bod A a piimka g. Zkonstruujeme
kruznici k; = (A, ), kde r > | Ap|. Vznikne ndm prusecik B (zvolili jsme si jeden ze
dvou vzniklych). Konstrukei opakujeme se stejnym polomérem kruznice: ko = (B, ).
Vznikne bod C, C' = ko N q. Nyni sestrojime kruznici ks; k3 = (C,r). Diky tomu
nam vznikne bod D, D = ks N k. Ptimka p na niz lezi body A, D je rovnobézna
s piimkou ¢, viz [17, str.2].

Obrazek 3.9: Konstrukce rovnobézky.
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4 Eukleidovsky konstruovatelné mnohouhel-
niky a GauBova véta

Kapitola Konstruovatelné mnohotihelniky a Gauflova véta, jak je jiz z ndzvu patrné,

pojednava o eukleidovské konstrukci v ramei vybranych n - ihelniku z geomerického,
castecné algebraického pohledu. Na zacatku kapitoly si zavedeme Gauflovu vétu,
ktera urci, kdy je pravidelny n-thelnik eukleidovsky konstruovatelny. Dukaz této
vety je nad ramec bakalarské préace, proto nebude jeji soucéasti. Lze ho vsak nalézt
v literature, napf. v [14, str. 32].

4.1 GaulBBova véta

Otéazku eukleidovsky konstruovatelnych pravidelnych mnohothelniku vseobecné vy-
fesil Gaufl (1777-1855) nésledujici vétou, viz[10, str.179)].

Véta 4.1.1 (GauBova véta). Pravidelny n-ihelnik je eukleidovsky konstruovatelny
pouze tehdy, pokud n je cislo tvaru:

n=2"pips-pr
pricemzZ m >0 a pi,po, ..., pr Jsou ruznd Fermatova prvocisla, tj. prvocisla tvaru
F.=2" +1,
kde r € N.

Podle této véty jsou konstruovatelné pravidelné mnohothelniky, které muzeme
podle vlastnosti rozdélit do nékolika skupin, viz tabulka 4.1. Zejména to je pét n-
uhelniku, kde n je jedinych pét znamych Fermatovych prvocisel. To jsou

Fo=3, F1 =5 F=17, F3=2357, a F;=065537,

tedy pro r = 0,1,2,3,4. (Zédné dalsi Fermatovo prvocislo neni znamo. Nevi se,
zda existuje.) Tato skupina mnohothelniku, jejichz pocet vrcholu je prvociselny,
je dulezitd, protoze mohou slouzit jako stavebni kameny pro konstrukeci dalsich,
které mohou vznikat zdvojnasobenim poctu vrcholu ¢ ,souc¢inem® nesoudélnych
lichotihelnikt, podrobnéji viz sekce 6.

Dale je to dvacetsest lichotihelnikt, tvorenych souc¢iny vSech moznych kombinaci
fermatovych ¢isel, predstavujici pocet vrcholu n-ihelniku.
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Tabulka 4.1: Kategorizace n-tithelniku

Skupiny n-tihelnikt | Konkrétni n-uhelniky

kde n je prvocislo 3,9, 17, 257, 65537

kde n je soucin dvou, | 15, 51, 85, 771, 1285, 4 396,
196611, 327685, 1114129, 16 843 009

i, 255, 3855, 13107, 21845, 983 055, 3 342 387,
5570645, 50529 027, 84215 045, 286 331 153
Ctyf, resp. 65535, 16 711935, 252645 135, 858 993 459, 1431 655 765

péti lichych prvocisel | 4294967 295

¢tyftuhelnik (¢tverec) |4

malé sudodhelniky 6,8, 10, 12, 16, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 60, 64, 63, 30, 96, . ..

Do skupiny n-tthelniki, které lze sestrojit (viz 4.1) patif také c¢tyitihelnik. Ctyfi-
helnik je specidlni tim, Ze nepati{ ani do jedné skupiny, nebot n = 4 je sloZené &fslo,
soucasné ho vsak nelze vytvorit zdvojnasobenim vrcholu ¢i sou¢inem nesoudélnych
lichobézniku. Tento fakt je ztisobeny tim, ze n-tithelniky uvazujeme pro n > 3. Dukaz
toho, ze se jedna zaroven i o podminku nutnou, vytvoril az v roce 1837 francouzsky
matematik Pierre Wantzel (1814-1848)([10, str. 180]).

Posledni skupinu tvori malé sudotuhelniky. Malé sudouhelniky je skupina mnoho-
uhelniku, které lze vytvorit zdvojnasobenim vrcholu. Je ziejmé, ze lze induktivné
vytvaret stale nové n-thelniky timto zptusobem. Z c¢ehoz vyplyva, ze jich je ne-
konecné mnoho.V tabulce 4.1 jsou vypsany pouze nékteré n-uhelniky.

4.2 Co znamena konstruovat pravidelny n-uhelnik?

Konstruovat pravidelny n-tihelnik znamena sestrojit n bodu jednotkové kruznice,
které jsou pritazené k c¢islum, které splnuji rovnici 2" — 1 = 0, tj.

Z1=z=cos|— | +1sm|—
n n
2 2
2o = 22 = COS (Z—W) + 1 sin (Q—W)
n n
Zp =2 =cos|{n— | +1sm|n—
n n

Z toho vyplyva, ze sestrojeni pravidelného n-thelnika znamend najit koten rovnice
z, — 1 = 0. Jeden kofen je ziejmy. Jednd se o kofen 1. Proto se jedna o urceni n — 1
kotent rovnice

2" —1

] =" 22+ 1=0 (4.1)
Z_
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Rovnice je znama, jako rovnice déleni kruhu. Uhel je mozné eukleidovsky rozpilit,
zdvojnasobit. Proto z pravidelnych n a 2n-ihelniku jsou eukleidovsky konstruova-
telné bud oba nebo ani jeden [18, str. 101].

Nutno zminit, ze neni mozné sestrojit pomoci eukleidovské konstrukce jakykoliv
mnohouhelnik bez odchylky. Vhodnym ptikladem neptesné konstrukce je konstrukce
sedmithelniku. Proto se konstrukce sedmiuhelniku, jak jiz bylo zminéno, neradi mezi
eukleidovské konstrukcee.

4.3 GauBiv teoreticky vypocet konstrukce n-uhelniki

V ramci této sekcee si predstavime GauBovu metodu (viz [16, str. 543-557]) hledani
strany korene pravidelného eukleidovsky konstruovatelného mnohothelniku, jehoz
pocet vrcholu je prvociselny. Jednd se také mimo jiné o metodu ovéreni konstruo-
vatelnosti mnohothelniku. K vysvétleni této metody budeme potiebovat radu vét a
definic, na které se budeme nasledné odkazovat.

4.3.1 Uzite¢né definice a véty

Nejprve si pripomeneme pojem Eulerovy funkce znamé z algebry, viz napi. [7, str.
14], nebo [15].

Definice 6 (Eulerova funkce). Necht je m prirozené éislo vétsi nez jedna, m € N,
m > 1. Pocet vsech prirozenych cisel nesoudélnych s m, kterd jsou mensi nebo rovna
m, znacime o(m), tj.

e(m)=HaeN : a<m, ged(m,a) = 1}|.
Funkci p(m) tikame FEulerova funkce.

Symbolem ged(m, a) pritom znacime nejvétsi spoleény délitel (greatest common
divisor) ¢isel m a a. Pojem cyklické grupy je opét zndmy ze zakladniho kurzu algebry,
viz napf. [12, str. 59], nebo [15].

Definice 7 (Cyklicka grupa). Necht G je grupa s bindrni operaci - a neutrdlnim
prvkem 1. Jestlize existuje g € G tak, Ze

G:{gk c keZ}, kde =gt P =1,

coz schématicky znacime G = (g), pak se grupa G nazjva cyklicka. Pruek g nazijvame
generdtorem cyklické grupy G.

Ptipomenme, Zze mnozina vsech ¢isel a, a < m nesoudélnych s m, zpravidla
znacend Z!, tvoii grupu vzhledem k operaci nasobeni modulo m, viz [15]. Ziejmé
|Z,| = ¢(m). Radem ¢isla @ modulo m, a € Z7,, pak nazyvame takové nejmensi
kladné prirozené cislo r, pro které plati

a =1 modm.
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Jazykem grup je tedy r velikost cyklické grupy (a), tj. r = |(a)|, podgrupy Z:,, kterou
generuje praveé a. Nyni jiz muzeme zavést prvni dulezity pojem tzv. primitivni kofen,
viz [4, str. 42].

Definice 8 (Primitivni koten). Necht m € N. Celé éislo g € Z, ged(g,m) = 1
nazveme primitivnim korenem modulo m, pokud je jeho rdd modulo m roven p(m).

Alternativné, jazykem grup muzeme Tici, ze ¢ je primitivni koren modulo m
pravée tehdy, kdyz je generdtorem ZF , nebot |(g)| = ¢(m) = |Z%,].

Nésledujici tii véty na sebe navazuji a prevzali jsme je z [4, str. 41-48], kde se
mimo jiné nachazi i jejich dukazy.

Véta 4.3.1 (O existenci primitivniho kotene). Necht m € N, m > 1. Primitivni
koreny modulo m existuji, pravé tehdy kdyz

me {2, 4,0, %'},
kde p je liché prvocislo a ¢ € N.

Véta 4.3.2. Necht p je liché prvocislo a ¢ > 1. Necht m je rovno p° nebo 2p.
Uvazugme ddle prvociselny rozklad

om)=q"-q*,  @a#q pro iF]

Cislo g € Z, ged(m, g) = 1, je primitivnim korenem modulo m prdvé tehdy kdyz
nespliuje Zadnou z kongruenci

p(m) p(m)
g a1 =1 modm, ,g % =1 mod m.

Véta 4.3.3. Necht p je liché prvocislo, g je primitivni koren modulo p*, ¢ € N. Pak
liché z ¢isel g, g + p* je primitivni koren modulo 2p°.

Nakonec poznamenejme, ze symbolem
a| ={x €Z : a=2 mod m}

budeme znacit mnozinu vSech ¢isel navzajem kongruentnich modulo m.

4.3.2 Struény naznak GauBova teoretického vypoctu konstrukce
n-uhelniku

Jak jiz bylo v predeslé kapitole naznaceno, mame-li sestrojit pravidelny n-uhelnik
o n stranach, musime nalézt kofeny rovnice 2z — 1 = 0. Kofeny této rovnice budou
predstavovat n vrcholu pravidelného mnohothelniku, jez budou lezet na jednotkové
kruznici se stfedem v pocatku soustavy souradné, tedy v nasem piipadé v bodé
A =0,0]. Vzhledem k tomu, Ze jednim z kofenu této rovnice je &g = 1, bude mit
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jeden z vrcholu pravidelného mnohothelniku souradnice bodu B = [1,0]. Puvodni
rovnici muzeme tedy upravit, jak jiz jsme udélali v minulé kapitole
2" =1

: =l 224241 =0.
Z—

Nyni tedy budeme pracovat s rovnici

4T+ P2+ 1 =0, (4.2)
jejiz koteny oznacime €1, €9, - - - £,,, pro které plati, ze ¢islo oznaceni v indexu je stejné
jako exponent kofene £, tedy e; = ¢!, ey = €2, -+ , g, = ™. Daldim velice dulezitym

vztahem mezi koteny je
e e =1,

Kofeny rovnice 4.2 lze zapsat pomoci Moivreovy véty do tvaru

27
e = cos(kl) + i sin(k6), 0=—, k=1,2,---,n.
n
Nyni se dostdvdme ke GauBovu teoretickému vypoctu. Necht je w je mnozina
véech kofenti rovnice 4.2, potom w se bude shodovat s prvky ¢, &2, .., e(=De kde
e je libovolné celé ¢islo takové, ze neni délitelné ¢islem n. Rovnici (4.2) 1ze pak zapsat
jako
(z—e%)(z—e%)--- (2 — e Dey = 0.

GauB pro zjednoduseni pouziva znaceni £*, kde A je celé éislo. Ke GauBlovu teore-
tickému vypoctu déle potiebujeme znat primitivni koten g. Pokud je g primitivnim
kofenem modulo n, potom ¢isla

9°g' g
budou kongruentni ¢islum
1,2,--n—1
modulo n.
Tedy koteny
[1]7 [g] T [gn72]

se shoduji s prvky mnoziny w a ze stejného duvodu se budou shodovat

[)‘]7 P‘g] 7[)".9”_2}7

kde A je libovolné celé ¢islo, které neni délitelné ¢islem n.

Postup, jakym Gaufl konstruuje feseni je rozdéleni korenu do tzv. period, resp.
souctu koreni, ve kterych je kazdy nasledujici prvek tvoren soucinem primitivniho
kotene g a predeslého prvku a posledni prvek v sou¢tu po vynasobeni primitivnim
korenem g je znovu vysledkem prvniho prvku.
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Pokud e je délitelem ¢isla n — 1, potom polozime n — 1 = f - e, kde f je pocet
korenu v periodé, ¢g¢ oznacime h. Potom soucet f takovych kotfenu je

(L= +[N A -+ [N A

Mnozina kofenu (f, \) se pravé onou periodou.

Gaufl mimo jiné vymezil vlastnosti téchto period, tzn. jestlize f =n —1, e =1,
potom se perioda (f, 1) bude shodovat s w. Ve zbyvajicih piipadech se bude w skladat
z period

(£, 1), (f.9), (f,9%), - (frg"h).

Z toho duvodu budou tyto periody navzajem ruzné a kazda podobna perioda (f, \)
se bude shodovat s jednou z téchto period v ptripadé, ze X\ patii do w a zaroven jak
jiz bylo zminéno, neni délitelné cislem n.

Pokud jen—1=a-b- ¢, potom perioda (b-c, A) se skladd z b period (¢, \), tedy

(b-c,N) = (e, )+ (6, A g) + (X -g%) + -+ (e, A - g*), (4.3)

Jestlize se tedy ¢islo n — 1 dé rozlozit na soucin prvocisel «, 5, v atd., jejich pocet
oznacime v, potom urceni korene rovnice 4.2 zredukujeme na feseni v rovnic stupné
a, 3,7 atd. Prvni perioda obsahuje 2=t = r prvki. Druh4 perioda pak obsahuje

7;;51 = s, pricemz h = ¢"°. Nasledujici perioda potom o%ly prvku a h = ¢"*¢, atd.

4.4 Ukazka vypoctu na konkrétnim prikladu konstruk-
ce sedmnactiuhelniku

Vezméme si jako piiklad sedmndctithelnik, rovnice (4.2) bude tudiz ve tvaru
o+ P+t +1=0.

Tedy n — 1 = 2%, Je patrné, ze ziskdme ¢tyii kvadratické rovnice. Podivejme se nyni
na primitivni kofen (viz definici 8) modulo 17. Cislo 17 je prvoéislo. Tedy podle véty
4.3.1 existuje primitivni kofen. Nejdiive spocitejme Eulerovu funkei (viz definici 6)
pro ¢islo 17. Ziejmé

©(17) = 16 = 2*.

Nyni podle véty 4.3.2 vime, ze pro primitivni kofen g musi platit
¢®#1 mod 17.

Nyni vyzkousime ¢isla od 1 do 16 s tim, ze ovérime, zda plati ¢i neplati tato kon-
gruence, dokud nenalezneme g takové, pro které tato kongruence plati.
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4.4.1 Hledani primitivniho kofene

Pokud za g dosadime ¢islo 2 dostaneme

28 -1

28 =1 mod 17 nebot Tai 15.

Z toho plyne, Ze 2 neni primitivni koten. Pro ¢islo 3 vSak jiz kongruence plati
3% £ 1( mod 17).

Primitivnim kofenem modulo 17 je ¢islo 3, jinymi slovy mocniny ¢&isla 3 jsou mo-
dulo 17 kongruentni s ¢isly 1,2,--- 16, neboli generuje celou cyklickou grupu in-
vertibilnich prvka modulo 17. Nejmensi kladné zbytky mocnin ¢isla 3 modulo 17
jsou uvedeny v tabulce 4.2. V prvnim tadku tabulky jsou exponenty mocnin trojky,
ve druhém mocniny, ve tretim jiz zminéné nejmensi kladné zbytky.

Tabulka 4.2: Nejmensi kladné zbytky mocnin ¢isla 3 modulo 17.

14 0 1 2 3 4 5 6 7
gf 30 31 32 33 34 35 36 37
mod 17| 1 3 9 10 | 13 5 15 11

14 8 9 10 11|12 13 14 15
gf 38 39 310 311 312 313 314 315
mod 17 | 16 14 8 7 4 12 2 6

4.4.2 Rozdéleni period

Periodu (16,1) zapiseme jakou souc¢et mocnin ¢isla 3 mod 17
(16,1) = [1]+[3]+[9]+[10]+[13]+[5]+[15]+[11]+[16]+[14]+[8]+[7]+[4]+[12]+[2]+[6].

Nésledné dle 4.3 zapiseme periodu (16, 1) na dvé periody (8, \), nebot plati n —1 =
a-b-c=1-2-8

(16,1) = (8,1) + (8,1-3") = (8,1) + (8,3).

Z definice pro periodu zjistime e: 16 = f-e = 8-2, je h = ¢° = 3> = 9. Periody
(8,1) a (8,3) muzeme pak zapsat jako soucty kotent

=[1]+]

= [1] + [9] + [13] + [15] + [16] + [8] + [4] + [2],
(8,3)=[3]+[3-9+[3-95]+[3-9°]+[3-9% +[3-9°] +[3-9°+[3-97],

= [3] 4+ [10] + [5] + [11] + [14] + [7] + [12] + [6].
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Nésledné postup zopakujeme. Tedy periody (8,1) a (8,3), kde h = 32, rozepiSeme
na soucty,

(8,1)=(4,1)+ (4,1-9) = (4,1) + (4,9),
(8,3) = (4,3) + (4,3-9) = (4,3) + (4, 10).
Pro periody (4,1), (4,9), (4,3), (4,10) je g = 3* = 13 mod 17. Dostaneme tedy
(4,1) = [1] + [13] + [13?] + [13%] = [1] + [13] + [16] + [4],
(4,9) =1[9] +[9-13] +[9-13*] + [9- 13°] = [9] + [15] + [8] + [2],
(4,3) = [3- 1]+ [3-13] +[3- 13} + [3- 13%] = [3] + [5] + [14] + [12],
4,10)

Tedy
(4,1) = (2,1) + (2,13),
(4,9) = (2,9) + (2,15),
(4,3) = (2,3) +(2,9),
(4,10) = (2,10) + (2,11).

(2,1) = [1] + [16], (2,3) = [14] + [3],
(2,13) = [4] + [13], (2,5) = [5] + [12],
(2,9) = [8] + [9], (2,10) = [7] + [10],
(2,15) = [2] + [15], (2,11) = [6] + [11]

4.4.3 Vlastni feseni

Ve chvili, kdy jsme nalezli kofeny, je nutné sestavit kvadratické rovnice. Tedy prvni
dvé periody si oznacime (8,1) = x1, (8,3) = 3 a prepiSeme s koteny &1, ¢s, ..., £16.

T1=€1+6& +teE13+¢€15+ €16+ s+ €4+ €,
To =¢€3+ €10 +tes+¢E11+E1at 7+ 12+ 6.
S vyuzitim Moivrovy véty muzeme soucty kofenu zapsat ve tvaru
e + €17k = 2cos(kb), k=12, 16.
Nyni si tedu muzeme rozepsat x; a xo takto
x1 = 2(cos(0) + cos(26) + cos(46) + cos(80)),
xg = 2(cos(36) + cos(56) + cos(66) + cos(76)).
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Sectenim xy a x9 ziskdme —1, tedy
T+ To = —1.

Vynésobenim a upravenim soucinu s vyuzitim znalosti, ze € a €'"* jsou symetrické
vzhledem k realné ose, ziskame —4, tj.

r1 Xy = —4.

Z téchto vztahtu pomoci Vietovych vzorcu dostaneme kvadratickou rovnici
P+t —4=0.

Protoze ;1 > 0, tedy x1 > x5, kofeny kvadratické rovnice tedy jsou

-1+ 17 —1—17
rn=—" a Ty = ———.
2 2

Ctyfprvkové periody zapiseme stejnym zptisobem, tedy
T11 = €1+ €13 + €16 + €4 = 2(cos(#) + cos(40)),
T12 = €9 + +€15 + €5 + €2 = 2(cos(20) + cos(80)),
Tg1 = €3+ €5 + €14 + +e12 = 2(cos(36) + cos(56)),
Too = €19 + €11 + €7 + €6 = 2(cos(66) + cos(76)).

Z téchto rovnosti snadno odvodime, ze x;; > x12 a 37 > T29. Proces opakujeme,
konkrétné

Ty =211 +T12 a T T2 = —1,
Tog = To1 + T2 a Toq - Top = —1.
Dostaneme tedy dalsi dvé kvadratické rovnice
t?+z,-t—1=0,
P+ xy-t—1=0,

Jejich sec¢tenim ziskame koteny

T+ /23 +4 T — /2t +4
2

T11 =

’ ’ 2
_ mytn/r3+4 _my— /a3 +4
Ty =g A @y = o

Co se tyce dvojclennych period, tak tam nam staci vybrat si vybrat pouze jednu

T111 = €1+ €16 = 2cos(h),

X112 = €13 + ey == 2(308(46),
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kde

T111 + T2 = 11 a T11,1°T1,1,2 = Ta1-

Vime, Ze x111 > 21,12, sestavime tedy kvadratickou rovnici
2 _
t — 1,1 't+.’L‘271 = 0.

Nyni nam staci vyjadrit si pouze jeden kofen, napi. z; 1, tj.

2
Ty + /21y — 4T,

2

T11,1 =

4.4.4 Zavérecny vztah

Diky tomu, ze cos(f) = 4, dostdvame velikost cos(f), konkrétne

21 1
COS(1_7> —1—6-(—1+\/1_7+\/34—2\/ﬁ

+\/68+12\/ﬁ—16\/34+2\/ﬁ—2(1—\/1_7) 34—2\/ﬁ>.

Je patrné, ze cos(?—;r) opravdu je konstruovatelné ¢islo, nebot vyraz, kterému se rovnd
se skldada pouze z racionalnich operaci a z druhé odmocniny.
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5 Konstrukce vybranych pravidelnych mno-
houdhelniki

V této kapitole si ukazeme kontrukce nékterych konkrétnich n-tihelniku. 7 euk-
leidovsky konstruovatelnych n-tithelniki vybereme ty nejznaméjsi a ovérime jejich
eukleidovskou konstruovatelnost.

5.1 Rovnostranny trojuhelnik

Vlastnosti trojuhelniku podstatné zavisi na geometrickych vlastnostech roviny, ve
které se nachazi. Zakladni vlastnosti trojihelniku v eukleidovské roviné je rov-
nost souc¢tu vnitinich thla trojuhelniku 180°. Specidlnim piipadem trojihelniku
je trojuhelnik rovnostranny, jenz ma vSechny tii strany shodné. Konstrukce rovno-
stranného trojihelniku byla znama jiz v starovékém Recku [6, str.46].

k k
2 c 1

Obrazek 5.1: Konstrukce rovnostranného trojuhelniku.

Diikaz. 7 konstrukee je patrné, ze pro vrcholy A, C' trojihelniku plati: (A A C) €
ki1(B,|CB|) = |AB| = |BC|. Stejné tvrzeni plati pro uhly B, C: (B A C) €
ka(A,|ABJ). Viechny strany jsou tedy stejné délky. Z toho vyplyvé, ze trojihelnik
je rovnostranny. O

5.2 Ctverec

Presnou konstrukci pravidelného ctytihelniku lze nalézt v jiz zminénych Euklei-
dovych zakladech. My tu ale predvedeme dvé konstrukce pozménéné dle zadéni,
které jiz zname ze zakladni Skoly. Zadani ulohy: Jsou zadany dva body, jez jsou
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vrcholy ¢tverce. Ctverec zkonstruujte. V rameci této tlohy rozebereme dvé moznosti
zadani.

[. Zminéné vrcholy jsou vrcholy nélezici stejné strané. Oznacme si je jako vrchol

A a vrchol B.

Pti konstrukci vyuzijeme predchozi konstrukci rovnostranného trojihelniku. Nary-
sujeme rovnostranny trojihelnik ABP. Nasledné provedeme konstrukci kruznice se
sttedem P s polomérem rovnym vzdélenosti bodu P od A. Povedeme poloprimku
AP. Prisecik polopifmky s kruznici oznacime O. Usetka BO je kolmé na tsecku
AB.

Obrazek 5.2: Konstrukce ¢tverce.

Prusecik kolmice a kruznice ko; ko = (B, |AB|) ozna¢ime C'. Nésledné zkonstru-
ujeme kruznici ks; ks = (C, |C'B|). Tim na vznikne hledany vrchol D; D € ky U ks.

Obrazek 5.3: Konstrukce étverce.

Diikaz. Nejdiive ukazeme shodnost vnitinich thlu zkonstruovaného ctverce. Je pa-
trné, ze ndam z konstrukce plyne, ze ithel £ ABC' je tithlem pravym. Nasledné ovérime
zbyvajici dhly. Uhly £ BAD a £ BC'D mohou byt tihly ostré, tupé nebo pravé. Ditkaz
provedeme pro thel L BAD. Uhel £BCD se v tomto pripadé, diky konstrukei, do-
kazuje obdobné. Pokud by byl tihel |{ BAD| < 90° = |{BAD| + |{ABC| < 180°.
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= 3P;|{PAB| + |{ABP| + |{BPA| = 180° Coz je spor, nebot AD || BC. Z toho
plyne, ze |[{BAD| = 90° A |{BCD| = 90°. Stejnym zpusobem lze ovérit posledni
vnitin{ thel LADC'. Z toho plyne |£ADC| = |{BAD| = |{ABC| = |£BCD]|. Nyni
ovéfime shodnost stran, coz je nezbytné v piipadé ¢tverce. A € ky (B,|AB|) ANC €
ko (B,|AB|) = |AB| = |BC|;B € k1 (A,|AB|)A\D € ki (A, |AB|) = |AB| = |AD].
|KADC| = |ABAD| = |{ABC| = |{BCD| A |AB| = |AD| = |BC| = |CD| =
|AB| = |AD| = |BC|. Sestrojeny ctyftuhelnik je skutecné ctverec. O

I1. Zminéné vrcholy jsou vrcholy nélezici jedné libovolné hlopfticce ¢tverce. Na-
piiklad si vezméme vrcholy, které oznacime jako vrchol A a vrchol C. Zkon-
struujeme tusecku E'F jakozto osu tusecky s vyuzitim znalosti eukleidovské kon-
strukce kolmice. Nésledné zkonstruujeme kruznici ks; k3(S,|SC|). Pruseciky
kruznice k3 a usecky E'F oznacime C, D, tedy vrcholy ctverce.

Obrazek 5.4: Konstrukce étverce.

Dukaz. 7 konstrukce plyne, ze se thlopticky c¢tyitihelniku navzajem puli a sviraji
spolu pravy thel. Tuto vlastnost ma pouze dva geometrické utvary, tzv. ¢tverec a
kosoctverec. Navic je z rysu patrné, ze ¢tyrihelnik je vepsan kruznici, coz vylucuje
moznosti kosoctverce. Z toho vyplyvd, ze dany ctyithelnik je skuteéné ¢tverec. [

5.3 Pravidelny pétithelnik

Stejné jako trojihelnik a ¢tverec, je pétiuhelnik znamy jiz ze spisu Eukleida. Pra-
videlny pétithelnik byl populdrni jiz z dob antického Recka v odvétvi matematiky,
mystice, symbolice pythagorejcu, ale také v umeéleckych odvétvi. Byl od néj od-
vozen pentagram. Duvodem, pro¢ byl pétithelnik takto uctivan, je zejména to,
ze pétithelnik v sobé nese zlaty tez. Pomér délek uhlopticky a strany je roven
zlatému tezu, navic ihlopiicka, protina druhou tak, ze délky vzniklych ¢asti jsou
opét v pomeéru zlatého fezu. Eukleides vylozil konstrukei pravidelného pétitthelniku
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ve ¢vrté knize Zakladu (viz [6, 135]). Ackoliv je tento postup matematicky ele-
gantni, tak neni pifli§ prakticky, nebot je zaloZen na dlouhé fadé vét. Nicméne
existuje cela fada jednoduchych postupu pro sestrojeni pravidelného pétithelniku,
které jsou k vidéni napf. v knize [17, str. 34]. My si predstavime konstrukei, kterd
je nam znama jiz ze zakladni, popiipadé stiedni skoly.

5.3.1 Ovéreni konstruovatelnosti desetithelniku a z ného vyply-
vajici konstruovatelnost pétithelniku
Diukaz. K ovéreni, zda je pétithelnik mozné sestrojit eukleidovsky vyuzijeme jiz
zminénou rovnici 4.1. Dosazenim n = 5 dostavame:
A B2 +1=0

Rovnici tesime klasickym zpusobem. Tedy fesime ji jako reciproké rovnice. Tedy

vynasobime strany vyrazem z~ 2.

(ZP+2)+(z+2zH)+1=0.

Nynf pouzijeme substituci (2+271) = y. Po substituovani ziskdme (2?+272) = y*—2.
Dosazenim do rovnice vytvoiime kvadratickou rovnici: y? 4+ —1 = 0. Pokud y = a9

je velikost strany pravidelného desetithelnika vepsaného do jednotkové kruznice,
tehdy:

aw:l(\/g—l).

2
Tento vyraz je eukleidovsky konstruovatelny. Z toho plyne eukleidovska konstruo-
vatelnost desetitthelniku a pétitihelniku. ]

5.3.2 Konstrukce pétiuhelniku

Doposud jsme méli eukleidovské konstrukce jednotlivych geometrickych utvaru za-
dany dvémi body, jakozto vrcholy jedné strany, ptipadné vrcholy dhlopticky. Od
této konstrukce pocinaje, se budeme pti konstrukei n-tthelniku opirat o jednotkovou
kruznici, na niz budeme postupné nanaset body.

Prvnim krokem bude konstrukce kolmice, ktera je podrobné popsana v sekci
3.3.1. Diky této konstrukeci ziskdme bod C, jez bude nezbytny pro dalsi postup
konstrukee (obrazek 5.5). Nasledné zkonstruujeme kruznici ks; k3(A, |AS|). Tim ndm
vznikne bod E; E € kUk5. Déle zkonstruujeme Sy; |S1A| = $|AS|. Tim ndm vznikne
bod G; G € AB U k4. Velikost tsecky C'G je rovna velikosti strany pétituhelniku
vepsaného do kruznice k. Déle se o usec¢ce GC budeme zminovat jako o tsecce as
(obrézek 5.6). Poslednim krokem bude nanaseni poloméru kruznice rovnému velikosti
usecky as na kruznici k, ¢cimz ziskdme vrcholy pétithelniku (obrazek 5.7).

5.4 Pravidelny Sestithelnik

Dalsim neméné zajimavym n-thelnikem je Sestitithelnik. Eukleidovsky ho lze zkon-
struovat vice nez-li jednim zpusobem. V sekci 6.1 si vysvétlime konstrukei pomoci
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Obrazek 5.7: Konstrukce pétithelniku (krok 3).
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zdvojeni thlu trojihelniku. V této sekci se podivame na eukleidovskou konstrukei,
ktera se jiz uci na zakladni skole.

5.4.1 Konstrukce pravidelného Sestithelniku

Méjme libovolny polomér kruznice dany dvémi body, tj. stftedem S a bodem D.
Sestrojenim kruznice k; k = (5, |SD|) a sestrojenim polopfimky p, tj. polopiimka
— DS, ziskdme prusecik A; A = kNp. Sestrojme kruznici ky = (A, |AS|). Pruseciky
téchto dvou kruznic nazveme B a F'; BAF' € kNky. Postup zopakujeme s kruznici ky;
tzn. ke = (D, |DS]). Pruseciky téchto dvou kruznic nazveme C' a E; C A E € kN k.
Body A, B,C, D, E, F jsou vrcholy pravidelného Sestitthelniku, viz [6, str.139].

Obréazek 5.8: Konstrukce Sestitthelniku.

5.4.2 Dikaz konstrukce pravidelného Sestitihelniku

Diukaz. K dukazu pouzijeme shodnost trojiuhelniku. Muzeme tvrdit, ze trojuhelniky
SAB a ASF jsou rovnostranné. Vyuzitim véty o vnitinich thlech trojihelniku je
velikost kazdého vnitinfho thlu rovna 2%, Jelikoz plati |AF| = |AB|, podle véty sss
jsou oba trojihelniky shodné a tim i jejich vnitini hly. Vzhledem k tomu, Ze plati
rovnost |LFSC| = [AFSA|+ |£ASB| + |£BSC|, s tim, ze [{FSC| = 2R. Z toho
plyne 2 = |[{FSA| = |[{ASB| = |4BSC|. O

5.5 Pravidelny patnactiuhelnik

Posledni pravidelny mnohotuhelnik, ktery byl schopen Eukleides sestrojit pouze po-
moci pravitka a kruzitka byl pravé zminény patnactitihelnik. U této konstrukce se
vyuziva znalost konstrukce dvou nesoudélnych lichoihelnikii, nebot pocet vrcholi
konstruovaného mnohotihelniku je roven souc¢inu vrcholtu nesoudélnych lichobézniku.
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5.5.1 Konstrukce pravidelného patnactithelniku

Vyzijeme jiz vySe zkonstruovatelného pétithelniku A; As A3 A A5, kterému je kruz-
nice k opsana. Nasledné zkonstruujeme trojuhelnik BB, Bs, kruznici k£ vepsany,
jehoz vrchol By je totozny s vrcholem A; pétidhelniku (obrazek 5.9). Kazdy ob-

Obrazek 5.9: Konstrukce patnactithelniku (krok 1).

louk kruznice k ohrani¢eny vrcholy trojihelnika B; B By bude rozdélen na pét ¢asti.
Pro oblouky ohrani¢ené pétitthelnikem plati obdobné tvrzeni. Tedy kazdy oblouk
ohraniceny pétithelnikem A;A;A3A4As bude rozdélen na tii ¢éasti. Oblouk A;As
bude rozdélen na Sest casti a oblouk A; B; na pét ¢asti. Z toho je patrné, ze oblouk
B A; bude strana patnéactithelniku. Nyni kdyz zname délku strany, muzeme euklei-
dovsky zkonstruovat zbyvajici vrcholy patnéctitihelniku (obrazek 5.10). Postupnym

Obrazek 5.10: Konstrukce patnactithelniku (krok 2).

nanasenim vzdalenosti rovné délce strany patnactitithelniku po obvodu kruznice, jsme
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ziskame zbyvajici vrcholy. Spojime-li nésledné vrcholy, ziskame hledany obrazec
(obrazek 5.11); viz [6, str.141].

Obrazek 5.11: Vysledny patnactithelnik.

5.5.2 Naznak dikazu konstruovatelnosti pravidelného patnacti-
uhelniku

Naznak dukazu konstruovatelnosti pravidelného patnactitthelniku nalezneme v sekci
6.3.

5.6 Pravidelny sedmnactiihelnik

V této sekci se budeme zabyvat konstrukei pravidelného sedmnéctiihelniku, jez
patii mezi pracnéjsi konstrukce. Nejdiive provedeme ovéreni konstruovatelnosti a
nasledné zkonstruujeme pravidelny sedmnéctiihelnik metodou Lowryho konstrukce
viz literatura [14, str. 47].

Oveéreni konstruovatelnosti sedmnactithelniku jsme detailne probrali v sekci 4.3,
ve které jsme studovali Gauffuv teoreticky vypocet ovéreni konstruovatelnosti n-
uhelniku obecné, konkrétné jsme ho v sekci 4.4 ilustrovali praveé na sedmnactithelniku.
Ptejdeme tedy piimo ke konstrukei.

5.6.1 Konstrukce pravidelného sedmnactiahelniku

Meéjme libovolny polomér kruznice dany dvémi body, tj. sttedem O a bodem B. Se-
strojenim kruznice k; k = (O, |OB|) a sestrojenim polofimky p;, tj. polopiimka OB,
ziskame prusesik Ay; A7 = kN p;. Bodem O vedeme kolmici k prumeéru kruznice,
ktera nam protne kruznici £ v bodé C'. Na poméru OB sestrojime bod D tak, ze
|OD| = £ |OB| (obrézek 5.12). Na poloméru OC' sestrojime bod @Q tak, ze [0Q| =
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Obrazek 5.12: Konstrukce sedmndctithelniku (krok 1).

5 |OC|. Nésledné sestrojime body E, F. Plat{ |DQ| = |DE| = | DF|. Pouzijeme tedy
kruznici a = (D, |DQ)|). Pruseciky kruznice a a pruméru AB jsou ndmi hledané body
E, F (obrazek 5.13). Dale sestrojenim kruznice b = (F,|FQ)|) ziskdavame prusecik

Obrazek 5.13: Konstrukce sedmndctithelniku (krok 2).

s useckou AB, ktery ozna¢ime H. Prusecik kruznice ¢ = (F,|EQ|) s useckou
AB, ktery oznacime (. Vyuzitim eukleidovské véty o vysSce sestrojme bod K,
ktery spliuje vztah |OK| = /|OH]|-|OQ)|. Pfeneseme si bod () na polomér OB
s konstantni vzdalenosti od stfedu O. Oznac¢ime ho Q1. Nyni sestrojime Thaletovu
kruznici t nad prumérem H(@);. Prusecik ¢ s polopiimkou OC' je nami hledany bod K
(obrazek 5.14). Bodem K vedeme rovnobézku s s prumérem AB, kterd se ndm protne
s kruznici, kterd je sestrojend nad prumérem OG. Prusecik oznacime M (obrazek
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Obrazek 5.14: Konstrukce sedmndctithelniku (krok 3).

5.15). Bodem M vedeme opét rovnobézku s;, tentokrat se sdruzenym prumeérem,

Obrazek 5.15: Konstrukce sedmndctithelniku (krok 4).

tedy s polopiimkou C'O. Prusecik s; s k je bod A,. Velikost usecky A;As je rovna
velikosti strany pravidelného 17-tthelniku vepsaného do nami zvolené kruznice k
(obrazek 5.16). Postupnym nandsenim vzdalenosti rovné délce strany pravidelného
sedmndctiihelniku po obvodu kruznice, ziskdme zbyvajici vrcholy (obrazek 5.17).
Spojime-li nalezené vrcholy, ziskdme hledany obrazec (obrézek 5.18).
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S1

Obrazek 5.17: Konstrukce sedmnéctithelniku (krok 6).

Obrazek 5.18: Vysledny sedmnéctitihelnik.
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6 Pomocné konstrukce p¥i konstrukci n-uhel-
niku

Nékteré n-tthelniky je mozné elementarné zkonstruovat pomoci eukleidovské kon-
strukce (napt. 3, 4, 6, ...). Z kapitoly 4 jiz vime, ze Carl Friedrich Gauf} obje-
vil postacujici podminku pro konstrukeci pravidelného n-thelnika.V této podkapi-
tole se zamérime na dalsi mozné konstrukce n-tthelniki pomoci jiz narysovanych
mnohouhelnikta. Pri konstrukci tedy budeme vychazet z mnohoihelniku, které jiz
umime zkonstruovat. Timto zpusobem muzeme rysovat v podstaté neomezené mnoz-
stvi mnohothelniki.

6.1 Zdvojeni poctu vrcholl aneb konstrukce (2n)-thel-
nika, kde n je liché

Jiz ze zakladni skoly vime, ze vrcholy pravidelného trojihelniku lezi na kruznici
opsané. Tento elementarni poznatek lze vyuzit pti zdvojeni poc¢tu vrcholu pravi-
delného n-thelniku. Z ¢ehoz plyne, ze pokud jsme schopni narysovat n-uhelnik,
jsme také schopni velice jednodusse zkonstruovat 2n-tihelnik. Predvedeme si to na
nasledujicich prikladech.

Jako priklad pro konstrukci m-uhelnika, ktery m&a dvojnasobny pocet vrcholu
nez-li n-ihelnik, z kterého pii konstrukeci budeme vychéazet a jenz ma lichy pocet vr-
cholu, zvolime trojuhelnik. Z konstrukce je patrné, jakym zpusobem pouzivame vyse
zminénou vlastnost pravidelného trojuhelniku. Pro konstrukci Sestitthelniku nam
postaci nalézt osy stran rovnostranného trojihelniku. Vrcholy Sestithelniku tvofti
jednak vrcholy rovnostranného trojuhelniku, zbylé vrcholy vznikly jako pruseciky
kruznice opsané a os stran trojuhelniku.

6.2 Zdvojeni poctu vrcholii aneb konstrukce (2n)-tihel-
nika, kde n je sudé

V pripadé 2n-tithelniku je proces konstrukce 4n-tihelniku totozny, jako v predchozim
prikladé. Pro nazornéjsi predstavu si vysta¢ime s jednoduchym piikladem kon-

strukce: osmithelniku. V tomto pripadé budeme vychazet z konstrukce pravidelného
¢tyfuhelniku, tedy ¢tverce. Opét je z konstrukce patrné, ze postaci narysovat osy
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Obrazek 6.1: Konstrukece Sestithelniku.

stran ¢tverce. Vrcholy osmitthelniku budou tvotit vrcholy ¢tverce a pruseciky os
stran ¢tverce s kruznici ¢tverci opsanou.

Obrazek 6.2: Konstrukce osmithelniku.

6.3 Soucin dvou nesoudélnych lichouhelnikii

Je dan thel p a dhel ¢q. Z GauBovy véty plyne, ze n-thelnik o lichém poctu vr-
cholu lze sestrojit praveé tehdy, je-li pocet jeho vrcholu sou¢in ruznych Fermatovych
prvocisel n = p-q, p > 1, ¢ > 1, pricemz p, ¢ jsou nesoudélna. Pti konstrukci
opét vychdzime z n-uhelnikt, které jiz mame narysované. Prikladem si vezméme
konstrukei patnactitihelniku pomoci trojihelniku a pétithelniku viz 5.5. V tomto
pripadé v8ak tvorime souc¢in dvou nesoudélnych lichotihelnikti. Obecné mame tedy p-
uhelnik a g-uhelnik. Jsou-li nesoudélné, jejich nejvétsi spolecny délitel je vzdy jedna.
V tomto konkrétnim piipadé budeme fesit nejvétsi spolecny délitel stredovych thlu,
tedy uhlu pétithelnfku a trojihelniku tj. p = 2, ¢ = 2%
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6.3.1 Co je Eukleidiv algoritmus?

Nejvétsi spolecny délitel budeme hledat pomoci Eukleidova algoritmu (viz tabulka
6.1). Eukleiduv algoritmus pro dvé pfirozena ¢isla a, b nalezne jejich nejvétsiho
spoleéného délitele, kterého budeme znacit ged(a,b).

6.3.2 Na c¢em je Eukleidiiv algoritmus zalozeny?

Je zalozen na rovnosti
ged(a, b) = ged(b, @ mod b)
kde pro jednoduchost predpokladame a > b. Oznacime-li a9 = a, a; = b, a dale pak
aj+1 = aj—; mod a;, pro j=1,2,3, ...,

pak je posloupnost pfirozenych ¢isel {a;} zjevné ostie klesajici a tedy diive ¢i pozdéji
pro néjaké jo dostaneme a;, = 0. Z vyse zminéné rovnosti pak plyne

ged(a, b) = ged(ag, a1) = ... = ged(aj,—1, aj,) = ged(ajy—1,0).
Tedy aj,—1 je hledany nejvétsi spolecny délitel.

6.3.3 Jak bude Eukleidiiv algoritmus vypadat v nasem p¥ipadé?

Vstupem Eukleidova algoritmu jsou v nasem ptipadé velikosti sttedovych uhlu péti-
uhelniku a trouhelniku. Tedy 72 stupnu v pripadé pétithelniku a 120 stupnu v pripadeé
trojuhelniku. Pripadné muzeme uhly vyjadfit v radidnech pomoci zlomku celého
uhlu 27.

Nésledné zjistime zbytek po déleni téchto dvou ¢isel a tento zbytek dosadime
za promeénnou ¢, pricemz proménna p = ¢ z predchoziho kroku. Takto induktivné
postupujeme dale, az do chvile, kdy nam vyjde zbytek po déleni roven nule, tim
dojdeme k nejvétsimu spolecnému jmenovateli a tim je jedna. Poznamenejme, ze
opakované provadéné operace neméni hodnotu nejvétsiho spoleéného délitele.

Tabulka 6.1: Eukleiduv algoritmus pro sttedové tihly pro vybrané n-ihelniky

a1 a; aj—1 = aj-q + Aj+1
Lor =297 %2# = %2% %27? = %27? -1+ %2%
1o _ 2 1
5277 = EQ?T -1+ E27T

2 _ 1

1

ot
[= Gl

2T
27

15 1

ot

Co to tedy znamend, ze thly pétithelniku a trojihelniku maji nejvétsiho spo-
le¢ného délitele rovného jedné, tedy ze jsou nesoudélné? Znalosti toho, ze tihly jsou
vzajemné nesoudélné, ziskame jistotu v tom, ze lze konstruovat patnactithelnik po-
moci trojihelniku a pétithelniku, nebot vrcholy se nebudou duplikovat.

Pokud tedy jde o dva nesoudélné n-ihelniky, tak mnohoihelnik, ktery vznikne
jakozto soucin dvou nesoudélnych lichobézniku, ma hel roven (;—Z). V tomto ptripadeé

se jednd o 1hel patnéctithelniku, tj.: (i—g) = (32).
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7 Systematicky postup konstrukce n-tuhelni-
ki

V ramci této kapitoly postupné postavime geometrickou aritmetiku. Nejprve se
podivame na geometrickou aritmetiku konstrukce bodu, kterou aplikujene na jeden
z vrcholt obecného n-ihelniku. Pomoci operaci scéitani, odc¢itani, nasobeni, déleni
a druhé odmocniny vypocitame obecné souradnice jeho vrcholu. Také si probereme
operace, které je mozné s useckami provadét. Nasledné si k nim zavedeme funkce,
jez nam vrati provedenou operaci.

7.1 Algebraizace pojmu usecka v roviné

V nasledujicich sekcich si probereme sadu operaci, které muzeme s iseckami provadét.
K nim si nasledné zavedeme jiz zminéné funkce (de-fakto operace), které ndm pripadi
k danym operacim vysledek. Pozdéji zjistime, ze provadéni operaci je ruzné narocné,
coz je zejména dusledkem nepostradatelnosti usecky o délce jedna u nékterych ope-
raci. Uvidime, ze zatimco algebra jednicku pii ndsobeni a déleni vnima jako neutralni
prvek, geometrie na tsecce jednotkové délky prii ndsobeni a déleni stavi.

Nejprve si vSak musime trochu zalgebraizovat pojem tusecky. Predné si oznacime
symbolem & mnozinu vsech bodu v eukleidovské roviné. Zjednodusené bychom tedy
mohli tici, ze & je pfimo touto rovinou. Protoze kazda tsecka v roviné je dana
pravé dvéma body v roviné, muzeme mnozinu vsech tsec¢ek U ztotoznit s mnozinou
usporadanych dvojic bodu,

U= (52)2 = 52 X 52.

Je tteba si ale uvédomit, ze kazda geometrickd isecka AB je zde algebraicky dvakrat,
a sice jako u(A, B) a u(B, A). Déle je tfeba si uvédomit, ze ne kazda usporadand
dvojice bodu odpovidd geometrické tisecce, specidlné u(A, A) geometricky odpovida
bodu — chceme-li tisecce nulové délky.

Protoze se ale budeme v nasledujicim textu soustiedit pouze na délky tsecek
(budeme s nimi chtit provadét aritmetické operace), ani jedna z predchozich ne-
obvyklosti neni na zavadu. Dokonce muzeme jit jesté dal. Zavedeme si ekvivalenci
dvou usecek nésledujicim zpusobem

u(A, B) ~u(C, D) = |AB| = |CD|.

Tedy dvé usecky budeme povazovat za ekvivalentni (pro potieby nasich operaci)
pokud budou stejné dlouhé. Budeme-li nyni uvazovat néjakou konkrétni algebraickou
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usecku u(A, B) s délkou z = |AB|, muzeme zavést mnozinu vsech ekvivalentnich
usecek, neboli tridu ekvivalence

U, = Upap = [u(A, B)]. = {u(A',B’) cU : |AB|= x}
Specidlné si oznacime
0= UO, a 1= Uly
tedy tfidu onéch zdegenerovanych nulovych usecek (fakticky identickou s mnozinou
bodu &), resp. tiidu tsecek délky jedna.

Celou mnozinu vSech usecek U tedy muzeme pomoci ekvivalence rozdélit na
faktorovou mnozinu, tedy mnozinu tiid ekvivalence

U:U/ ={U, : e R{}.

Jak uz jsme zminili vyse, vSechny operace, se kterymi budeme déle pracovat, sice
reprezentujeme na konkrétnich tseckach, tedy prvcich mnoziny U, fakticky nés ale
zajimaji jen délky téchto usecek, formalné tedy tyto operace muzeme uvazovat na
faktorové mnoziné U. Operace budeme zapisovat spiSe jako funkce, tedy

fo(U(m [Ub) - Uaob

bude reprezentovat binani operaci o provedenou na mnozinach usecek délky a a b.
Pro potteby konstrukce, kterou musime narysovat, budeme stejné operace (funkce)
provadeét i pfimo na reprezentantech, tedy

fo(ua(Aa A/),Ub(B, B/)) = fo(ua; ub) = Ugqob;

kde |AA’| = a, |BB'| = b. Cisla a, b budou vzdy konstruovatelna, pro jednoduchost je
vsak budeme uvazovat obecné realnd, nebot pracujeme se véemi body eukleidovské
roviny.

7.2 Unarni a binarni operace proveditelné v roviné
bez jednotkové usecky

Prvni sada operaci je specificka tim, ze nemusime pfi jejich konstrukci znat délku
jednotkové usecky. Pri konstrukei ji totiz nepotiebujeme. Pozdéji, v ramci druhé sady
operaci, zjistime, ze pri nékterych konstrukci, je znalost délky jednotkové usecky
nezbytna.

7.2.1 Konstrukce souctu usecek

Jednou z nejzékladnéjsich operaci, které umime provadet s useckami, je jejich s¢itani.
Jedna se o intiutivni postup, kdy na jednu primku naneseme obé délky tsecek, s tim,
ze budou mit jeden spolecny bod. Délka nové vzniklé tsecky je délka souctu tsecek.
Jsou tedy dany dve usecky u,(A, B) a uy(C, D) délek a a b, hleddme usecku délky

c=a-+b, a,beR.
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Postup konstrukce:

(i) ua(A, B), up(C, D)

Viz obrazky 7.1 (vstup), 7.2 (algoritmus), 7.3 (vystup).

o

Obrazek 7.1: Soucet dvou tsecek — vstup.

A
\_/

Obréazek 7.2: Soucet dvou usecek — algoritmus.

Formalné si operaci zavedeme jako nésledujici funkci, jejimz vstupem jsou dveé
usecky (resp. tfidy usecek délek a a b) a vystupem je tisecka (resp. mnozina usecek)
délky souctu, tj. a + b

fr:UxU—T,

J+ 0 (Ua, Up) ¥ f1(Ua, Up) = Ugys.
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Obréazek 7.3: Soucet dvou tsecek — vystup.

7.2.2 Konstrukce rozdilu usecek

Rozdil tsecek je opét konstruovan nanesenim tsecek na jednu piimku, pticemz jejich
spole¢né body bude mnozina vSech bodu kratsi tsecky. Mnozina bodu nalezici isecce
delsi a zaroven nenalezici tisecce kratsi je mnozinou bodu tvorici usecku, jejiz délka
je rovna rozdilu usecek. Poznamenejme, ze vzdy je tato délka kladna, coz vyplyva
ze samotné definice délky. Proto pti zapisu rozdilu pouzivame absolutni hodnotu,

c=la—b|, a,beR.
Postup konstrukce:
(i) ua(A, B), us(C, D)
(i) p(A, B)
(iii) ki(B,|CD|)
(iv) C"=pnNk
(v) (A, C) = ua — wp

Viz obréazky 7.4 (vstup), 7.5 (algoritmus), 7.6 (vystup).
Opét si vytvorime funkei, jejiz vstupem budou tusecky, jejiz délky nalezi mnoziné
vSech tusecek a vystupem je mnozina usecek délky jejich rozdilu

FUXU—T,
f_ : (Ua,Ub) — f_([Ua,Ub> = U|a—b|-

7.2.3 Konstrukce pfirozeného nasobku usecky

Scitani n stejné dlouhych tsecek probiha stejnym zpusobem jako s¢itani dvou ruz-
nych isecek. Tedy naneseme na piimku n stejné dlouhych tsecek za sebou, tak aby
dvé tsecky mély vzdy jeden prusecik,

c=a-n, a€R, neN,
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Obréazek 7.4: Rozdil dvou tsecek — vstup.

Obrazek 7.5: Rozdil dvou tusecek — algoritmus.

Obrazek 7.6: Rozdil dvou usecek — vystup.

Postup konstrukce:
(i) ua(A, B)

(i) p;uq € p
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(iii) k1(A,|AB))
(iv) kao(B, [AB])
(v) C;C ekanp
(vi) atd...

Viz obréazky 7.7 (vstup), 7.8 (algoritmus), 7.9 (vystup).

Obrazek 7.7: Prirozeny nasobek tsecky — vstup.

Obrazek 7.8: Prirozeny nasobek tsecky — algoritmus.

Obrazek 7.9: Prirozeny nasobek usecky — vystup.

Funkce vypadd tim zpusobem, ze jeji vstupem je usecka délky a a prirozené ¢islo
n, které znaci, kolikrat usecku a secteme. Jejim vystupem je poté mnozina tsecek
délky n X a
f:UxN-—T,

f:(Ug,n) — f(Ug,n) = Uy

7.2.4 Konstrukce ptirozeného podilu usecky

Prirozeny délitel usecky se konstruuje nasledujicim zpusobem. Narysujeme dvé kruz-
nice. Kruznici ¢(A, |[AB|) a kruznici d(B, |AB|). Vybereme si jeden z jejich pruseciku
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a oznacime ho (). Nasledné povedeme primku ¢, kterd prochazi body ) a A. Nane-
seme na ni n stejné dlouhych tsecek stejnym zpusobem, jakym jsme to udélali v mi-
nulém prikladu. Délka tsecek bude rovna |AQ|. Koneény bod n-té usecky spojime
s bodem B, ktery je konetnym bodem tusecky a ve smyslu orientace po x-ové ose.
Oznacme si ji q. Nasledné vedeme n rovnobéznych piimek s primkou ¢, tak aby na
kazdé primce lezel jeden z hrani¢nich bodu tsecek nanasenych na primku n. Tim
docilime rozdéleni tsecky a na n stejné dlouhych usecek.

a
c=, a€R, nG(N\{O}).
Postup konstrukce:
(i) ua(A, B)
(ii) k1(A,[ABI), k2(B,|AB])
- kl N 1{32

)
)
) @

) n(A,Q)
(v) P;P € u,
)

)
)
)

IS

(iii

(iv

3

(vi) p(Q, P)
(vii /f( ,[AQI)
(viii

(ix) I; Rel/\al
Viz obrazky 7.10 (vstup), 7.11 (algoritmus), 7.12 (vystup).

A B
o——oe
ua

Obrazek 7.10: Prirozeny podil tsecky — vstup.

Obréazek 7.11: Prirozeny podil tusecky — algoritmus.
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Obrazek 7.12: Prirozeny podil usecky — vystup.

Vstupem funkce je délka tisecky a a ptirozené ¢islo n, které znaci, kolikrat tisecku
rozdélime na stejné dlouhé usecky. Jejim vystupem je poté mnozina tsecek délky =

fo U (N\{O}) —U
f% : (Ua,n) — f%(Ua,n) = U%

Poznamenejme, ze specidlnim pripadem prirozeného délitele usecky je jeji puleni,
které vyuzivame v fadé konstrukei.

7.2.5 Konstrukce aritmetického priméru

Konstrukce aritmetického prumeéru je specidlni pripad prirozeného délitele tsecky.
Staci pouze secist tsecku u, a up a nasledné vzniklou tisecku rozdélime na polovinu.
Vznikla tsecka je vysledkem aritmetického pruméru.
a+b
2 )

d= a,beR.

Postup konstrukce:
(i) ua(A, B);up(C, D)
(ii) uc(A D) = u, Ny
(iii) ;9 = 3]4,D|
(iv) Ud(A S)
Viz obrézky 7.13 (vstup), 7.14 (algoritmus), 7.15 (vystup).

B

e

o

C D

Obrazek 7.13: Aritmeticky prumér dvou tsecek — vstup.

Vznikla funkce ma vstup mnozinu tsecek délky a a mnozinu tsecek délky b.
Vystupem je mnoZina tisecek délky <2

fap : U xU—T,
fap : (Uaan) — fap([Uaa[Ub) - U%—Fb
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Obrazek 7.15: Aritmeticky prumér dvou tsecek — vystup.

7.2.6 Konstrukce geometrického priiméru

Konstrukei geometrického prumeéru zname jiz ze stiedni Skoly. ,,Paradoxem*® této
konstrukce je to, ze bez znalosti jednotkové tsecky umime sestrojit geometricky
leidovské geometrii sestrojit sou¢in ¢i mocninu, nez-li geometricky primér, nebot
podminkou je znalost jiz zminéné jednotkové tsecky. Pov§imnéme si, ze v aritme-
tice je tomu naopak. Soucin a odmocnina je ,snadnéjsi“ nez-li geometricky prumeér.
Jednd se o priklad rozdilu mezi geometrii a aritmetikou v tom, jakym zpusobem
konstruuji nové objekty.

Nyni si ukazeme, jakym zpusobem konstruujeme geometricky prumeér. Secteme
usecku u, a usecku uy. Po secéteni ndm vznikne usecka u. = AD. Nalezneme stied této
usecky, jenz bude také sted kruznice k(A,|AS|). Nasledné zkonstruujeme kolmici
k tsecce, na niz lezi bod B. Prusecik kruznice k a kolmice oznacme jako bod G.
Usecka BG je vysledkem geometrického prumeéru.

g = \/ﬂ, a,b e R.
Postup konstrukce:
(i) wa(A, B), u,(C, D)
(i) ue(A, D) = ug Nuy
(iii) Sy € 1A, D|
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(iv) k(A [ASK])

(v) t;t Lu,AB €t
(vi) P;Peknt
(vii) uy(B, P)

Viz obréazky 7.16 (vstup), 7.17 (algoritmus), 7.18 (vystup).

B

v

o

C —)

Obrazek 7.16: Geometricky prumér dvou usecek — vstup.

Obrazek 7.17: Geometricky prumeér dvou usecek — algoritmus.

Vstupem funkce bude mnozina délek tsecky a a mnozina délek tsecek b. Vys-
tupem bude mnozina tusecek délky c, ktera bude vysledkem geometrického prumeéru
usecky a a b

fep :UxU — T,

fep : (Ua, Up) ¥ fep(Ua, Up) U /o3
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Obréazek 7.18: Geometricky prumér dvou tsecek — vystup.

7.3 Unarni a binarni operace neproveditelné bez zna-
losti jednotkové usecky
V této sekci se budeme vénovat takovym operacim, pro které jiz bude nezbytna

znalost jednotkové tisecky 1. V rdamci eukleidovské konstrukce muze byt jednotka 1
reprezentovana napf. iseckou w; ([0, 0], [0, 1]).

7.3.1 Konstrukce odmocniny usecky

Pii konstrukci odmocniny z tsecky se pouziva eukleidova véta o vysce. Sec¢teme
usecku napi. o velikosti 1 a usecku o velikosti a. Nasledné nalezneme stied vzniklé
usecky a zkonstruujeme kruznici k(Scp, | BScs|). Poté zkonstruujeme teénu p v bodé
A. Prisecik kruznice k a pifmky p nazveme F. Usecka AF je odmocnina z tsecky
a.

r =+/a, a € R.

Postup konstrukce:
(i) ua(A, B)
(i)
(iil) u1(C,A);u; Cqg A ug €1 (4. |ug| =1)
(iv) p;p Lus NA€p
(v) k(Scs,|ScsBl)
(vi)
(vii) uw(z‘l F)

Viz obrazky 7.19 (vstup), 7.20 (algoritmus), 7.21 (vystup).
Vstupem funkce je mnozina tsecek délky a a vystupem mmnozina tsecek délky
odmocniny,

f\[ U — U,
fom i (Ua) — f-(Us) = Uz
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A
‘s

C

o

Obréazek 7.19: Odmocnina z tsecky — vstup.

P

=

Obrazek 7.20: Odmocnina z tsecky — algoritmus.

7.3.2 Konstrukce pfevracené hodnoty tsecky

Pti konstrukei prevracené hodnoty tsecky a opét pouzivame eukleidovu vétu o vysce.
Na piimku p naneseme tsecku délky a. Nésledné zkonstruujeme kolmici t; ¢, ktera je
kolma na tsecku AB a bod B lezi na kolmici ¢. Zkonstruujeme bod P, ktery lezi na
piimce t a zaroven |BP| = 1 . Poté opét zkonstruujeme kolmici k, ktera bude kolmé
na usecku AP a bod P lezi na kolmici k. Prunik kolmice k£ a ptimky p nazveme bod
D. Usecka BD je tsecka délky %

1
r==, ac (R\{O}).
a
Postup konstrukce:

(i) ua(A, B)
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Uq

Obréazek 7.21: Odmocnina z usecky — vystup.

Uq

Obrazek 7.22: Prevrdacena hodnota tsecky — vstup.

Vstupem funkce bude mnozina usecek délky a a vystupem bude mnozina tisecek
délky prevracené hodnoty, tj. %,

o (UN{o}) — (U {o}),
for i (Ua) — £ (U,) = Uy,

7.3.3 Konstrukce soudinu dvou usecek

Konstrukce soucinu tusecek bude obdobna predchozi konstrukci. Vstupem budou
tedy usecky délky a a b. Abychom konstrukci mohli provést, musime nejdrive vyuzit
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Obrazek 7.23: Prevracend hodnota usecky — algoritmus.

A B D

Obrazek 7.24: Prevracena hodnota tsecky — vystup.
predchozi ndmi vytvorené funkce a to funkei f - a f. -1 tak, abychom dostali usecky
délky i a v/b. Nyni postupujeme stejnym zpusobem, jako v predchozi konstrukei.
r=a-b, a,beR.
Postup konstrukce:
(i) U = f.-1(U,) (pouzijeme funkei prevracené hodnoty; viz sekce 7.3.2)
(ii) Uy = f-(Up) (pouzijeme funkci odmocniny; sekce 7.3.1)

(iii) A,B,P: ui(A,B) L u4(B,P) (pouzijeme konstrukce kolmice; sekce 3.3.1)
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Obrazek 7.25: Soucin dvou usecek — vstup.

Obrazek 7.26: Soucin dvou usecek — algoritmus.

0>
@
O

Ua-b

Obrazek 7.27: Soucin dvou tsecek — vystup.

Viz obréazky 7.25 (vstup), 7.26 (algoritmus), 7.27 (vystup).
Vstupem funkce bude mnozina tusecek délky a a b. Vystupem funkce bude mnozina
usecek rovny a - b
f:UxU—T,

f. : (Ua,Ub) — f.(Ua,[Ub> = Ua-b-
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7.3.4 Konstrukce podilu dvou useéek

Konstrukce podilu tsecek bude opét obdobna predchozi konstrukei. Vstupem budou
tedy usecky délky a a b. Abychom konstrukci mohli provést, musime nejdiive opét
vyuzit pfedchozi ndmi vytvorenou funkei f - tak, abychom dostali tisecku délky /a.
Nyni postupujeme stejnym zpusobem, jako v predchozi konstrukci.

r=—, a€R, bE(R\{O}).
Postup konstrukce:
(i) w(A, B)
(ii) Uy = f-(Ua) (pouzijeme funkei odmocniny; sekce 7.3.1)

(iii) P: w(A, B) L u z(B, P) (pouzijeme konstrukce kolmice; sekce 3.3.1)

(iv) p; AB €p

(vi) wp(B, P) €
(vii) k;k L APNP ek

(viii) D;D e knp
(i

Viz obrazky 7.28 (vstup), 7.29 (algoritmus), 7.30 (vystup).

)
)
)
)
(v) t;t Lu,AB et
)
)
)
x)

ua(B, D)

U /g

up

Obrazek 7.28: Podil dvou tsecek — vstup.
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Uya

Obréazek 7.29: Podil dvou tusecek — algoritmus.

Uva

Obrazek 7.30: Podil dvou tusecek — vystup.

Vstupem funkce bude opét mnozina tusecek délky a a mnozina tsecek délky b.
Vystupem bude mnozina tsecek délky ¢.

fo:Ux (U\{o}) — T,
f% : (Ua,Ub) — f%(Ua,Ub) = Ua.

a
b
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7.3.5 Konstrukce druhé mocniny délky usecky

Posledni operaci, kterou zkonstruujeme bude druha mocnina délky tsecky. Kon-
strukce opét vychéazi z konstrukce soucinu. V tomto pripadé konstruujeme soucin
usecky délky a a opét usecky délky a. Abychom konstrukci mohli provést, musime
nejdrive vyuzit predchozi nami vytvorené funkce a to funkci f - a f.-1 tak, abychom
dostali tsecky délky v/a a *.

Postup konstrukce:

(i) U 1= f.-1(U,) (pouzijeme funkci prevracené hodnoty, viz sekce 7.3.2)

(ii) Uy = f~(Ua) (pouzijeme funkci odmocniny, viz sekce 7.3.1)

(i) A, B, P : u%(A, B) L u (B, P) (pouzijeme konstrukce kolmice; sekce 3.3.1)
(iv) p; AB €p
(v) t;t Lu, ANB et
(vi) wp(B,P) et
(vii) k;k LAPNP ek
(viii) D;D € knp

x)

(i

Viz obrazky 7.31 (vstup), 7.32 (algoritmus), 7.33 (vystup).

ua2<B D)

’ll,\/a

Obréazek 7.31: Druhd mocnina tsecky — vstup.

Vstupem funkce bude mnozina usecek délky a a délky a. Vystupem bude mnozina
tsecek délky a2,
f2:U0—T0,

f,2 U, — f.2(Ua) :UQQ
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Obrazek 7.32: Druhd mocnina tsecky — algoritmus.

Uya

Ugq2 U1

Obrazek 7.33: Druha mocnina usecky — vystup.

7.4 Déleni usetek se zbytkem

Povsimnéme si, jakym zpusobem funguje v geometrii celociselné déleni. Pokud déli-
me tsecku celym ¢islem, vysledkem déleni je podil, ktery je vyjadien pomoci ¢isla.
Avsak zbytek po déleni je tsecka o urcité délce. Prestoze vstupem obou funkci je
mnozina usecek o urcité délce, tak zatimco funkce, jejiz vystupem je podil, nam
vraci ¢islo, tak funkce, jejiz vystupem je zbytek po déleni, nam vraci opét tsecku.
Celociselny podil tsecek:

div:UxU—N

div : (U,, Up) — div(U,, Uy) = {%J

Zbytek po déleni tsecek:

mod: UxU-—0U
mod : (Ua, Ub) — mOd(Uaa Ub) = Uq mod b

Oboje za predpokladu U, # o.
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Piiklad: Vezméme si isecku u, napt. délky 12, 71 (jednotek). Délime ji na tiseckou
up, délky napt. 3, 1415 (jednotek). Jejich celociselny podil pak bude ¢ = 4, zbytek po
déleni bude tsecka uy délky f (jednotek); f < gq.

Postup konstrukce:

(i) (A, B)
(i) up(A', B')
(i) k1 (A, |ug)

C;C=kiNug

(iv

2(C Jus)

)
)
)
)
) k

(vi) D; D = ko N,
i) k3(D, |us|)
)EE kgﬂua
ix) k(L [up)
) F5F =kyNug
) Uf,Uf—FB

Viz obrézky 7.34 (vstup), 7.35 (algoritmus), 7.36 (vystup).

0>_
@

Uq

Obrazek 7.34: Déleni tsecek se zbytkem — vstup.

7.5 Operace proveditelné v eukleidovské roviné s thly

Pro uplnost doplnime, ze i s ihly muzeme provadét urcité elementarni operace stejné
jako s useckami. Narozdil vsak od tusecek je mnoztvi proveditelnych operaci s uhly
mensi nez-li s useckami. Pro nas vsak tyto operace nejsou tak dulezité, resp. ne
vsechny. Ty, co jsou dulezité byly jiz vétsinou zminény. Jednou z nejzakladnéjsich
operaci je s¢itani thlu.
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Obréazek 7.35: Déleni tsecek se zbytkem — algoritmus.

Uq uy

Obrazek 7.36: Déleni tsecek se zbytkem — vystup.

7.5.1 Scitani ahla

Postup je velmi elementarni a intuitivni. Méjme zadany thly £8 = L KBL a £ =
£LMEN. Zkonstruujeme kruznice, kde stfed kruznic bude vzdy shodny s vrcholy
uhlu a budou mit libovolny shodny polomér. Kruznici se shodnym polomérem si
naneseme také na primku p, kterou si narysujeme libovolné tak, aby neméla zadny
spoleény bod se zadanymi tihly. Nasledné si zmérime velikost oblouku, které ndam
vytinaji oba 1hly na kruznicich. Velikosti naneseme na kruznici se sttedem G €
p. Soucet téchto velikosti nam vytvori bod O. Spojime-li bod O se sttedem G,
dostaneme soucet thlu £6 + £y = La.
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Obrézek 7.37: Konstrukce souctu dvou uhla.

7.5.2 Rozdil ahld

Operace rozdilu thlu je obdobnd operaci s¢itani thla. Opét mame zadany dva thly
£B = AKBL a £y = AMFEN. Nyni postupujeme stejné. Tedy zkonstruujeme
kruznice, kde stred kruznic bude vzdy shodny s vrcholy tihlu a budou mit libovolny
shodny polomér. Nasledné si zmétime velikost oblouku, ktery nam vytina mensi tthel
na kruznici. Nésledné naneseme velikost naméreného oblouku na vétsi oblouk, ¢imz
dostaneme prusecik kruznic O a tedy rozdil uhlu, resp. £8 — £y = La = LOBL.

Obrazek 7.38: Konstrukce rozdilu dvou uhlu.
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7.5.3 P¥irozeny nasobek uhli

Jednou z dalsich moznych operaci proveditelnych s hly je jejich pfirozeny nasobek,
resp. soucin thlu se skalarem, kde skalar predstavuje kolikrat musime secist tihel
sam se sebou (soucet thlu viz 7.5.1).

7.5.4 Ptirozeny podil uhli

Posledni moznou operaci s uhly je jejich prirozeny podil a to pouze omezené. Pti-
poménme si kapitolu eukleidovsky nefesitelné tlohy, ve které jsme naznacili dukaz
nefesitelnosti trisekce hlu (viz 3.2.4). Je tedy zfejmé, ze lze zkonstruovat prirozeny
podil dhlu, kdyz je délitel mocnin dvou (2¥). Diisledkem véty 3.1.4 by déleni ostat-
nimi prvocisly pravdépodobné nefungovalo ze stejnych duvodu jako trisekce thlu.
Muzeme tedy tihel napt. pulit (viz 3.1.2), jak jsme jiz provedli v kapitole Wanzelova
metoda.
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8 Zavér

V této praci byl ¢tenar seznamen jednak s ruznymi metodami sestrojeni eukleidovsky
konstruovatelnych mnohothelniku pouze za pomoci pravitka a kruzitka s vlastnostmi
antického Recka, tak i s konstrukcemi, které jsou zname az od 18. stoleti. Prave
u pozdéji objevenych konstrukci mnohothelniku je patrné, jak dulezitou roli méa
algebra. Prulomovou se stala Gauflova véta, ktera spojuje geometrii s algebrou. Proto
dulezitou casti této prace je zejména propojeni algebry s geometrii, systematizace
postupu konstrukei mnohotihelniku a v neposledni fadé Gaufiuv teoreticky vypocet
konstrukce mnohothelniku, ktery byl nasledné aplikovan na sedmnéactithelnik.

V kapitole Systematicky postup konstrukce n-ithelniku jsme se zabyvali zejména
konstrukcemi operaci s useckami, pricemz jsme se také zminili o thlech a ope-
racich s nimi proveditelné. V pripadé usecek jsme se zejména zamérili na rozdil
mezi unarnimi a binarnimi operacemi proveditelné v eukleidovské roviné bez zna-
losti jednotkové tisecky a s jeji znalosti. Také jsme se zabyvali celo¢iselnym podilem
a zbytkem po déleni usecky, kde jsme si mohli povs§imnout, jakym zpusobem funguje
v geometrii celociselné déleni.

Hlavnim cilem této prace bylo zrekapitulovat zakladni teoretické poznatky o
eukleidovsky konstruovatelnych pravidelnych mnohotuhelnicich. Déle pak jazykem
algebraickych struktur popsat soubor paralel mezi vybranymi aritmetickymi ope-
racemi a jejich geometrickou reprezentaci. Vysledkem by tedy mél byt soubor jed-
noduchych parametrizovanych geometrickych konstrukei, které umozni konstruovat

vvvvvv

VVVVVV

jsou prakticky témér nezkonstruovatelné bez pouziti softwaru.

Ptinos bakalarské prace, kromé podkladu pro program Matlab, vidim ve spojeni
algebry a geometrie do jednoho celku. Na jedné strané se zde nachazi ryze geomet-
ricka konstrukce, na strané druhé algebraicka. Prace tedy spojuje v ramci jednoho
tématu dvé odvétvi matematiky, na prvni pohled odlisné, ve skutecnosti propojené,
ovliviujici se navzajem.
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