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Anotace

Je známo relativně málo pravidelných n-úhelńık̊u (mnohoúhelńık̊u o n vrcholech),
kde n je liché prvoč́ıslo, které lze narýsovat pouze s využit́ım prav́ıtka a kruž́ıtka,
tj. jsou takzvaně eukleidovsky konstruovatelné. Které to jsou, je známo, již od dob
J. C. F. Gauße, který je charakterizoval. Nejjednodušš́ım z nich je rovnostranný
trojúhelńık, který umı́me zkonstruovat už od základńı školy. Konstrukce pravi-
delného pětiúhelńıku je také běžně známá, v př́ıpadě sedmnáctiúhelńıku už to ale
tak jednoduché neńı. U zbylých dvou n-úhelńık̊u (pro n rovno 257, nebo 65537) je
konstrukce prakticky téměř neproveditelná.

Ćılem práce je zrekapitulovat základńı teoretické poznatky o eukleidovsky kon-
struovatelných pravidelných mnohoúhelńıćıch. Dále pak jazykem algebraických struk-
tur poṕı̌seme soubor paralel mezi vybranými aritmetickými operacemi (mezi tzv.
konstruovatelnými a přirozenými č́ısly) a jejich geometrickou reprezentaćı. Výsledkem
by tedy měl být soubor jednoduchých parametrizovaných geometrických konstrukćı
(geometrických mikroalgoritmů), které mi umožńı konstruovat složitěǰśı algebraické
výrazy. Výstup této bakalářské práce pak bude podkladem pro systém (využ́ıvaj́ıćı
symbolické výpočty v Matlabu a geometrický software GeoGebra) pro automatické
generováńı eukleidovských konstrukćı složitěǰśıch pravidelných mnohoúhelńık̊u.

Kĺıčová slova:

eukleidovská konstrukce; konstrukce kruž́ıtkem a prav́ıtkem; Wanzelova metoda;
konstuovatelná č́ısla; pravidelné mnohoúhelńıky; konstrukce pětiúhelńıku; konstrukce
sedmnáctiúheńıku; Fermatova prvoč́ısla
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Abstract

There is only a few regular n-gons (polygons with n vertices), where n is an odd
prime, that can be constructed only by using ruler and compass, i.e. by using so-
called Euclidean construction. It is well known which polygons can be constructed
since J. C. F. Gauß, who charaterzied them. The simplest one is an equilateral
triangle, that we are able to draw since elementary school. The construction of
a regular pengagon is also very simple and relatively known. On the other hand,
construction of regular heptadecagon starts to be really complicated. The other
two n-gons (for n equal to 257, or 65537), it is practically impossible to do the
construction.

The goal of this thesis is to summarize the basic theoretical knowlege about
regular polygons that can be drawn by using the ruler-and-compass construction.
Further, by epmloying the language of algebraic sturctures, we describe a represen-
tation of selected parts of arithmetics (of so-called constructible and natural num-
bers) in geometry. We obtain in this way a set of simple paramatrized geometric
constuctions (geometric microalgorithms), that can be used for geometric construs-
tions of more complicated algebraic expressions. The outcome of this thesis is a base
for a system (employing the symbolic calculations in Matlab and GeoGebra geomet-
ric software) for automated generating of ruler-and-compass constructions of more
complicated regular polygons.

Key words:

Euclidean constructions; ruler-and-compass construction; Wanzel method; construc-
tible numbers; regular polygons; construction of pentagon; constructionof heptade-
cagon; Fermat primes
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7
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5.16 Konstrukce sedmnáctiúhelńıku (krok 5). . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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Použité značeńı a zkratky

Značeńı Význam

N = {0, 1, 2, . . .} množina (polookruh) přirozených č́ısel
Q množina (těleso) racionálńıch č́ısel
R množina (těleso) reálných č́ısel
R+ množina kladných reálných č́ısel
R+

0 množina nezáporných reálných č́ısel
T(x) tělesové rozš́ı̌reńı tělesa T o prvek x
A, B, C, . . . body eukleidovské roviny
AB, u(A,B) úsečka (u) s krajńımi body A a B;

geometrický a algebraický zápis
|AB| délka úsečky AB
∼ podobnost úseček;

u(A,B) ∼ u(C,D) ⇐⇒ |AB| = |CD|
p(A,B) př́ımka p zadána body A a B
k(A, |AB|) kružnice k se středem v bodě A a poloměrem

rovným velikosti úsečky AB
E2 množina všech bod̊u eukleidovské roviny
E22 = E2 × E2 množina uspořádaných dvojic bod̊u v rovině
U = {u(A,B) : A,B ∈ E} množina všech úseček v rovině; izomorfńı s E22
Ux = {u(A,B) ∈ U : |AB| = x} množina (tř́ıda) všech úseček délky x;

Ux = [u(A,B)]∼ ⊂ U
U = U/∼ = {Ux : x ∈ R+

0 } faktorová množina tř́ıd úseček r̊uzných délek
u0 ∈ o, |u0| = 0, 0 ∈ U nulová úsečka (zdegenerovaná do bodu)
u1 ∈ 1, |u1| = 1, 1 ∈ U jednotková úsečka
f : U × U −→ U binárńı operace na množině všech úseček U
f : U× U −→ U tatáž binárńı operace na faktorové množině U
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1 Úvod

V době vzniku eukleidovské geometrie měla řecká matematika za sebou zhruba tři
stolet́ı intenzivńıho a velmi plodného vývoje. Na základě poznatk̊u, které byly během
čtvrtého, pátého a šestého stolet́ı před naš́ım letopočtem shromážděny, sepsal Euk-
leides z Alexandrie Základy, ve kterých shrnul většinu matematických poznatk̊u své
doby vybudovanou dle princip̊u Aristotela [2, str.12]. Dnes již v́ıme, že knihy Euk-
leidových základ̊u pocháźı od v́ıce autor̊u a jsou zčásti založeny na starš́ıch zdroj́ıch
(viz [3, str.30]).

Eukleidovská geometrie je založená na axiomech a definićıch. Pojem eukleidovské
konstrukce se vyskytuje předevš́ım v zadáńı matematických úloh. Úkolem bývá určit,
zda z daného objektu je možné pomoćı eukleidovské konstrukce vytvořit jiný objekt,
který má dané vlastnosti či zda je možné konstrukci geometrického útvaru provést
eukleidovsky. Ve své bakalářské práci, se budu zejména zabývat eukleidovskou kon-
struovatelnost́ı mnohoúhelńık̊u.

Některé pravidelné mnohoúhelńıky lze eukleidovskou geometríı zkonstruovat jed-
nodušše, některé ne. Ćılem práce je tedy jednak pokusit se čtenáři přibĺıžit proble-
matiku eukleidovské konstrukce, zrekapitulovat základńı teoretické poznatky o eu-
kleidovsky konstruovatelných pravidelných mnohoúhelńıćıch, vytvořit systématický
postup d́ılč́ıch konstrukćı mnohoúhelńık̊u i konstrukćıch samotných mnohoúhelńık̊u
a také mimo jiné parametrizovat geometrické konstrukce, které budou sloužit jako
podklad pro konstrukci složitěǰśıch algebraických výraz̊u.

Bakalářská práce obsahuje včetně úvodu a závěru devět kapitol. Druhá kapitola
je věnovaná eukleidovské konstrukci obecně. Uvád́ı čtenáře do tématu eukleidovské
konstrukce. Bude zde stručně popsáno, co se k eukleidovským konstrukćım použ́ıvá,
jakým zp̊usobem a co vzniká. Čtenář źıská povědomı́ o nutné podmı́nce počátečńı
množiny. Budou zde také zavedeny pojmy eukleidovsky konstruovatelné body a eu-
kleidovská konstrukce. Třet́ı kapitola je věnována algebraizaci eukleidovské kon-
strukce, která je zavedena pomoćı Wanzelovy metody. V rámci této kapitoly si také
vysvětĺıme obecné mechanismy vzniku nových bod̊u. Uvedeme zde také př́ıklad, na
kterém si vysvětĺıme p̊uleńı úhlu a také př́ıklad nekonstruovatelného mnohoúhelńıku.
Ve třet́ı kapitole také zmı́ńıme dvě obecně známe a obecně užtečné pomocné kon-
strukce – konstrukci kolmice a rovnoběžky.

Čtvrtá kapitola bude věnovaná eukleidovsky konstruovatelným mnohoúhelńık̊um
a Gaußově větě. Vysvětĺıme si, jaké mnohoúhelńıky jsou konstruovatelné, co zna-
mená konstruovat pravidelný mnohoúhelńık algebraicky. Gaußovu větu sice př́ımo
nedokážeme, ale pokuśıme se vysvětlit Gauß̊uv teoretický výpočet konstrukce mno-
hoúhelńık̊u. Na základě výstavby, kterou čtenář z předešlých kapitol źıská, bude
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čtenáři vysvětleno, jakým zp̊usobem je možné z rovnice mnohoúhelńıku źıskat délku
strany vyjádřenou pouze pomoćı algebraických operaćı a druhé odmocniny.

V páté kapitole pak rozebereme jednotlivé konstrukce základńıch pravidelných
eukleidovsky konstruovatelných mnohoúhelńık̊u. V šesté kapitole se budeme zabývat
pomocnými konstrukcemi při konstrukci mnohoúhelńık̊u. Konkrétně se pod́ıváme na
konstrukci mnohoúhelńık̊u pomoćı zdvojeńı počtu vrchol̊u již zkonstruovatelného
mnohoúhelńıku, přičemž budeme rozlǐsovat, zda p̊uvodńı mnohoúhelńık měl lichý
nebo sudý počet vrchol̊u. Také se pod́ıváme, jak při znalosti konstrukce dvou li-
choúhelńık̊u s navzájem nesoudělným počtem vrchol̊u, řekněme m a k, zkonstruovat
(m · k)-úhelńık.

Sedmá kapitola se bude věnovat systematickému postupu konstrukce mnoho-
úhelńık̊u. Na začátku si budeme algebraizovat pojem úsečka v rovině. Jednotlivé
základńı aritmetické operace přelož́ıme do jazyka úseček a eukleidovských konstrukćı
– jakých si geometrických mikroalgoritmů. Uvid́ıme, že některé konstrukce jsou ne-
proveditelné bez znalosti jednotkové úsečky. Ukážeme také, jak některé aritmetické
operace přeložit do jazyka úhl̊u a eukleidovských konstrukćı.
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2 Eukleidovská konstrukce

Termı́nem eukleidovská konstrukce, někdy též konstrukce kruž́ıtkem a prav́ıtkem,
označujeme konstrukci geometrických objekt̊u pouze s použit́ım prav́ıtka a kruž́ıtka
a s dodržeńım celé řady daľśıch omezeńı, kterými se budeme v́ıce zabývat v této
kapitole.

2.1 Co použ́ıváme k eukleidovským konstrukćım?

Při eukleidovských konstrukćıch použ́ıváme prav́ıtko a kruž́ıtko speciálńım zp̊usobem.
S prav́ıtkem pracujeme jako s dokonalým prav́ıtkem, které splňuje řadu v praxi ne-
splnitelných předpoklad̊u:

(i) má nekonečnou délku,

(ii) má pouze jednu hranu,

(iii) na prav́ıtku neńı vyznačena žádná značka a žádnou daľśı nemůžeme dodělat.

S kruž́ıtkem též pracujeme jako s dokonalým kruž́ıtkem, které opět splňuje předpo-
klad, jež v praxi nelze splnit:

(iv) kruž́ıtkem je možné sestrojit kružnici o libovolném poloměru.

2.2 Jak prav́ıtko a kruž́ıtko ke konstrukćım použ́ıváme
a co vzniká?

Konstrukce jsou pojmenovány podle slavného řeckého matematika, Eukleida z Ale-
xandrie (4.– 3. stolet́ı př. n. l.). Stavebńım kamenem eukleidovské geometrie jsou
definice a axiomy, nazývané jakožto postuláty. Čili základńı vlastnosti, popisuj́ıćı
vztahy mezi základńımi geometrickými útvary. Pro všechny eukleidovské konstrukce
plat́ı, že se skládaj́ı z pěti základńıch opakovatelnýchelementárńıch konstrukćı. Kon-
strukce př́ımek a kružnic, které využ́ıvaj́ı již sestrojených bod̊u a konstrukce nových
bod̊u v pr̊useč́ıćıch př́ımek a kružnic. Elementárńımi konstrukcemi je tedy myšleno
následuj́ıćı:

(a.) Zkonstruováńı př́ımky p procházej́ıćı dvěma body A a B, A 6= B; p(A,B).

(b.) Zkonstruováńı kružnice k se středem v bodě A a poloměrem daným vzdálenost́ı
dvou bod̊u B a C, B 6= C; k(A, |BC|).
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(c.) Vytvořeńı bodu, jakožto pr̊uniku dvou r̊uznoběžných př́ımek.

(d.) Vytvořeńı jednoho nebo dvou bod̊u, jakožto pr̊useč́ık̊u př́ımky a kružnice.

(e.) Vytvořeńı jednoho nebo dvou bod̊u, jakožto pr̊useč́ık̊u dvou kružnic.

Eukleidovskou konstrukćı je tedy mı́něna konstrukce, při které bylo použito pouze
prav́ıtko a kruž́ıtko s vlastnostmi (i)–(iv), s využit́ım pouze pěti výše zmı́něných
elementárńıch konstrukćı. Nav́ıc ještě požadujeme:

(f.) Konečný počet jednotlivých elementárńıch krok̊u konstrukce, viz [6, str.40].

2.3 Počátečńı podḿınky (počátečńı množina bod̊u)

Ned́ılnou součást́ı každé konkrétńı konstrukce je počátečńı množina bod̊u. Ve struč-
nosti prodiskutujeme a naznač́ıme jaké možnosti a úskaĺı se skrývaj́ı za r̊uzně velkou
počátečńı množinou bod̊u.

2.3.1 Triviálńı p̌ŕıpady: Prázdná a jednoprvková množina

Je zřejmé, že v př́ıpadě prázdné množiny bod̊u se nic neděje, nebot’ neńı k dispozici
dostatek bod̊u na konstrukci jakéhokoliv geometrického objektu. V př́ıpadě jedno-
prvkové množiny opět nelze nic zkonstruovat. Jedńım bodem nelze vést konkrétńı
př́ımku ani kružnici, nebot’ neńı dán žádný poloměr.

2.3.2 Dvouprvková množina

Z triviálńıch př́ıpad̊u vyplývá, že je zapotřeb́ı, aby byla zadaná množina minimálně
dvouprvková. Ve chv́ıli, kdy máme zadány dva body, zavedeme si souřadnicový
systém. A to pro jednoduchost následovně. Máme zadány dva body, bod A a bod
B. Bod A urč́ıme jakožto počátek souřadnicového systému, to znamená: A = [0, 0].
Bod B bude v námi vytvořeném souřadnicovém systému mı́t souřadnice B = [1, 0].
Je patrné, že z toho vyplývá podstatná informace. Nyńı dva body definuj́ı jedničku.

Obrázek 2.1: Právě dva body A a B nám stač́ı k zavedeńı souřadnicového systému.
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Tedy zkonstruované body A,B umožńı definovat počátek souřadnicového systé-
mu, zorientovat ho a definovat velikost jednotky. Souřadnicový systém máme vy-
tvořený. Nyńı si položme základńı otázku. Co všechno je možné s touto vědomost́ı
zkonstruovat?

Obrázek 2.2: Konstrukce celých č́ısel.

Je zřejmé, že lze zkonstruovat přirozená, potažmo celá č́ısla eukleidovskou kon-
strukćı kružnic. Minimálně na ose x se budou nacházet body se souřadnicemi celých
č́ısel viz bod C = [3, 0].

Obrázek 2.3: Konstrukce racionálńıch č́ısel.

Pokud máme zadány dva body, jsme schopny také p̊ulit, konstruovat racionálńı
č́ısla viz bod P = [1

2
, 0]. Ve chv́ıli, kdy máme tedy dva body, tak je možné konstruovat

libovolně mnoho konstrukćı (např. už proto, že přirozených č́ısel je nekonečně mnoho
viz obr. 2.2 ). To je situace, z které při našich konstrukćıch budeme vycházet.

2.3.3 n-prvková množina

V př́ıpadě n-prvkové množiny, kde n ≥ 3 umı́me sestrojit vše, co v rámci dvouprv-
kové množiny. Nav́ıc však můžeme realizovat i některé složitěǰśı konstrukce např.
v př́ıpadě, že třet́ı bod je tzv. eukleidovsky nekonstruovatelný (podrobněji viz kapi-
tola 2.4). Tedy pokud budou v počátečńı množině např. body A = [0, 0] a B = [1, 0],
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jako doposud, a nav́ıc bod C = [π, 0], pak budeme zjevně schopni provést kvadra-
turu (na prvńı pohled alespoň některých, později uvid́ıme, že všech) kruh̊u, které
jsme schopni zkonstruovat.

2.4 Eukleidovsky konstruovatelné body a eukleidovská
konstrukce

V předchoźıch sekćıch jsme si prošli jednotlivé aspekty eukleidovské konstrukce a
jejich význam. Nyńı tyto poznatky můžeme shrnout v matematickou definici.

Definice 1 (Množina eukleidovsky konstruovatelných bod̊u). Necht’ M0 je (počá-
tečńı) množina bod̊u roviny, která je alespoň dvouprvková, |M0| ≥ 2. Označme sym-
bolemM1 množinu, která obsahuje body množinyM0 a všechny body, které lze źıskat
elementárńımi eukleidovskými konstrukcemi, aplikovanými na všechny body množiny
M0 všemi možnými zp̊usoby (zkonstruujeme všechny př́ımky a kružnice, které zkon-
struovat lze, a všechny jejich pr̊useč́ıky). Podobným zp̊usobem budeme postupovat
dále. Indukćı tak dostaneme množinu Mn, n ≥ 2, jako množinu obsahuj́ıćı body
množiny Mn−1 a všechny body źıskané elementárńımi eukleidovskými konstrukcemi,
které aplikujeme na všechny body množiny Mn−1. Body, které nálež́ı sjednoceńı

M =
⋃
j∈N

Mj

nazýváme eukleidovsky konstruovatelné body.

Poznamenejme, že r̊uzné množiny Mj jsou navzájem ve vztahu podmnožin a
nadmnožin tak, že tvoř́ı řetězec

M0 ⊂M1 ⊂M2 ⊂ · · · ⊂ Mn ⊂ · · · .

Poznamenejme dále, že pokud by počátečńı množina bod̊u M0 byla prázdná nebo
jednoprvková, pak by množina eukleidovsky konstruovatelných bod̊u bylaM =M0.
Povšimněme si, že v př́ıkladu v sekci 2.3.3 pracujeme s počátečńı množinou M0 =
A,B,C, která obsahuje bod C = [π, 0], který neńı konstruovatelný ze zbývaj́ıćıch
dvou bod̊u. Což nám umožńı provést jinak nerealizovatelnou kvadraturu kruhu.

Předchoźı definice se zabývala všemi body roviny, které byly pomoćı elementár-
ńıch konstrukćı dosažitelné. Následuj́ıćı definice se zabývá eukleidovskou konstrukćı
jako takovou. Tedy postupem, který již sleduje nějaký konkrétńı ćıl. Nebudeme tedy,
na rozd́ıl od definice předchoźı, konstruovat všechny body, ale jen některé.

Definice 2 (Eukleidovská konstrukce, viz [15, str.139]). Eukleidovskou konstrukćı,
nebo též konstrukćı pomoćı prav́ıtka a kruž́ıtka rozumı́me posloupnost množin

K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kn,

tedy konečných množin bod̊u v rovině takových, že Ki+1 = Ki ∪ {X}, kde X vznikne
jako:
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• pr̊useč́ık př́ımek p(A,B) a p(C,D),

• pr̊useč́ık př́ımky p(A,B) a kružnice k(D, |EF |) se středem D a poloměrem
|EF |,

• pr̊useč́ık kružnic k(A, |BC|) a k(D, |EF |),

pro nějaké body A,B,C,D,E, F ∈ Ki.

Poznamenejme, že mezi množinami Mj z definice 1 a Kj z definice 2 je zřejmý
vztah

Kj ⊆Mj,

ovšem za předpokladuM0 = K0. Dále poznamenejme, že na každý krok konstrukce
se můžeme d́ıvat jako na prvńı krok modifikované konstrukce s jinou počátečńı
množinou M̃0 = Kj.
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3 Wanzelova metoda

V rámci této kapitoly se zaměř́ıme na algebraický pohled na eukleidovskou kon-
strukci. Nejdř́ıve se na eukleidovskou konstrukci pod́ıváme pomoćı Wanzelovi me-
tody, následně si představ́ıme obecné mechanismy vzniku nových bod̊u. Součást́ı
této kapitoly bude také představeńı čtyř slavných úloh, jež jsou eukleidovsky nekon-
struovatelné.

3.1 Algebraizace eukleidovské konstrukce

Nyńı si zavedeme souřadnicový systém, který nám umožńı zavedeńı množiny euk-
leidovsky konstruovatelných č́ısel.

Definice 3 (Množina eukleidovsky konstruovatelných č́ısel). Množina počátečńıch
bod̊u M0 z definice 1 je alespoň dvouprvková, necht’ tedy A, B ∈M0. Necht’ je dále
v rovině z předchoźı definice dán kartézský systém souřadnic takový, že A = [0, 0],
B = [1, 0]. Souřadnice konstruovatelných bod̊u, tj. bod̊u množiny M z definice 1, se
nazývaj́ı konstruovatelná č́ısla, viz [5, str.454].

Z předchoźı definice je jasné, že množina eukleidovsky konstruovatelných č́ısel
záviśı na volbě resp. velikosti M0. Dále se budeme soustředit zejména na euklei-
dovsky konstruovatelná č́ısla vznikaj́ıćı z |M0| = 2. Připomeňme definici v algebře
velmi d̊uležité a pro nás užitečné struktury se dvěma binárńımi operacemi, a sice
tělesa.

Definice 4 (Těleso). Tělesem rozumı́me algebraickou strukturu, tedy množinu T,
na které jsou definovány dvě binárńı operace (+, ·) takové, že:

i vzhledem k operaci (+) je v T abelovskou (aditivńı) grupou s neutrálńım prvkem
0,

ii vzhledem k operaci (·) je v T \ {0} multiplikativńı grupou, a operace splňuje
distributivńı zákon: a · (b+ c) = (a · b) + (a · c).

Operace obvykle nazýváme operace sč́ıtáńı a násobeńı, viz [1, str.18].

Mějme body v rovině body A = [0, 0] a B = [1, 0], resp. dvojici reálných č́ısel.
V rámci této práce budeme pracovat s tělesem T, které obsahuje 0, 1 ⊆ T ⊆ R.
Nejmenš́ı těleso, které to splňuje, je těleso Q, což vycháźı z definice 4(i) (T ⊆ R) a
z definice 4(ii) (Q ⊆ T).
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Definice 5 (Wanzelova metoda, viz [15, str.139]). Wanzelova metoda spoč́ıvá v převedeńı
konstrukćı prav́ıtkem a kruž́ıtkem do jazyka algebry. Zvolme v rovině souřadnice a
uvažujme nejmenš́ı těleso Ti, které obsahuje x-ové a y-ové souřadnice všech bod̊u
z Ki. Dostáváme tak řetěz rozš́ıřeńı těles T0 ⊆ T1 ⊆ T2 ⊆ · · · ⊆ Tn.

Tedy v našem př́ıpadě pokud |K0| = 2, tak T0 = Q. Rozš́ı̌reńı toho tělesa prob́ıhá
tak, že přidáme bod [xi, yi] , tedy přejdeme z Ki do Ki−1, potom plat́ı, že Ti =
Ti−1(xi, yi). Ti lze interpretovat jako vektorový prostor nad Ti−1, potom stupeň
rozš́ı̌reńı tělesa je dimenze toho vektorového prostoru, tedy [Ti : Ti−1] (viz [15,
str.134]).

3.1.1 Obecné mechanismy vzniku nových bod̊u

Naskýtá se nám otázka, které geometrické konstruktivńı úlohy lze vyřešit euklei-
dovsky. Abychom tuto otázku vyřešili, je záhodno si uvědomit, že pokud je dána
nějaká konstruktivńı úloha v rovině, znamená to, že jsou dány v rovině nějaké body
a mimo ně nějaké úsečky (př́ımky), což jsou ale rovněž body lež́ıćı na úsečce (př́ımce)
v nějakých předepsaných vzdálenostech od sebe. Zadati nějakou konstruktivńı úlohu
tedy znamená zadat v rovině jistý počet bod̊u. Řešit tuto úlohu eukleidovsky ve své
podstatě znamená sestrojit pr̊useč́ıky dvou př́ımek, p̊useč́ıky př́ımky a kružnice,
resp. pr̊useč́ıky dvou kružnic. Tedy sestrojit z daných bod̊u řadu bod̊u daľśıch,
které maj́ı vlastnosti, jež jsou stanovené v úloze. Je tedy vidět, že celá konstrukce
se dá rozložit na postupné prováděńı tř́ı již zmı́něných konstrukćı tj. konstrukce
pr̊useč́ık̊u dvou př́ımek, př́ımky a kružnice nebo dvou kružnic. Z hlediska analytické
geometrie již máme zavedený souřadnicový systém (viz 3.1). Ze souřadnic daných
bod̊u je potřebné si odvodit rovnice, jejichž koeficienty záviśı na souřadnićıch těchto
bod̊u. Řešeńı těchto rovnic dává souřadnice bod̊u, které je ćılem sestrojit. Plat́ı nyńı
následuj́ıćı věta.

Věta 3.1.1. Jestlǐze lze danou konstruktivńı úlohu provést eukleidovsky, pak lze
souřadnice hledaných bod̊u vypoč́ıtat ze souřadnic daných bod̊u pomoćı racionálńıch
operaćı (+, ·, −, /) a pomoćı výpočtu druhé odmocniny v konečném počtu.

Pro nás to tedy znamená, že když na začátku mám dva body, tedy A = [0, 0],
B = [1, 0], tak jsme schopni nalézt každou souřadnici, jež je popsána konečným
počtem konstrukćı, viz [11, str.467].

D̊ukaz. Předpokládejme, že kromě počátečńı množiny bod̊u jsme již sestrojili euk-
leidovsky jistý počet daľśıch bod̊u a že souřadnice těchto nových bod̊u lze vypoč́ıtat
ze souřadnic nových bod̊u operacemi ve větě. Předpokládejme, že nyńı máme na
některé již ze známých bod̊u provést jednu z d́ılč́ıch konstrukćı, kterými jsme v eu-
kleidovské konstrukci (viz definice 2) přidávali bod X. To algebraicky odpov́ıdá
nalezeńı řešeńı soustavy:

(A) Dvou lineárńıch rovnic, tedy obecně

αx+ βy = γ,

δx+ ηy = φ.
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Konkrétně pak pro dvě př́ımky procházej́ıćı body A = [Ax, Ay], B = [Bx, By]
(prvńı) a D = [Dx, Dy], E = [Ex, Ey] (druhá př́ımka) dostaneme:

(Ay −By)x+ (Bx − Ax)y = ByAx −BxAy,

(Dy − Ey)x+ (Ex −Dx)y = EyDx − ExDy.

Koeficienty rovnic př́ımek určených dvěma body jsou racionálńı funkce sou-
řadnic těchto bod̊u α = (Ay − By), β = (Bx − Ax), γ = ByAx − BxAy,
δ = (Dy − Ey), η = (Ex −Dx) a φ = EyDx − ExDy.

Zp̊usob řešeńı: Nalezeńı pr̊useč́ıku dvou př́ımek, resp. nalezeńı řešeńı soustavy
dvou lineárńıch rovnic, odpov́ıdá několika metodám. Existuje metoda dosa-
zovaćı, při niž vyjádř́ıme jednu neznámou z jedné rovnice a dosad́ıme ji do
druhé rovnice. Daľśı elementárńı už́ıvanou metodou již na základńı škole je
metoda sč́ıtaćı. Ćılem této metody je pomoćı ekvivalentńıch úprav dosáhnout
toho, aby se koeficienty v obou rovnićıch rovnaly až na znaménko (α = δ,
β, η). Dı́ky tomu dojde po sečteńı těchto rovnic k tomu, že vybraná neznámá
vypadne a dostaneme jednu rovnici o jedné neznámé. Posledńı metodou je me-
toda srovnávaćı. Z obou rovnic vyjádř́ıme stejnou vybranou neznámou (např.
x) a výsledky porovnáme, č́ımž dostaneme rovnici, kde je vybraná neznámá
vyloučena.

Řešeńı odpov́ıdá uspořádané dvojici č́ısel [x, y], která vyhovuje oběma rov-
nićım. Řešeńı takové soustavy rovnic může být právě jedno, resp. žádný, resp.
nekonečně mnoho. Nalezli jsme tedy hledaný pr̊useč́ık r̊uznoběžných př́ımek,
resp. nenalezli jsme tedy hledaný pr̊useč́ık, nebot’ se jednalo o rovnoběžné
př́ımky, resp. př́ımky jsou totožné, tud́ıž existuje nekonečně mnoho řešeńı (ne-
konečně mnoho společných bod̊u).

(B) Dále pak algebraické řešeńı lineárńı a kvadratická rovnice tvaru:

αx+ βy = γ,

(x− θ)2 + (y − ι)2 = κ2.

Konkrétně pak pro př́ımku procházej́ıćı body A = [Ax, Ay], B = [Bx, By]
a kružnici se středem D a poloměrem |EF |, kde souřadnice těchto bod̊u
označ́ıme následovně: D = [Dx, Dy], E = [Ex, Ey], F = [Fx, Fy], dostaneme

(Ay −By)x+ (Bx − Ax)y = ByAx −BxAy

(x−Dx)
2 + (y −Dy)

2 = (Ex − Fx)2 + (Ey − Fy)2.

Koeficienty rovnice př́ımky, jež je určená dvěma body, jsou funkce souřadnic
těchto bod̊u. Totéž plat́ı pro koeficienty kružnice: α = (Ay−By), β = (Bx−Ax),
γ = ByAx −BxAy, θ = Dx, ι = Dy, κ =

√
(Ex − Fx)2 + (Ey − Fy)2.

Zp̊usob řešeńı: V př́ıpadě soustav lineárńı a kvadratické rovnice se jev́ı neje-
fektivněǰśı řešeńı metodou dosazovaćı. Vyjádř́ıme z lineáńı rovnice neznámou,
kterou poté dosad́ıme do rovnice kvadratické. T́ım źıskáme jedno z možných
řešeńı: žádné (př́ımka lež́ı vně kružnice), jedno (př́ımka je tečnou kružnice)
nebo dvě (př́ımka je sečnou kružnice).
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(C) Resp. algebraické řešeńı dvou kvadratických rovnic tvaru:

(x− λ)2 + (y − ρ)2 = ω2,

(x− θ)2 + (y − ι)2 = κ2.

Konkrétně pak pro kružnici se středem A a poloměrem |BC| a kružnici se
středem D a poloměrem |EF | , kde souřadnice těchto bod̊u označ́ıme násle-
dovně: A = [Ax, Ay], B = [Bx, By], C = [Cx, Cy], D = [Dx, Dy], E = [Ex, Ey],
F = [Fx, Fy], dostaneme

(x− Ax)2 + (y − Ay)2 = (Bx − Cx)2 + (By − Cy)2

(x−Dx)
2 + (y −Dy)

2 = (Ex − Fx)2 + (Ey − Fy)2.

Stejně tak koeficienty rovnic kružnic, jež jsou určené dvěma body jsou ra-
cionálńı funkce souřadnic těchto bod̊u: λ = Ax, ρ = Ay, θ = Dx, ι = Dy,
ω =

√
(Bx − Cx)2 + (By − Cy)2, κ =

√
(Ex − Fx)2 + (Ey − Fy)2.

Zp̊usob řešeńı: V př́ıpadě hledáńı pr̊useč́ıku dvou kružnic hledáme dvě, resp.
jedno, resp. žádné, resp. nekonečně mnoho řešeńı. Řešeńım je opět uspořádaná
dvojice č́ısel vyhovuj́ıćı oběma rovnićım. Řešeńı je elementárńı. Spoč́ıvá v pře-
vedeńı řešeńı na předchoźı př́ıpad. Rovnice kružnic si převedeme na obecný
tvar. Z jedné rovnice kružnice vyjádř́ıme x2 + y2 a dosad́ıme do rovnice druhé.
T́ım źıskáme chordálu těchto dvou kružnic, tedy př́ımku. Dále řeš́ıme jako
soustavu kvadratické a lineárńı rovnice.

Poznamenejme, že soustavy maj́ı řešeńı, v němž hodnoty neznámých jsou
funkce koeficient̊u. Z toho vyplývá, že souřadnice pr̊useč́ık̊u lze vypoč́ıtat ra-
cionálńımi operacemi ze souřadnic známých bod̊u.

Předchoźı větu vhodně doplňuje ještě věta následuj́ıćı, viz [11, str.468].

Věta 3.1.2. Každý bod, jehož souřadnice lze vypoč́ıst ze souřadnic daných bod̊u
pomoćı racionálńıch operaćı (+, ·, −, /) a výpočtu druhé odmocniny v konečném
počtu, dá se z těchto bod̊u sestrojit eukleidovsky.

D̊ukaz. Důkaz spoč́ıvá v tom, že je možné si souřadnice daného bodu v rovině ge-
ometricky vyjádřit a to pomoćı úseček. Jsou-li tyto úsečky dány a jsou-li v rovině
dány osy souřadné, lze bod eukleidovsky sestrojit. Větu si můžeme přeformulovat.
Jsou dány dvě úsečky. Každou úsečku, jej́ıž délka se dá vypoč́ıtat z délek daných
úseček racionálńımi operacemi a výpočtem druhá odmocnin v konečném počtu, lze
eukleidovsky sestrojit z daných úseček.

Stač́ı tedy ukázat, že lze eukleidovsky sestrojit úsečku, jej́ıž délka je součtem,
rozd́ılem, součinem nebo pod́ılem daných úseček. Dále pak úsečku, jej́ıž délka je
druhá odmocnina z délky dané úsečky.

Konstrukce součtu a rozd́ılu je velmi jednoduchá a známá. Na př́ımku p naneseme
úsečku AB o délce a. Následně na př́ımku p naneseme úsečku CD o délce b tak,
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Obrázek 3.1: Konstrukce úsečky délky součtu daných úseček.

aby B = C a současně úsečky byly stejně orientované. Vzniklá úsečka AD má délku
s = a+ b.

Obdobně postupujeme při konstrukci rozd́ılu. Postup je odlǐsný v naneseńı úsečky
CD o délce b, kde b < a a kde B = C, nebot’ ji naneseme jako opačně orientovanou
úsečku k úsečce AB. T́ım dostaneme úsečku AD, která má délku r = a− b.

Obrázek 3.2: Konstrukce rozd́ılu useček.

Součin: Konstrukci součinu délek a, b provád́ıme takto: Nakresĺıme si prav́ıtkem
dvě polopř́ımky vycházej́ıćı z bodu A, které jsou r̊uznoběžné. Na prvńı polopř́ımku
naneseme od bodu A délku b = 1 a délku c. Dostaneme body B a C. Na druhou
naneseme př́ımku od bodu A délku e a dostaneme bod E. Spoj́ıme př́ımkou bod B
s bodem E. Následně povedeme bodem C rovnoběžku s př́ımkou BE. Pr̊useč́ık této
př́ımky s př́ımkou AE označ́ıme jako bod F . Délka s úsečky AF je součin cd, což
plyne z úměry 1 : c = e : s⇒ s = ce.

Obrázek 3.3: Konstrukce součin úseček.

Podobně postupujeme, máme-li sestrojit pod́ıl p = e/c délek dvou úseček, jak
plyne z 3.4 a z úměry 1 : c = p : e⇒ p = d/c.

Druhá odmocnina: Je-li dána úsečka o délce a, sestroj́ıme úsečku o délce
√
a

takto: Na př́ımku naneseme úsečku AB délky a a úsečku BC délky 1. Úsečku
AC rozp̊uĺıme, což lze eukleidovsky provést. Dostaneme tak bod O. V bodě B
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Obrázek 3.4: Konstrukce pod́ıl úseček.

vztyč́ıme na př́ımku AC kolmici, což lze opět eukleidovsky provést. Tato kolmice
protne kružnici K v bodě D. Délka úsečky BD je podle Eukleidovy véty o výšce
právě

√
a.

T́ım je věta dokázána [11, str.468].

Obrázek 3.5: Konstrukce odmocniny.

25



3.1.2 Př́ıklad použit́ı — p̊uleńı úhlu

Nyńı se zaměř́ıme na to, jakým zp̊usobem lze formalizovat úlohu, ve které k danému
úhlu máme rozp̊ulit úhel.

Př́ıklad 1. Mějme tři body A,B,C, které, mimo jiné, definuj́ı úhel (resp. dva úhly)
]BAC u vrcholu A. Úkolem je úhel (resp. oba úhly) rozp̊ulit.

Obrázek 3.6: Půleńı úhlu.

Sestroj́ıme tedy obvyklým zp̊usobem body D a E tak, že plat́ı

D ∈ k1(A, |AB|) ∩ p(A,C)

a
E,F ∈ k3(B, |BD|) ∩ k2(D, |BD|).

Pro názornost si vybereme pouze jeden bod, v tomto př́ıpadě bod E. Hledaným výs-
ledkem bude úhel ]BAE daný body A, B, E. Tedy:

K0 = {A,B,C} , K1 = K0 ∪ {D}, K2 = K1 ∪ {E}.

Nyńı si zvoĺıme souřadnicový systém tak, že A = [0, 0], B = [1, 0]. Pak bod C má
nějaké souřadnice C = [Cx, Cy]. Následně dopoč́ıtáme souřadnice bod̊u D, E, tedy

D =

(
Cx√

C2
x + C2

y

,
Cy√

C2
x + C2

y

)
, E =

(
1

2
+
Cx − Cy

√
3

2
√
C2
x + C2

y

,

√
3

2
+
Cy + Cx

√
3

2
√
C2
x + C2

y

)
Závěrem tedy dostáváme

T0 = Q(Cx, Cy), T1 = T0(
√
C2
x + C2

y ), T2 = T0(
√
C2
x + C2

y ,
√

3)[15, str.139].

[15, str.139]

Věty 3.1.1 a 3.1.2 charakterizuj́ı algebraicky konstruktivńı úlohy, které lze eu-
kleidovsky sestrojit. Mnohdy však je zapotřeb́ı dokázat neřešitelnost zadané úlohy
eukleidovskou konstrukćı. Pro vyšetřováńı neřešitelnosti je užitečná následuj́ıćı věta.
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Věta 3.1.3. Mějme dáno nějaké podtěleso T tělesa komplexńıch č́ısel. Necht’ poly-
nom

f(x) = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an

je ireducibilńı nad T. Bud́ı̌z α kořen kvadratické ireducibilńı rovnice s koeficienty
v T.

ε2 + b1ε+ b2 = 0.

Utvořme si adjunkćı α k T(α). Rozpadáli se polynom f(x) nad T(α), pak jeho
stupeň n muśı být č́ıslo sudé n = 2k a f(x) je součinem dvou ireducibilńıch polynom̊u
stupně k-tého nad T(α).

Důkaz této věty lze nalézt např. v [11]. Z ńı pak plyne následuj́ıćı pomocná věta.

Věta 3.1.4. Necht’ je dáno r úseček o délkách a1, a2, · · · , ar. Bud́ı̌z T těleso, které
vznikne z tělesa racionálńıch č́ısel R adjunkćı č́ısel a1, a2, · · · , ar. Bud́ı̌z β č́ıslo,
které je kořenem rovnice

εn + b1ε
n−1 + · · ·+ bn−1 + bnε = 0.

s koeficienty v T a ireducibilńı nad T. Aby se úsečka o délce β dala eukleidovsky
sestrojit, k tomu je nutné, aby stupeň rovnice byla mocnina č́ısla 2 (n = 2l).

Důkaz věta lze opět nalézt v literatuře, viz např. [11].

3.1.3 Př́ıklad eukleidovsky nekonstruovatelné úlohy — sedmiúhelńık

V této úloze se pod́ıváme na eukleidovsky nekonstruovatelnou úlohy, a to d̊usledkem
věty 3.1.4.

Př́ıklad 2. Vezměme si rovnici 4.1. Pro n = 7 dostaneme

z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0.

Využije reciprocity rovnice. Tud́ı̌z ji vynásob́ıme z−3. Následně použijeme substituce
x = (z + z−1), x2 − 2 = (z2 + z−2), x3 − 3x = (z3 + z−3). Rovnice po substituci tedy
bude vypadat

x3 + x2 − 2x− 1 = 0.

Vid́ıme, že stupeň rovnice je 3, což neńı mocnina č́ısla 2 (n = 2l). Rovnice tedy nemá
racionálńı kořen a tedy ani eukleidovsky konstruovatelný kořen. Proto pravidelný
sedmiúhelńık neńı eukleidovsky konstruovatelný [18, 103].

Bezprostředńım d̊usledkem věty 3.1.4 je neřešitelnost klasických úloh řecké ma-
tematiky eukleidovskou konstrukćı, kterými se budeme zabývat v daľśı sekci.
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3.2 Eukleidovsky něrešitelné úlohy

Konstrukce prav́ıtkem a kruž́ıtkem patřily mezi klasické starořecké konstrukce. Po-
stupem času se ustanovila čtyři slavná zadáńı, které se ani přes velkou snahu nedalo
přes 2000 let vyřešit:

• Rektifikace kružnice: k dané kružnici sestrojit úsečku, která je stejně dlouhá
jako obvod této kružnice.

• Kvadratura kruhu: k danému kruhu sestrojit úsečku takovou, že čtverec s touto
hranou má stejnou plochu jako daný kruh.

• Zdvojeńı krychle: k dané úsečce u sestrojit úsečku v takovou, že krychle s hra-
nou dlouhou jako v má dvakrát větš́ı objem, než krychle s hranou dlouhou
jako u.

• Trisekce úhlu: k danému úhlu sestrojit třetinový úhel.

Prvńı tři úlohy lze chápat jako: je-li zadána jednotková úsečka, zkonstruujte úsečku
délky 2 π, resp.

√
π , resp. 3

√
2. Teprve rozvoj algebry v 19. stolet́ı umožnil dokázat

neřešitelnost těchto úloh. Pro trisekci úhlu a zdvojeńı krychle nalezl d̊ukaz Pierre
Wantzel v roce 1837. Stejnou metodou lze vyřešit také rektifikaci kružnice a kvad-
raturu kruhu, avšak k vyřešeńı je zapotřeb́ı Lindemann̊uv d̊ukaz transcendence č́ısla
π (podrobněji viz [9, str. 79]) , který byl objeven o 50 let později, viz [15, str.139].
Poznamenejme, že navzdory tomu, že výše zmı́něná zadáńı neńı možné vyřešit, se
někteř́ı matematici pokusili o přibližné řešeńı (tj. rektifikace kruhu [13, str.152-153],
rektifikace kružnice [19, str.83-88], trisekce úhlu [20, str.153-159] a zdvojeńı krychle
[8, str.255-257]).

3.2.1 Náznak d̊ukazu něrešitelnosti zdvojeńı krychle

Bez újmy na obecnosti zvoĺıme délku strany krychle 1 cm. K sestrojeńı krychle o
dvojnásobném objemu je zapotřeb́ı sestrojit krychli o velikosti strany 3

√
2. Č́ıslo 3

√
2

je kořenem polynomu x3 − 2. V př́ıpadě, že by byl tento polynom reducibilńı nad
Q, měl by polynom alespoň jeden racionálńı kořen, který by musel být z množiny
{1,−1, 2,−2} (nutná podmı́nka racionality kořene racionálńıho polynomu). Po do-
sazeńı všech možnost́ı je zřejmé, že ani jedna z možnost́ı nevyhovuje. Tud́ıž se jedná
o ireducibilńı polynom nad tělesem č́ısel Q. Daľśı podstatnou skutečnost́ı je stupeň
polynomu. Stupeň tohoto polynomu je 3, což neńı mocnina č́ısla 2. Tedy úsečka
o délce 3

√
2 neńı eukleidovsky sestrojitelná (algebraická rozš́ı̌reńı, která provád́ıme

v konstrukci Q(K0) ⊆ Q(K1) ⊆ Q(K2), jsou rozš́ı̌reńı stupně 1 nebo 2 [5, str.455].

3.2.2 Náznak d̊ukazu něrešitelnosti rektifikace kružnice

Důkaz spoč́ıvá v trancendentnosti č́ısla π. Náznak d̊ukazu provedeme sporem. Ne-
cht’ máme zadanou jednotkovou úsečku s krajńımi body A,B o souřadnićıch A =
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[0, 0], B = [1, 0]. Výchoźı těleso bude opět těleso racionálńıch č́ısel Q. Ćılem je se-
strojit úsečku o délce π, tedy bod C, C = [π, 0]. Předpoklad je existence nadtělesa
Tn, obsahuj́ıćı č́ıslo π a stupeň rozš́ı̌reńı [Tn : Q] je konečný. Z toho vyplývá, že
rozš́ı̌reńı je algebraické, a tud́ıž i č́ıslo π. Což je spor s trancendentnost́ı č́ısla π [15,
str. 140].

3.2.3 Náznak d̊ukazu něrešitelnosti kvadratury kruhu

Důkaz opět spoč́ıvá v trancendentnosti č́ısla π. Důkaz je obdobný jako u rektifikace
kružnice.

Máme kruh o poloměru 1, z čehož vyplývá obsah o velikosti π. Čtverec, který má
stejný obsah, má délku strany

√
π. Jak již bylo řečeno, π je trancendentńı, což plat́ı

také pro jeho druhou odmocninu. Z toho plyne eukleidovská nekonstruovatelnost.
[5, str.455]

3.2.4 Náznak d̊ukazu něrešitelnosti trisekce úhlu

Stač́ı naj́ıt jedno konkrétńı zadáńı, které neńı řešitelné prav́ıtkem a kruž́ıtkem.
Např́ıklad úhel α = 60◦, zadaný body A = [0, 0], B = [1, 0] a C = [1

2
,
√
3
2

], tedy

T0 = Q(
√

3). Dokážeme, že nelze sestrojit bod

D = [cos(20◦), sin(20◦)],

který vznikne jako pr̊useč́ık zkonstruované př́ımky se směrnićı 20◦ pomoćı jiného
bodu a jednotkové kružnice. Dokážeme-li, že stupeň rozš́ı̌reńı

[Q(
√

3, cos(20◦) : Q(
√

3)] = 3,

můžeme použ́ıt stejný argument jako pro zdvojeńı krychle. Uvažujeme bod Cx =
[1
2
, 0]. Je zřejmé, že pokud umı́me sestrojit bod C, jsme schopni následně sestrojit

bod xC a naopak. Dı́ky tomu můžeme opět jakožto výchoźı těleso určit těleso ra-
cionálńıch č́ısel Q. Stejný postup je platný pro ostatńı body E,F viz. obrázek 3.7.
Stač́ı tedy umět sestrojit x-ovou souřadnici.

Využijeme vzorce

cos(α) = 4 cos
(α

3

)3
− 3 cos

(α
3

)
,

který dostaneme snadno např. ze vzorce pro kośınus trojnásobného úhlu (resp. pro
kośınus dvojnásobného úhlu a pro kośınus součtu úhl̊u). Po dosazeńı α = 60◦ dosta-
neme

1

2
= 4 cos(20◦)3 − 3 cos(20◦).

Tedy x = cos(20◦) je kořenem (po přerovnáńı a vynásobeńı dvěma).

1

2
− 4x3 + 3x = 0
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Obrázek 3.7: Konstrukce x-ových souřadnic bod̊u E, F .

Polynom 8x3−6x−1 = 0 je však nad Q ireducibilńı. Pokud by totiž měl kořen z Q,
musel by tento kořen být nutně z množiny

{
1,−1, 1

2
,−1

2
, 1
4
,−1

4
, 1
8
,−1

8

}
. Prostým do-

sazeńım všech kandidát̊u na kořen zjǐst’ujeme, že ani jeden neńı kořenem uvedeného
polynomu. Č́ımž jsme ukázali, že µ(x) je minimálńım polynomem (viz [15, str.135])
č́ısla cos(20◦) a tedy odpov́ıdaj́ıćı rozš́ı̌reńı je stupně 3.[

Q
(√

3, cos(20◦)
)

: Q
(√

3
)]

= 3,

rozš́ı̌reńı je tedy stupně 3, tud́ıž se nejedná o mocninu dvou, viz sekce 3.1.1, viz také
[5, str.455].

Protože úhel 60◦, který jsme nedokázali roztřetit, je vrcholový úhel vyskytytuj́ıćı
se v pravidelném šestiúhelńıku, efektivně jsme také dokázali nemožnost eukleidovské
konstrukce pravidelného osmnáctiúhelńıku a tedy i dev́ıtiúhelńıku.

3.3 Pomocné konstrukce: kolmice a rovnoběžka

V této sekci se budeme zabývat konstrukćı kolmice a rovnoběžky, které budou ne-
zbytné při daľśıch konstrukćıch, ve kterých se již k nim nebudeme explicitně vracet.

3.3.1 Kolmice

Při konstrukci vždy zálež́ı na počátečńıch podmı́nkách. Budeme se zabývat př́ıpa-
dem, kdy máme zadány dva body O,A. Bodem A prolož́ıme libovolnou př́ımku
q. Následně zkonstruujeme kružnici o libovolném poloměru r a středu v bodě O.
Pr̊useč́ık kružnice k s př́ımkou q označ́ıme jako bod B (lze si vybrat ze dvou
pr̊useč́ık̊u). Následně prolož́ıme body A a O př́ımku p. Pr̊useč́ık př́ımky p a kružnice
k označ́ıme P . Př́ımka t tvořená body P,B je kolmićı k př́ımce q, viz [17, str.3].
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Obrázek 3.8: Konstrukce kolmice.

3.3.2 Rovnoběžka

Pro zkonstruováńı rovnoběžky je zapotřeb́ı v́ıce d́ılč́ıch opakuj́ıćıch se konstrukćı.
Počátečńı podmı́nky jsou následuj́ıćı: je zadán bod A a př́ımka q. Zkonstruujeme
kružnici k1 = (A, r), kde r ≥ |Ap|. Vznikne nám pr̊useč́ık B (zvolili jsme si jeden ze
dvou vzniklých). Konstrukci opakujeme se stejným poloměrem kružnice: k2 = (B, r).
Vznikne bod C, C = k2 ∩ q. Nyńı sestroj́ıme kružnici k3; k3 = (C, r). Dı́ky tomu
nám vznikne bod D, D = k3 ∩ k1. Př́ımka p na niž lež́ı body A,D je rovnoběžná
s př́ımkou q, viz [17, str.2].

Obrázek 3.9: Konstrukce rovnoběžky.
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4 Eukleidovsky konstruovatelné mnohoúhel-
ńıky a Gaußova věta

Kapitola Konstruovatelné mnohoúhelńıky a Gaußova věta, jak je již z názvu patrné,
pojednává o eukleidovské konstrukci v rámci vybraných n - úhelńık̊u z geomerického,
částečně algebraického pohledu. Na začátku kapitoly si zavedeme Gaußovu větu,
která urč́ı, kdy je pravidelný n-úhelńık eukleidovsky konstruovatelný. Důkaz této
věty je nad rámec bakalářské práce, proto nebude jej́ı součást́ı. Lze ho však nalézt
v literatuře, např. v [14, str. 32].

4.1 Gaußova věta

Otázku eukleidovsky konstruovatelných pravidelných mnohoúhelńık̊u všeobecně vy-
řešil Gauß (1777–1855) následuj́ıćı větou, viz[10, str.179].

Věta 4.1.1 (Gaußova věta). Pravidelný n-úhelńık je eukleidovsky konstruovatelný
pouze tehdy, pokud n je č́ıslo tvaru:

n = 2mp1p2 · · · pk

přičemž m ≥ 0 a p1, p2, . . . , pk jsou r̊uzná Fermatova prvoč́ısla, tj. prvoč́ısla tvaru

Fr = 22r + 1,

kde r ∈ N.

Podle této věty jsou konstruovatelné pravidelné mnohoúhelńıky, které můžeme
podle vlastnost́ı rozdělit do několika skupin, viz tabulka 4.1. Zejména to je pět n-
úhelńık̊u, kde n je jediných pět známých Fermatových prvoč́ısel. To jsou

F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257, a F4 = 65 537,

tedy pro r = 0, 1, 2, 3, 4. (Žádné daľśı Fermatovo prvoč́ıslo neńı známo. Nev́ı se,
zda existuje.) Tato skupina mnohoúhelńık̊u, jejichž počet vrchol̊u je prvoč́ıselný,
je d̊uležitá, protože mohou sloužit jako stavebńı kameny pro konstrukci daľśıch,
které mohou vznikat zdvojnásobeńım počtu vrchol̊u či

”
součinem“ nesoudělných

lichoúhelńık̊u, podrobněji viz sekce 6.
Dále je to dvacetšest lichoúhelńık̊u, tvořených součiny všech možných kombinaćı

fermatových č́ısel, představuj́ıćı počet vrchol̊u n-úhelńık̊u.
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Tabulka 4.1: Kategorizace n-úhelńık̊u

Skupiny n-úhelńık̊u Konkrétńı n-úhelńıky

kde n je prvoč́ıslo 3, 5, 17, 257, 65 537
kde n je součin dvou, 15, 51, 85, 771, 1 285, 4 396,

196 611, 327 685, 1 114 129, 16 843 009
tř́ı, 255, 3 855, 13 107, 21 845, 983 055, 3 342 387,

5 570 645, 50 529 027, 84 215 045, 286 331 153
čtyř, resp. 65 535, 16 711 935, 252 645 135, 858 993 459, 1 431 655 765
pěti lichých prvoč́ısel 4 294 967 295
čtyřúhelńık (čtverec) 4
malé sudoúhelńıky 6, 8, 10, 12, 16, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 60, 64, 68, 80, 96, . . .

Do skupiny n-úhelńık̊u, které lze sestrojit (viz 4.1) patř́ı také čtyřúhelńık. Čtyřú-
helńık je speciálńı t́ım, že nepatř́ı ani do jedné skupiny, nebot’ n = 4 je složené č́ıslo,
současně ho však nelze vytvořit zdvojnásobeńım vrchol̊u či součinem nesoudělných
lichoběžńık̊u. Tento fakt je z̊usobený t́ım, že n-úhelńıky uvažujeme pro n ≥ 3. Důkaz
toho, že se jedná zároveň i o podmı́nku nutnou, vytvořil až v roce 1837 francouzský
matematik Pierre Wantzel (1814–1848)([10, str. 180]).

Posledńı skupinu tvoř́ı malé sudoúhelńıky. Malé sudoúhelńıky je skupina mnoho-
úhelńık̊u, které lze vytvořit zdvojnásobeńım vrchol̊u. Je zřejmé, že lze induktivně
vytvářet stále nové n-úhelńıky t́ımto zp̊usobem. Z čehož vyplývá, že jich je ne-
konečně mnoho.V tabulce 4.1 jsou vypsány pouze některé n-úhelńıky.

4.2 Co znamená konstruovat pravidelný n-úhelńık?

Konstruovat pravidelný n-úhelńık znamená sestrojit n bod̊u jednotkové kružnice,
které jsou přǐrazené k č́ısl̊um, které splňuj́ı rovnici zn − 1 = 0, tj.

z1 = z = cos

(
2π

n

)
+ i sin

(
2π

n

)
z2 = z2 = cos

(
2

2π

n

)
+ i sin

(
2

2π

n

)
zn = zn = cos

(
n

2π

n

)
+ i sin

(
n

2π

n

)
Z toho vyplývá, že sestrojeńı pravidelného n-úhelńıka znamená naj́ıt kořen rovnice
zn – 1 = 0. Jeden kořen je zřejmý. Jedná se o kořen 1. Proto se jedná o určeńı n− 1
kořen̊u rovnice

zn − 1

z − 1
= zn−1 + zn−2 + · · ·+ z2 + z + 1 = 0 (4.1)
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Rovnice je známá, jako rovnice děleńı kruhu. Úhel je možné eukleidovsky rozp̊ulit,
zdvojnásobit. Proto z pravidelných n a 2n-úhelńık̊u jsou eukleidovsky konstruova-
telné bud’ oba nebo ani jeden [18, str. 101].

Nutno zmı́nit, že neńı možné sestrojit pomoćı eukleidovské konstrukce jakýkoliv
mnohoúhelńık bez odchylky. Vhodným př́ıkladem nepřesné konstrukce je konstrukce
sedmiúhelńıku. Proto se konstrukce sedmiúhelńıku, jak již bylo zmı́něno, neřad́ı mezi
eukleidovské konstrukce.

4.3 Gauß̊uv teoretický výpočet konstrukce n-úhelńık̊u

V rámci této sekce si představ́ıme Gaußovu metodu (viz [16, str. 543–557]) hledáńı
strany kořene pravidelného eukleidovsky konstruovatelného mnohoúhelńıku, jehož
počet vrchol̊u je prvoč́ıselný. Jedná se také mimo jiné o metodu ověřeńı konstruo-
vatelnosti mnohoúhelńıku. K vysvětleńı této metody budeme potřebovat řadu vět a
definic, na které se budeme následně odkazovat.

4.3.1 Užitečné definice a věty

Nejprve si připomeneme pojem Eulerovy funkce známé z algebry, viz např. [7, str.
14], nebo [15].

Definice 6 (Eulerova funkce). Necht’ je m přirozené č́ıslo věťśı než jedna, m ∈ N,
m > 1. Počet všech přirozených č́ısel nesoudělných s m, která jsou menš́ı nebo rovna
m, znač́ıme ϕ(m), tj.

ϕ(m) = |{a ∈ N : a < m, gcd(m, a) = 1}|.

Funkci ϕ(m) ř́ıkáme Eulerova funkce.

Symbolem gcd(m, a) přitom znač́ıme největš́ı společný dělitel (greatest common
divisor) č́ısel m a a. Pojem cyklické grupy je opět známý ze základńıho kurzu algebry,
viz např. [12, str. 59], nebo [15].

Definice 7 (Cyklická grupa). Necht’ G je grupa s binárńı operaćı · a neutrálńım
prvkem 1. Jestlǐze existuje g ∈ G tak, že

G = {gk : k ∈ Z}, kde gk = g · gk−1, g0 = 1,

což schématicky znač́ıme G = 〈g〉, pak se grupa G nazývá cyklická. Prvek g nazýváme
generátorem cyklické grupy G.

Připomeňme, že množina všech č́ısel a, a < m nesoudělných s m, zpravidla
značená Z∗m tvoř́ı grupu vzhledem k operaci násobeńı modulo m, viz [15]. Zřejmě
|Z∗m| = ϕ(m). Řádem č́ısla a modulo m, a ∈ Z∗m, pak nazýváme takové nejmenš́ı
kladné přirozené č́ıslo r, pro které plat́ı

ar ≡ 1 mod m.
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Jazykem grup je tedy r velikost cyklické grupy 〈a〉, tj. r = |〈a〉|, podgrupy Z∗m, kterou
generuje právě a. Nyńı již můžeme zavést prvńı d̊uležitý pojem tzv. primitivńı kořen,
viz [4, str. 42].

Definice 8 (Primitivńı kořen). Necht’ m ∈ N. Celé č́ıslo g ∈ Z, gcd(g,m) = 1
nazveme primitivńım kořenem modulo m, pokud je jeho řád modulo m roven ϕ(m).

Alternativně, jazykem grup můžeme ř́ıci, že g je primitivńı kořen modulo m
právě tehdy, když je generátorem Z∗m, nebot’ |〈g〉| = ϕ(m) = |Z∗m|.

Následuj́ıćı tři věty na sebe navazuj́ı a převzali jsme je z [4, str. 41–48], kde se
mimo jiné nacháźı i jejich d̊ukazy.

Věta 4.3.1 (O existenci primitivńıho kořene). Necht’ m ∈ N, m > 1. Primitivńı
kořeny modulo m existuj́ı, právě tehdy když

m ∈
{

2, 4, p`, 2p`
}
,

kde p je liché prvoč́ıslo a ` ∈ N.

Věta 4.3.2. Necht’ p je liché prvoč́ıslo a ` ≥ 1. Necht’ m je rovno p` nebo 2p`.
Uvažujme dále prvoč́ıselný rozklad

ϕ(m) = qα1
1 · · · q

αk
k , qi 6= qj pro i 6= j.

Čı́slo g ∈ Z, gcd(m, g) = 1, je primitivńım kořenem modulo m právě tehdy když
nesplňuje žádnou z kongruenćı

g
ϕ(m)
q1 ≡ 1 mod m, · · · , g

ϕ(m)
qk ≡ 1 mod m.

Věta 4.3.3. Necht’ p je liché prvoč́ıslo, g je primitivńı kořen modulo p`, ` ∈ N. Pak
liché z č́ısel g, g + p` je primitivńı kořen modulo 2p`.

Nakonec poznamenejme, že symbolem

[a] = {x ∈ Z : a ≡ x mod m}

budeme značit množinu všech č́ısel navzájem kongruentńıch modulo m.

4.3.2 Stručný náznak Gaußova teoretického výpočtu konstrukce
n-úhelńıku

Jak již bylo v předešlé kapitole naznačeno, máme-li sestrojit pravidelný n-úhelńık
o n stranách, muśıme nalézt kořeny rovnice zn − 1 = 0. Kořeny této rovnice budou
představovat n vrchol̊u pravidelného mnohoúhelńıku, jež budou ležet na jednotkové
kružnici se středem v počátku soustavy souřadné, tedy v našem př́ıpadě v bodě
A = [0, 0]. Vzhledem k tomu, že jedńım z kořen̊u této rovnice je ε0 = 1, bude mı́t
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jeden z vrchol̊u pravidelného mnohoúhelńıku souřadnice bodu B = [1, 0]. Původńı
rovnici můžeme tedy upravit, jak již jsme udělali v minulé kapitole

zn − 1

z − 1
= zn−1 + zn−2 + · · ·+ z2 + z + 1 = 0.

Nyńı tedy budeme pracovat s rovnićı

zn−1 + zn−2 + · · ·+ z2 + z + 1 = 0, (4.2)

jej́ıž kořeny označ́ıme ε1, ε2, · · · εn, pro které plat́ı, že č́ıslo označeńı v indexu je stejné
jako exponent kořene ε1 tedy ε1 = ε1, ε2 = ε2, · · · , εn = εn. Daľśım velice d̊uležitým
vztahem mezi kořeny je

εn−1 + εn−2 + · · ·+ ε2 + ε = −1.

Kořeny rovnice 4.2 lze zapsat pomoćı Moivreovy věty do tvaru

εk = cos(kθ) + i sin(kθ), θ =
2π

n
, k = 1, 2, · · · , n.

Nyńı se dostáváme ke Gaußovu teoretickému výpočtu. Necht’ je ω je množina
všech kořen̊u rovnice 4.2, potom ω se bude shodovat s prvky εe, ε2e, · · · , ε(n−1)e, kde
e je libovolné celé č́ıslo takové, že neńı dělitelné č́ıslem n. Rovnici (4.2) lze pak zapsat
jako

(z − εe)(z − ε2e) · · · (z − ε(n−1)e) = 0.

Gauß pro zjednodušeńı použ́ıvá značeńı ελ, kde λ je celé č́ıslo. Ke Gaußovu teore-
tickému výpočtu dále potřebujeme znát primitivńı kořen g. Pokud je g primitivńım
kořenem modulo n, potom č́ısla

g0, g1, · · · , gn−2

budou kongruentńı č́ısl̊um
1, 2, · · · , n− 1

modulo n.
Tedy kořeny

[1], [g] · · · , [gn−2]

se shoduj́ı s prvky množiny ω a ze stejného d̊uvodu se budou shodovat

[λ], [λ · g] · · · , [λ · gn−2],

kde λ je libovolné celé č́ıslo, které neńı dělitelné č́ıslem n.
Postup, jakým Gauß konstruuje řešeńı je rozděleńı kořen̊u do tzv. period, resp.

součt̊u kořen̊u, ve kterých je každý následuj́ıćı prvek tvořen součinem primitivńıho
kořene g a předešlého prvku a posledńı prvek v součtu po vynásobeńı primitivńım
kořenem g je znovu výsledkem prvńıho prvku.
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Pokud e je dělitelem č́ısla n − 1, potom polož́ıme n − 1 = f · e, kde f je počet
kořen̊u v periodě, ge označ́ıme h. Potom součet f takových kořen̊u je

(f, λ) = [λ] + [λ · h] + · · ·+ [λ · hf−1].

Množina kořen̊u (f, λ) se právě onou periodou.
Gauß mimo jiné vymezil vlastnosti těchto period, tzn. jestliže f = n− 1, e = 1,

potom se perioda (f, 1) bude shodovat s ω. Ve zbývaj́ıćıh př́ıpadech se bude ω skládat
z period

(f, 1), (f, g), (f, g2), . . . , (f, ge−1).

Z toho d̊uvodu budou tyto periody navzájem r̊uzné a každá podobná perioda (f, λ)
se bude shodovat s jednou z těchto period v př́ıpadě, že λ patř́ı do ω a zároveň jak
již bylo zmı́něno, neńı dělitelná č́ıslem n.

Pokud je n− 1 = a · b · c, potom perioda (b · c, λ) se skládá z b period (c, λ), tedy

(b · c, λ) = (c, λ) + (c, λ · ga) + (c, λ · g2a) + · · ·+ (c, λ · ga(b−1)). (4.3)

Jestliže se tedy č́ıslo n−1 dá rozložit na součin prvoč́ısel α, β, γ atd., jejich počet
označ́ıme ν, potom určeńı kořene rovnice 4.2 zredukujeme na řešeńı ν rovnic stupně
α, β, γ atd. Prvńı perioda obsahuje n−1

α
= r prvk̊u. Druhá perioda pak obsahuje

n−1
α·β = s, přičemž h = gre. Následuj́ıćı perioda potom n−1

α·β·γ prvk̊u a h = grse, atd.

4.4 Ukázka výpočtu na konkrétńım p̌ŕıkladu konstruk-
ce sedmnáctiúhelńıku

Vezměme si jako př́ıklad sedmnáctiúhelńık, rovnice (4.2) bude tud́ıž ve tvaru

t16 + · · ·+ t2 + t+ 1 = 0.

Tedy n− 1 = 24. Je patrné, že źıskáme čtyři kvadratické rovnice. Pod́ıvejme se nyńı
na primitivńı kořen (viz definici 8) modulo 17. Č́ıslo 17 je prvoč́ıslo. Tedy podle věty
4.3.1 existuje primitivńı kořen. Nejdř́ıve spoč́ıtejme Eulerovu funkci (viz definici 6)
pro č́ıslo 17. Zřejmě

ϕ(17) = 16 = 24.

Nyńı podle věty 4.3.2 v́ıme, že pro primitivńı kořen g muśı platit

g8 6≡ 1 mod 17.

Nyńı vyzkouš́ıme č́ısla od 1 do 16 s t́ım, že ověř́ıme, zda plat́ı či neplat́ı tato kon-
gruence, dokud’ nenalezneme g takové, pro které tato kongruence plat́ı.
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4.4.1 Hledáńı primitivńıho kǒrene

Pokud za g dosad́ıme č́ıslo 2 dostaneme

28 ≡ 1 mod 17 nebot’
28 − 1

17
= 15.

Z toho plyne, že 2 neńı primitivńı kořen. Pro č́ıslo 3 však již kongruence plat́ı

38 6≡ 1( mod 17).

Primitivńım kořenem modulo 17 je č́ıslo 3, jinými slovy mocniny č́ısla 3 jsou mo-
dulo 17 kongruentńı s č́ısly 1, 2, · · · , 16, neboli generuje celou cyklickou grupu in-
vertibilńıch prvk̊u modulo 17. Nejmenš́ı kladné zbytky mocnin č́ısla 3 modulo 17
jsou uvedeny v tabulce 4.2. V prvńım řádku tabulky jsou exponenty mocnin trojky,
ve druhém mocniny, ve třet́ım již zmı́něné nejmenš́ı kladné zbytky.

Tabulka 4.2: Nejmenš́ı kladné zbytky mocnin č́ısla 3 modulo 17.

` 0 1 2 3 4 5 6 7
g` 30 31 32 33 34 35 36 37

mod 17 1 3 9 10 13 5 15 11

` 8 9 10 11 12 13 14 15
g` 38 39 310 311 312 313 314 315

mod 17 16 14 8 7 4 12 2 6

4.4.2 Rozděleńı period

Periodu (16,1) zaṕı̌seme jakou součet mocnin č́ısla 3 mod 17

(16, 1) = [1]+[3]+[9]+[10]+[13]+[5]+[15]+[11]+[16]+[14]+[8]+[7]+[4]+[12]+[2]+[6].

Následně dle 4.3 zaṕı̌seme periodu (16, 1) na dvě periody (8, λ), nebot’ plat́ı n− 1 =
a · b · c = 1 · 2 · 8

(16, 1) = (8, 1) + (8, 1 · 31) = (8, 1) + (8, 3).

Z definice pro periodu zjist́ıme e: 16 = f · e = 8 · 2, je h = ge = 32 = 9. Periody
(8, 1) a (8, 3) můžeme pak zapsat jako součty kořen̊u

(8, 1) = [1] + [9] + [92] + [93] + [94] + [95] + [96] + [97]

= [1] + [9] + [13] + [15] + [16] + [8] + [4] + [2],

(8, 3) = [3] + [3 · 9] + [3 · 92] + [3 · 93] + [3 · 94] + [3 · 95] + [3 · 96] + [3 · 97],

= [3] + [10] + [5] + [11] + [14] + [7] + [12] + [6].
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Následně postup zopakujeme. Tedy periody (8, 1) a (8, 3), kde h = 32, rozeṕı̌seme
na součty,

(8, 1) = (4, 1) + (4, 1 · 9) = (4, 1) + (4, 9),

(8, 3) = (4, 3) + (4, 3 · 9) = (4, 3) + (4, 10).

Pro periody (4, 1), (4, 9), (4, 3), (4, 10) je g = 34 ≡ 13 mod 17. Dostaneme tedy

(4, 1) = [1] + [13] + [132] + [133] = [1] + [13] + [16] + [4],

(4, 9) = [9] + [9 · 13] + [9 · 132] + [9 · 133] = [9] + [15] + [8] + [2],

(4, 3) = [3 · 1] + [3 · 13] + [3 · 132] + [3 · 133] = [3] + [5] + [14] + [12],

(4, 10) = [10 · 1] + [10 · 13] + [10 · 132] + [10 · 133] = [10] + [11] + [7] + [6].

Tedy

(4, 1) = (2, 1) + (2, 13),

(4, 9) = (2, 9) + (2, 15),

(4, 3) = (2, 3) + (2, 5),

(4, 10) = (2, 10) + (2, 11).

V posledńım kroku již dostáváme samotné kořeny g = 38 = 16

(2, 1) = [1] + [16],

(2, 13) = [4] + [13],

(2, 9) = [8] + [9],

(2, 15) = [2] + [15],

(2, 3) = [14] + [3],

(2, 5) = [5] + [12],

(2, 10) = [7] + [10],

(2, 11) = [6] + [11].

4.4.3 Vlastńı řešeńı

Ve chv́ıli, kdy jsme nalezli kořeny, je nutné sestavit kvadratické rovnice. Tedy prvńı
dvě periody si označ́ıme (8, 1) = x1, (8, 3) = x2 a přeṕı̌seme s kořeny ε1, ε2, . . . , ε16.

x1 = ε1 + ε9 + ε13 + ε15 + ε16 + ε8 + ε4 + ε2,

x2 = ε3 + ε10 + ε5 + ε11 + ε14 + ε7 + ε12 + ε6.

S využit́ım Moivrovy věty můžeme součty kořen̊u zapsat ve tvaru

εk + ε17−k = 2 cos(kθ), k = 1, 2, ·, 16.

Nyńı si tedu můžeme rozepsat x1 a x2 takto

x1 = 2(cos(θ) + cos(2θ) + cos(4θ) + cos(8θ)),

x2 = 2(cos(3θ) + cos(5θ) + cos(6θ) + cos(7θ)).
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Sečteńım x1 a x2 źıskáme −1, tedy

x1 + x2 = −1.

Vynásobeńım a upraveńım součinu s využit́ım znalosti, že ε a ε17−k jsou symetrické
vzhledem k reálné ose, źıskáme −4, tj.

x1 · x2 = −4.

Z těchto vztah̊u pomoćı Vietových vzorc̊u dostaneme kvadratickou rovnici

t2 + t− 4 = 0.

Protože x1 > 0, tedy x1 > x2, kořeny kvadratické rovnice tedy jsou

x1 =
−1 +

√
17

2
a x2 =

−1−
√

17

2
.

Čtyřprvkové periody zaṕı̌seme stejným zp̊usobem, tedy

x1,1 = ε1 + ε13 + ε16 + ε4 = 2(cos(θ) + cos(4θ)),

x1,2 = ε9 + +ε15 + ε8 + ε2 = 2(cos(2θ) + cos(8θ)),

x2,1 = ε3 + ε5 + ε14 + +ε12 = 2(cos(3θ) + cos(5θ)),

x2,2 = ε10 + ε11 + ε7 + ε6 = 2(cos(6θ) + cos(7θ)).

Z těchto rovnost́ı snadno odvod́ıme, že x1,1 > x1,2 a x2,1 > x2,2. Proces opakujeme,
konkrétně

x1 = x1,1 + x1,2 a x1,1 · x1,2 = −1,

x2 = x2,1 + x2,2 a x2,1 · x2,2 = −1.

Dostaneme tedy daľśı dvě kvadratické rovnice

t2 + x1 · t− 1 = 0,

t2 + x2 · t− 1 = 0.

Jejich sečteńım źıskáme kořeny

x1,1 =
x1 +

√
x21 + 4

2
a x1,2 =

x1 −
√
x21 + 4

2

x2,1 =
x2 +

√
x22 + 4

2
a x2,2 =

x2 −
√
x22 + 4

2
.

Co se týče dvojčlenných period, tak tam nám stač́ı vybrat si vybrat pouze jednu
dvojici, jsme totiž již na konci celého procesu,

x1,1,1 = ε1 + ε16 = 2 cos(θ),

x1,1,2 = ε13 + ε4 == 2 cos(4θ),
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kde
x1,1,1 + x1,1,2 = x1,1 a x1,1,1 · x1,1,2 = x2,1.

Vı́me, že x1,1,1 > x1,1,2, sestav́ıme tedy kvadratickou rovnici

t2 − x1,1 · t+ x2,1 = 0.

Nyńı nám stač́ı vyjádřit si pouze jeden kořen, např. x1,1,1, tj.

x1,1,1 =
x1,1 +

√
x21,1 − 4 · x2,1

2
.

4.4.4 Závěrečný vztah

Dı́ky tomu, že cos(θ) = x1,1,1
2

, dostáváme velikost cos(θ), konkrétně

cos

(
2π

17

)
=

1

16
·
(
− 1 +

√
17 +

√
34− 2

√
17

+

√
68 + 12

√
17− 16

√
34 + 2

√
17− 2(1−

√
17)

√
34− 2

√
17

)
.

Je patrné, že cos(2π
17

) opravdu je konstruovatelné č́ıslo, nebot’ výraz, kterému se rovná
se skládá pouze z racionálńıch operaćı a z druhé odmocniny.
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5 Konstrukce vybraných pravidelných mno-
hoúhelńık̊u

V této kapitole si ukážeme kontrukce některých konkrétńıch n-úhelńık̊u. Z euk-
leidovsky konstruovatelných n-úhelńık̊u vybereme ty nejznáměǰśı a ověř́ıme jejich
eukleidovskou konstruovatelnost.

5.1 Rovnostranný trojúhelńık

Vlastnosti trojúhelńıku podstatně záviśı na geometrických vlastnostech roviny, ve
které se nacháźı. Základńı vlastnost́ı trojúhelńıku v eukleidovské rovině je rov-
nost součtu vnitřńıch úhl̊u trojúhelńıku 180◦. Speciálńım př́ıpadem trojúhelńıku
je trojúhelńık rovnostranný, jenž má všechny tři strany shodné. Konstrukce rovno-
stranného trojúhelńıku byla známa již v starověkém Řecku [6, str.46].

Obrázek 5.1: Konstrukce rovnostranného trojúhelńıku.

D̊ukaz. Z konstrukce je patrné, že pro vrcholy A, C trojúhelńıku plat́ı: (A ∧ C) ∈
k1(B, |CB|) ⇒ |AB| = |BC|. Stejné tvrzeńı plat́ı pro úhly B, C: (B ∧ C) ∈
k2(A, |AB|). Všechny strany jsou tedy stejné délky. Z toho vyplývá, že trojúhelńık
je rovnostranný.

5.2 Čtverec

Přesnou konstrukci pravidelného čtyřúhelńıku lze nalézt v již zmı́něných Euklei-
dových základech. My tu ale předvedeme dvě konstrukce pozměněné dle zadáńı,
které již známe ze základńı školy. Zadáńı úlohy: Jsou zadány dva body, jež jsou
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vrcholy čtverce. Čtverec zkonstruujte. V rámci této úlohy rozebereme dvě možnosti
zadáńı.

I. Zmı́něné vrcholy jsou vrcholy nálež́ıćı stejné straně. Označme si je jako vrchol
A a vrchol B.

Při konstrukci využijeme předchoźı konstrukci rovnostranného trojúhelńıku. Narý-
sujeme rovnostranný trojúhelńık ABP . Následně provedeme konstrukci kružnice se
středem P s poloměrem rovným vzdálenosti bodu P od A. Povedeme polopř́ımku
AP . Pr̊useč́ık polopř́ımky s kružnićı označ́ıme O. Úsečka BO je kolmá na úsečku
AB.

Obrázek 5.2: Konstrukce čtverce.

Pr̊useč́ık kolmice a kružnice k2; k2 = (B, |AB|) označ́ıme C. Následně zkonstru-
ujeme kružnici k3; k3 = (C, |CB|). T́ım ná vznikne hledaný vrchol D; D ∈ k1 ∪ k3.

Obrázek 5.3: Konstrukce čtverce.

D̊ukaz. Nejdř́ıve ukážeme shodnost vnitřńıch úhl̊u zkonstruovaného čtverce. Je pa-
trné, že nám z konstrukce plyne, že úhel ]ABC je úhlem pravým. Následně ověř́ıme
zbývaj́ıćı úhly. Úhly ]BAD a ]BCD mohou být úhly ostré, tupé nebo pravé. Důkaz
provedeme pro úhel ]BAD. Úhel ]BCD se v tomto př́ıpadě, d́ıky konstrukci, do-
kazuje obdobně. Pokud by byl úhel |]BAD| < 90◦ ⇒ |]BAD| + |]ABC| < 180◦.
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⇒ ∃P ; |]PAB|+ |]ABP |+ |]BPA| = 180◦ Což je spor, nebot’ AD ‖ BC. Z toho
plyne, že |]BAD| = 90◦ ∧ |]BCD| = 90◦. Stejným zp̊usobem lze ověřit posledńı
vnitřńı úhel ]ADC. Z toho plyne |]ADC| = |]BAD| = |]ABC| = |]BCD| . Nyńı
ověř́ıme shodnost stran, což je nezbytné v př́ıpadě čtverce. A ∈ k2 (B, |AB|) ∧ C ∈
k2 (B, |AB|)⇒ |AB| ∼= |BC| ;B ∈ k1 (A, |AB|)∧D ∈ k1 (A, |AB|)⇒ |AB| ∼= |AD| .
|]ADC| = |]BAD| = |]ABC| = |]BCD| ∧ |AB| ∼= |AD| ∼= |BC| ⇒ |CD| ∼=
|AB| ∼= |AD| ∼= |BC|. Sestrojený čtyřúhelńık je skutečně čtverec.

II. Zmı́něné vrcholy jsou vrcholy nálež́ıćı jedné libovolné úhlopř́ıčce čtverce. Na-
př́ıklad si vezměme vrcholy, které označ́ıme jako vrchol A a vrchol C. Zkon-
struujeme úsečku EF jakožto osu úsečky s využit́ım znalosti eukleidovské kon-
strukce kolmice. Následně zkonstruujeme kružnici k3; k3(S, |SC|). Pr̊useč́ıky
kružnice k3 a úsečky EF označ́ıme C, D, tedy vrcholy čtverce.

Obrázek 5.4: Konstrukce čtverce.

D̊ukaz. Z konstrukce plyne, že se úhlopř́ıčky čtyřúhelńıku navzájem p̊uĺı a sv́ıraj́ı
spolu pravý úhel. Tuto vlastnost má pouze dva geometrické útvary, tzv. čtverec a
kosočtverec. Nav́ıc je z rysu patrné, že čtyřúhelńık je vepsán kružnici, což vylučuje
možnosti kosočtverce. Z toho vyplývá, že daný čtyřúhelńık je skutečně čtverec.

5.3 Pravidelný pětiúhelńık

Stejně jako trojúhelńık a čtverec, je pětiúhelńık známý již ze spis̊u Eukleida. Pra-
videlný pětiúhelńık byl populárńı již z dob antického Řecka v odvětv́ı matematiky,
mystice, symbolice pythagorejc̊u, ale také v uměleckých odvětv́ı. Byl od něj od-
vozen pentagram. Důvodem, proč byl pětiúhelńık takto uct́ıván, je zejména to,
že pětiúhelńık v sobě nese zlatý řez. Poměr délek úhlopř́ıčky a strany je roven
zlatému řezu, nav́ıc úhlopř́ıčka, prot́ıná druhou tak, že délky vzniklých část́ı jsou
opět v poměru zlatého řezu. Eukleides vyložil konstrukci pravidelného pětiúhelńıku
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ve čvrté knize Základ̊u (viz [6, 135]). Ačkoliv je tento postup matematicky ele-
gantńı, tak neńı př́ılǐs praktický, nebot’ je založen na dlouhé řadě vět. Nicméně
existuje celá řada jednoduchých postup̊u pro sestrojeńı pravidelného pětiúhelńıku,
které jsou k viděńı např. v knize [17, str. 34]. My si představ́ıme konstrukci, která
je nám známá již ze základńı, popř́ıpadě středńı školy.

5.3.1 Ově̌reńı konstruovatelnosti desetiúhelńıku a z něho vyplý-
vaj́ıćı konstruovatelnost pětiúhelńıku

D̊ukaz. K ověřeńı, zda je pětiúhelńık možné sestrojit eukleidovsky využijeme již
zmı́něnou rovnici 4.1. Dosazeńım n = 5 dostáváme:

z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0

Rovnici řeš́ıme klasickým zp̊usobem. Tedy řeš́ıme ji jako reciproké rovnice. Tedy
vynásob́ıme strany výrazem z−2.

(z2 + z−2) + (z + z−1) + 1 = 0.

Nyńı použijeme substituci (z+z−1) = y. Po substituováńı źıskáme (z2+z−2) = y2−2.
Dosazeńım do rovnice vytvoř́ıme kvadratickou rovnici: y2+y−1 = 0. Pokud y = a10
je velikost strany pravidelného desetiúhelńıka vepsaného do jednotkové kružnice,
tehdy:

a10 =
1

2

(√
5− 1

)
.

Tento výraz je eukleidovsky konstruovatelný. Z toho plyne eukleidovská konstruo-
vatelnost desetiúhelńıku a pětiúhelńıku.

5.3.2 Konstrukce pětiúhelńıku

Doposud jsme měli eukleidovské konstrukce jednotlivých geometrických útvar̊u za-
dány dvěmi body, jakožto vrcholy jedné strany, př́ıpadně vrcholy úhlopř́ıčky. Od
této konstrukce poč́ınaje, se budeme při konstrukci n-úhelńıku oṕırat o jednotkovou
kružnici, na niž budeme postupně nanášet body.

Prvńım krokem bude konstrukce kolmice, která je podrobně popsána v sekci
3.3.1. Dı́ky této konstrukci źıskáme bod C, jež bude nezbytný pro daľśı postup
konstrukce (obrázek 5.5). Následně zkonstruujeme kružnici k3; k3(A, |AS|). T́ım nám
vznikne bod E; E ∈ k∪k3. Dále zkonstruujeme S1; |S1A| = 1

2
|AS|. T́ım nám vznikne

bod G; G ∈ AB ∪ k4. Velikost úsečky CG je rovna velikosti strany pětiúhelńıku
vepsaného do kružnice k. Dále se o úsečce GC budeme zmiňovat jako o úsečce a5
(obrázek 5.6). Posledńım krokem bude nanášeńı poloměru kružnice rovnému velikosti
úsečky a5 na kružnici k, č́ımž źıskáme vrcholy pětiúhelńıku (obrázek 5.7).

5.4 Pravidelný šestiúhelńık

Daľśım neméně zaj́ımavým n-úhelńıkem je šestiúhelńık. Eukleidovsky ho lze zkon-
struovat v́ıce než-li jedńım zp̊usobem. V sekci 6.1 si vysvětĺıme konstrukci pomoćı
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Obrázek 5.5: Konstrukce pětiúhelńıku (krok 1).

Obrázek 5.6: Konstrukce pětiúhelńıku (krok 2).

Obrázek 5.7: Konstrukce pětiúhelńıku (krok 3).
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zdvojeńı úhl̊u trojúhelńıku. V této sekci se pod́ıváme na eukleidovskou konstrukci,
která se již uč́ı na základńı škole.

5.4.1 Konstrukce pravidelného šestiúhelńıku

Mějme libovolný poloměr kružnice daný dvěmi body, tj. středem S a bodem D.
Sestrojeńım kružnice k; k = (S, |SD|) a sestrojeńım polopř́ımky p, tj. polopř́ımka
7−→ DS, źıskáme pr̊useč́ık A; A = k∩p. Sestrojme kružnici k1 = (A, |AS|). Pr̊useč́ıky
těchto dvou kružnic nazveme B a F ; B∧F ∈ k∩k1. Postup zopakujeme s kružnićı k2;
tzn. k2 = (D, |DS|). Pr̊useč́ıky těchto dvou kružnic nazveme C a E; C ∧E ∈ k∩ k2.
Body A,B,C,D,E, F jsou vrcholy pravidelného šestiúhelńıku, viz [6, str.139].

Obrázek 5.8: Konstrukce šestiúhelńıku.

5.4.2 Důkaz konstrukce pravidelného šestiúhelńıku

D̊ukaz. K d̊ukazu použijeme shodnost trojúhelńık̊u. Můžeme tvrdit, že trojúhelńıky
SAB a ASF jsou rovnostranné. Využit́ım věty o vnitřńıch úhlech trojúhelńıku je
velikost každého vnitřńıho úhlu rovna 2R

3
. Jelikož plat́ı |AF | = |AB|, podle věty sss

jsou oba trojúhelńıky shodné a t́ım i jejich vnitřńı úhly. Vzhledem k tomu, že plat́ı
rovnost |]FSC| = |]FSA| + |]ASB| + |]BSC|, s t́ım, že |]FSC| = 2R. Z toho
plyne 2R

3
= |]FSA| = |]ASB| = |]BSC|.

5.5 Pravidelný patnáctiúhelńık

Posledńı pravidelný mnohoúhelńık, který byl schopen Eukleides sestrojit pouze po-
moćı prav́ıtka a kruž́ıtka byl právě zmı́něný patnáctiúhelńık. U této konstrukce se
využ́ıvá znalost konstrukce dvou nesoudělných lichoúhelńık̊u, nebot’ počet vrchol̊u
konstruovaného mnohoúhelńıku je roven součinu vrchol̊u nesoudělných lichoběžńık̊u.
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5.5.1 Konstrukce pravidelného patnáctiúhelńıku

Vyžijeme již výše zkonstruovatelného pětiúhelńıku A1A2A3A4A5, kterému je kruž-
nice k opsaná. Následně zkonstruujeme trojúhelńık B1B2B3, kružnici k vepsaný,
jehož vrchol B1 je totožný s vrcholem A1 pětiúhelńıku (obrázek 5.9). Každý ob-

Obrázek 5.9: Konstrukce patnáctiúhelńıku (krok 1).

louk kružnice k ohraničený vrcholy trojúhelńıka B1B2B3 bude rozdělen na pět část́ı.
Pro oblouky ohraničené pětiúhelńıkem plat́ı obdobné tvrzeńı. Tedy každý oblouk
ohraničený pětiúhelńıkem A1A2A3A4A5 bude rozdělen na tři části. Oblouk A1A3

bude rozdělen na šest část́ı a oblouk A1B2 na pět část́ı. Z toho je patrné, že oblouk
B1A3 bude strana patnáctiúhelńıku. Nyńı když známe délku strany, můžeme euklei-
dovsky zkonstruovat zbývaj́ıćı vrcholy patnáctiúhelńıku (obrázek 5.10). Postupným

Obrázek 5.10: Konstrukce patnáctiúhelńıku (krok 2).

nanášeńım vzdálenosti rovné délce strany patnáctiúhelńıku po obvodu kružnice, jsme
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źıskáme zbývaj́ıćı vrcholy. Spoj́ıme-li následně vrcholy, źıskáme hledaný obrazec
(obrázek 5.11); viz [6, str.141].

Obrázek 5.11: Výsledný patnáctiúhelńık.

5.5.2 Náznak d̊ukazu konstruovatelnosti pravidelného patnácti-
úhelńıku

Náznak d̊ukazu konstruovatelnosti pravidelného patnáctiúhelńıku nalezneme v sekci
6.3.

5.6 Pravidelný sedmnáctiúhelńık

V této sekci se budeme zabývat konstrukćı pravidelného sedmnáctiúhelńıku, jež
patř́ı mezi pracněǰśı konstrukce. Nejdř́ıve provedeme ověřeńı konstruovatelnosti a
následně zkonstruujeme pravidelný sedmnáctiúhelńık metodou Lowryho konstrukce
viz literatura [14, str. 47].

Ověřeńı konstruovatelnosti sedmnáctiúhelńıku jsme detailne probrali v sekci 4.3,
ve které jsme studovali Gauß̊uv teoretický výpočet ověřeńı konstruovatelnosti n-
úhelńıku obecně, konkrétně jsme ho v sekci 4.4 ilustrovali právě na sedmnáctiúhelńıku.
Přejdeme tedy př́ımo ke konstrukci.

5.6.1 Konstrukce pravidelného sedmnáctiúhelńıku

Mějme libovolný poloměr kružnice daný dvěmi body, tj. středem O a bodem B. Se-
strojeńım kružnice k; k = (O, |OB|) a sestrojeńım poloř́ımky pl, tj. polopř́ımka OB,
źıskáme pr̊useš́ık A1; A1 = k ∩ pl. Bodem O vedeme kolmici k pr̊uměru kružnice,
která nám protne kružnici k v bodě C. Na poměru OB sestroj́ıme bod D tak, že
|OD| = 1

8
|OB| (obrázek 5.12). Na poloměru OC sestroj́ıme bod Q tak, že |OQ| =
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Obrázek 5.12: Konstrukce sedmnáctiúhelńıku (krok 1).

1
2
|OC|. Následně sestroj́ıme body E, F . Plat́ı |DQ| = |DE| = |DF |. Použijeme tedy

kružnici a = (D, |DQ|). Pr̊useč́ıky kružnice a a pr̊uměru AB jsou námi hledané body
E, F (obrázek 5.13). Dále sestrojeńım kružnice b = (F, |FQ|) źıskáváme pr̊useč́ık

Obrázek 5.13: Konstrukce sedmnáctiúhelńıku (krok 2).

s úsečkou AB, který označ́ıme H. Pr̊useč́ık kružnice c = (E, |EQ|) s úsečkou
AB, který označ́ıme G. Využit́ım eukleidovské věty o výšce sestrojme bod K,
který splňuje vztah |OK| =

√
|OH| · |OQ|. Přeneseme si bod Q na poloměr OB

s konstantńı vzdálenost́ı od středu O. Označ́ıme ho Q1. Nyńı sestroj́ıme Thaletovu
kružnici t nad pr̊uměrem HQ1. Pr̊useč́ık t s polopř́ımkou OC je námi hledaný bod K
(obrázek 5.14). BodemK vedeme rovnoběžku s s pr̊uměrem AB, která se nám protne
s kružnićı, která je sestrojená nad pr̊uměrem OG. Pr̊useč́ık označ́ıme M (obrázek
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Obrázek 5.14: Konstrukce sedmnáctiúhelńıku (krok 3).

5.15). Bodem M vedeme opět rovnoběžku s1, tentokrát se sdruženým pr̊uměrem,

Obrázek 5.15: Konstrukce sedmnáctiúhelńıku (krok 4).

tedy s polopř́ımkou CO. Pr̊useč́ık s1 s k je bod A2. Velikost úsečky A1A2 je rovna
velikosti strany pravidelného 17-úhelńıku vepsaného do námi zvolené kružnice k
(obrázek 5.16). Postupným nanášeńım vzdálenosti rovné délce strany pravidelného
sedmnáctiúhelńıku po obvodu kružnice, źıskáme zbývaj́ıćı vrcholy (obrázek 5.17).
Spoj́ıme-li nalezené vrcholy, źıskáme hledaný obrazec (obrázek 5.18).
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Obrázek 5.16: Konstrukce sedmnáctiúhelńıku (krok 5).

Obrázek 5.17: Konstrukce sedmnáctiúhelńıku (krok 6).

Obrázek 5.18: Výsledný sedmnáctiúhelńık.
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6 Pomocné konstrukce p̌ri konstrukci n-úhel-
ńık̊u

Některé n-úhelńıky je možné elementárně zkonstruovat pomoćı eukleidovské kon-
strukce (např. 3, 4, 6, . . .). Z kapitoly 4 již v́ıme, že Carl Friedrich Gauß obje-
vil postačuj́ıćı podmı́nku pro konstrukci pravidelného n-úhelńıka.V této podkapi-
tole se zaměř́ıme na daľśı možné konstrukce n-úhelńık̊u pomoćı již narýsovaných
mnohoúhelńık̊u. Při konstrukci tedy budeme vycházet z mnohoúhelńıku, které již
umı́me zkonstruovat. T́ımto zp̊usobem můžeme rýsovat v podstatě neomezené množ-
stv́ı mnohoúhelńık̊u.

6.1 Zdvojeńı počtu vrchol̊u aneb konstrukce (2n)-úhel-
ńıka, kde n je liché

Již ze základńı školy v́ıme, že vrcholy pravidelného trojúhelńıku lež́ı na kružnici
opsané. Tento elementárńı poznatek lze využ́ıt při zdvojeńı počtu vrchol̊u pravi-
delného n-úhelńıku. Z čehož plyne, že pokud jsme schopni narýsovat n-úhelńık,
jsme také schopni velice jednodušše zkonstruovat 2n-úhelńık. Předvedeme si to na
následuj́ıćıch př́ıkladech.

Jako př́ıklad pro konstrukci n-úhelńıka, který má dvojnásobný počet vrchol̊u
než-li n-úhelńık, z kterého při konstrukci budeme vycházet a jenž má lichý počet vr-
chol̊u, zvoĺıme trojúhelńık. Z konstrukce je patrné, jakým zp̊usobem použ́ıváme výše
zmı́něnou vlastnost pravidelného trojúhelńıku. Pro konstrukci šestiúhelńıku nám
postač́ı nalézt osy stran rovnostranného trojúhelńıku. Vrcholy šestiúhelńıku tvoř́ı
jednak vrcholy rovnostranného trojúhelńıku, zbylé vrcholy vznikly jako pr̊useč́ıky
kružnice opsané a os stran trojúhelńıku.

6.2 Zdvojeńı počtu vrchol̊u aneb konstrukce (2n)-úhel-
ńıka, kde n je sudé

V př́ıpadě 2n-úhelńık̊u je proces konstrukce 4n-úhelńıku totožný, jako v předchoźım
př́ıkladě. Pro názorněǰśı představu si vystač́ıme s jednoduchým př́ıkladem kon-
strukce: osmiúhelńıku. V tomto př́ıpadě budeme vycházet z konstrukce pravidelného
čtyřúhelńıku, tedy čtverce. Opět je z konstrukce patrné, že postač́ı narýsovat osy
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Obrázek 6.1: Konstrukce šestiúhelńıku.

stran čtverce. Vrcholy osmiúhelńıku budou tvořit vrcholy čtverce a pr̊useč́ıky os
stran čtverce s kružnićı čtverci opsanou.

Obrázek 6.2: Konstrukce osmiúhelńıku.

6.3 Součin dvou nesoudělných lichoúhelńık̊u

Je dán úhel p a úhel q. Z Gaußovy věty plyne, že n-úhelńık o lichém počtu vr-
chol̊u lze sestrojit právě tehdy, je-li počet jeho vrchol̊u součin r̊uzných Fermatových
prvoč́ısel n = p · q, p > 1, q > 1, přičemž p, q jsou nesoudělná. Při konstrukci
opět vycháźıme z n-úhelńık̊u, které již máme narýsované. Př́ıkladem si vezměme
konstrukci patnáctiúhelńıku pomoćı trojúhelńıku a pětiúhelńıku viz 5.5. V tomto
př́ıpadě však tvoř́ıme součin dvou nesoudělných lichoúhelńık̊u. Obecně máme tedy p-
úhelńık a q-úhelńık. Jsou-li nesoudělné, jejich největš́ı společný dělitel je vždy jedna.
V tomto konkrétńım př́ıpadě budeme řešit největš́ı společný dělitel středových úhl̊u,
tedy úhl̊u pětiúhelńıku a trojúhelńıku tj. p = 2π

3
, q = 2π

5
.
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6.3.1 Co je Eukleid̊uv algoritmus?

Největš́ı společný dělitel budeme hledat pomoćı Eukleidova algoritmu (viz tabulka
6.1). Eukleid̊uv algoritmus pro dvě přirozená č́ısla a, b nalezne jejich největš́ıho
společného dělitele, kterého budeme značit gcd(a, b).

6.3.2 Na čem je Eukleid̊uv algoritmus založený?

Je založen na rovnosti
gcd(a, b) = gcd(b, a mod b)

kde pro jednoduchost předpokládáme a > b. Označ́ıme-li a0 = a, a1 = b, a dále pak

aj+1 = aj−1 mod aj, pro j = 1, 2, 3, . . . ,

pak je posloupnost přirozených č́ısel {aj} zjevně ostře klesaj́ıćı a tedy dř́ıve či později
pro nějaké j0 dostaneme aj0 = 0. Z výše zmı́něné rovnosti pak plyne

gcd(a, b) = gcd(a0, a1) = . . . = gcd(aj0−1, aj0) = gcd(aj0−1, 0).

Tedy aj0−1 je hledaný největš́ı společný dělitel.

6.3.3 Jak bude Eukleid̊uv algoritmus vypadat v našem p̌ŕıpadě?

Vstupem Eukleidova algoritmu jsou v našem př́ıpadě velikosti středových úhl̊u pěti-
úhelńıku a troúhelńıku. Tedy 72 stupň̊u v př́ıpadě pětiúhelńıku a 120 stupň̊u v př́ıpadě
trojúhelńıku. Př́ıpadně můžeme úhly vyjádřit v radiánech pomoćı zlomk̊u celého
úhlu 2π.

Následně zjist́ıme zbytek po děleńı těchto dvou č́ısel a tento zbytek dosad́ıme
za proměnnou q, př́ıčemž proměnná p = q z předchoźıho kroku. Takto induktivně
postupujeme dále, až do chv́ıle, kdy nám vyjde zbytek po děleńı roven nule, t́ım
dojdeme k největš́ımu společnému jmenovateli a t́ım je jedna. Poznamenejme, že
opakovaně prováděné operace neměńı hodnotu největš́ıho společného dělitele.

Tabulka 6.1: Eukleid̊uv algoritmus pro středové úhly pro vybrané n-úhelńıky

aj−1 aj aj−1 = aj · q + aj+1

1
3
2π = 5

15
2π 1

5
2π = 3

15
2π 1

3
2π = 1

5
2π · 1 + 2

15
2π

1
5
2π 2

15
2π 1

5
2π = 2

15
2π · 1 + 1

15
2π

2
15

2π 1
15

2π 2
15

2π = 1
15

2π · 2 + 0

Co to tedy znamená, že úhly pětiúhelńıku a trojúhelńıku maj́ı největš́ıho spo-
lečného dělitele rovného jedné, tedy že jsou nesoudělné? Znalost́ı toho, že úhly jsou
vzájemně nesoudělné, źıskáme jistotu v tom, že lze konstruovat patnáctiúhelńık po-
moćı trojúhelńıku a pětiúhelńıku, nebot’ vrcholy se nebudou duplikovat.

Pokud tedy jde o dva nesoudělné n-úhelńıky, tak mnohoúhelńık, který vznikne
jakožto součin dvou nesoudělných lichoběžńık̊u, má úhel roven (2π

pq
). V tomto př́ıpadě

se jedná o úhel patnáctiúhelńıku, tj.: (2π
pq

) = (2π
15

).
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7 Systematický postup konstrukce n-úhelńı-
k̊u

V rámci této kapitoly postupně postav́ıme geometrickou aritmetiku. Nejprve se
pod́ıváme na geometrickou aritmetiku konstrukce bodu, kterou aplikujene na jeden
z vrchol̊u obecného n-úhelńıku. Pomoćı operaćı sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, násobeńı, děleńı
a druhé odmocniny vypoč́ıtáme obecné souřadnice jeho vrcholu. Také si probereme
operace, které je možné s úsečkami provádět. Následně si k nim zavedeme funkce,
jež nám vrát́ı provedenou operaci.

7.1 Algebraizace pojmu úsečka v rovině

V následuj́ıćıch sekćıch si probereme sadu operaćı, které můžeme s úsečkami provádět.
K nim si následně zavedeme již zmı́něné funkce (de-fakto operace), které nám připad́ı
k daným operaćım výsledek. Později zjist́ıme, že prováděńı operaćı je r̊uzně náročné,
což je zejména d̊usledkem nepostradatelnosti úsečky o délce jedna u některých ope-
raćı. Uvid́ıme, že zat́ımco algebra jedničku při násobeńı a děleńı vńımá jako neutrálńı
prvek, geometrie na úsečce jednotkové délky při násobeńı a děleńı stav́ı.

Nejprve si však muśıme trochu zalgebraizovat pojem úsečky. Předně si označ́ıme
symbolem E2 množinu všech bod̊u v eukleidovské rovině. Zjednodušeně bychom tedy
mohli ř́ıci, že E2 je př́ımo touto rovinou. Protože každá úsečka v rovině je dána
právě dvěma body v rovině, můžeme množinu všech úseček U ztotožnit s množinou
uspořádaných dvojic bod̊u,

U = (E2)2 = E2 × E2.

Je třeba si ale uvědomit, že každá geometrická úsečka AB je zde algebraicky dvakrát,
a sice jako u(A,B) a u(B,A). Dále je třeba si uvědomit, že ne každá uspořádaná
dvojice bod̊u odpov́ıdá geometrické úsečce, speciálně u(A,A) geometricky odpov́ıdá
bodu – chceme-li úsečce nulové délky.

Protože se ale budeme v následuj́ıćım textu soustředit pouze na délky úseček
(budeme s nimi cht́ıt provádět aritmetické operace), ani jedna z předchoźıch ne-
obvyklost́ı neńı na závadu. Dokonce můžeme j́ıt ještě dál. Zavedeme si ekvivalenci
dvou úseček následuj́ıćım zp̊usobem

u(A,B) ∼ u(C,D) ⇐⇒ |AB| = |CD|.

Tedy dvě úsečky budeme považovat za ekvivalentńı (pro potřeby našich operaćı)
pokud budou stejně dlouhé. Budeme-li nyńı uvažovat nějakou konkrétńı algebraickou
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úsečku u(A,B) s délkou x = |AB|, můžeme zavést množinu všech ekvivalentńıch
úseček, neboli tř́ıdu ekvivalence

Ux = U|AB| = [u(A,B)]∼ =
{
u(A′, B′) ∈ U : |A′B′| = x

}
.

Speciálně si označ́ıme
0 = U0, a 1 = U1,

tedy tř́ıdu oněch zdegenerovaných nulových úseček (fakticky identickou s množinou
bod̊u E), resp. tř́ıdu úseček délky jedna.

Celou množinu všech úseček U tedy můžeme pomoćı ekvivalence rozdělit na
faktorovou množinu, tedy množinu tř́ıd ekvivalence

U = U
/
∼

= {Ux : x ∈ R+
0 }.

Jak už jsme zmı́nili výše, všechny operace, se kterými budeme dále pracovat, sice
reprezentujeme na konkrétńıch úsečkách, tedy prvćıch množiny U , fakticky nás ale
zaj́ımaj́ı jen délky těchto úseček, formálně tedy tyto operace můžeme uvažovat na
faktorové množině U. Operace budeme zapisovat sṕı̌se jako funkce, tedy

f◦(Ua,Ub) = Ua◦b

bude reprezentovat bináńı operaci ◦ provedenou na množinách úseček délky a a b.
Pro potřeby konstrukce, kterou muśıme narýsovat, budeme stejné operace (funkce)
provádět i př́ımo na reprezentantech, tedy

f◦(ua(A,A
′), ub(B,B

′)) = f◦(ua, ub) = ua◦b,

kde |AA′| = a, |BB′| = b. Č́ısla a, b budou vždy konstruovatelná, pro jednoduchost je
však budeme uvažovat obecně reálná, nebot’ pracujeme se všemi body eukleidovské
roviny.

7.2 Unárńı a binárńı operace proveditelné v rovině
bez jednotkové úsečky

Prvńı sada operaćı je specifická t́ım, že nemuśıme při jejich konstrukci znát délku
jednotkové úsečky. Při konstrukci ji totiž nepotřebujeme. Později, v rámci druhé sady
operaćı, zjist́ıme, že při některých konstrukćı, je znalost délky jednotkové úsečky
nezbytná.

7.2.1 Konstrukce součtu úseček

Jednou z nejzákladněǰśıch operaćı, které umı́me provádět s úsečkami, je jejich sč́ıtáńı.
Jedná se o intiutivńı postup, kdy na jednu př́ımku naneseme obě délky úseček, s t́ım,
že budou mı́t jeden společný bod. Délka nově vzniklé úsečky je délka součtu úseček.
Jsou tedy dány dvě úsečky ua(A,B) a ub(C,D) délek a a b, hledáme úsečku délky

c = a+ b, a, b ∈ R.
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Postup konstrukce:

(i) ua(A,B), ub(C,D)

(ii) p(A,B)

(iii) k1(B, |CD|)
(iv) D′ = p ∩ k1
(v) uc(A,D

′) = ua + ub

Viz obrázky 7.1 (vstup), 7.2 (algoritmus), 7.3 (výstup).

Obrázek 7.1: Součet dvou úseček – vstup.

Obrázek 7.2: Součet dvou úseček – algoritmus.

Formálně si operaci zavedeme jako následuj́ıćı funkci, jej́ımž vstupem jsou dvě
úsečky (resp. tř́ıdy úseček délek a a b) a výstupem je úsečka (resp. množina úseček)
délky součtu, tj. a+ b

f+ : U× U −→ U,
f+ : (Ua,Ub) 7−→ f+(Ua,Ub) = Ua+b.
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Obrázek 7.3: Součet dvou úseček – výstup.

7.2.2 Konstrukce rozd́ılu úseček

Rozd́ıl úseček je opět konstruován naneseńım úseček na jednu př́ımku, přičemž jejich
společné body bude množina všech bod̊u kratš́ı úsečky. Množina bod̊u nálež́ıćı úsečce
deľśı a zároveň nenálež́ıćı úsečce kratš́ı je množinou bod̊u tvoř́ıćı úsečku, jejiž délka
je rovna rozd́ılu úseček. Poznamenejme, že vždy je tato délka kladná, což vyplývá
ze samotné definice délky. Proto při zápisu rozd́ılu použ́ıváme absolutńı hodnotu,

c = |a− b|, a, b ∈ R.

Postup konstrukce:

(i) ua(A,B), ub(C,D)

(ii) p(A,B)

(iii) k1(B, |CD|)
(iv) C ′ = p ∩ k1
(v) uc(A,C

′) = ua − ub
Viz obrázky 7.4 (vstup), 7.5 (algoritmus), 7.6 (výstup).

Opět si vytvoř́ıme funkci, jej́ıž vstupem budou úsečky, jejiž délky nálež́ı množině
všech úseček a výstupem je množina úseček délky jejich rozd́ılu

f− : U× U −→ U,

f− : (Ua,Ub) 7−→ f−(Ua,Ub) = U|a−b|.

7.2.3 Konstrukce p̌rirozeného násobku úsečky

Sč́ıtáńı n stejně dlouhých úseček prob́ıhá stejným zp̊usobem jako sč́ıtáńı dvou r̊uz-
ných úseček. Tedy naneseme na př́ımku n stejně dlouhých úseček za sebou, tak aby
dvě úsečky měly vždy jeden pr̊useč́ık,

c = a · n, a ∈ R, n ∈ N.
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Obrázek 7.4: Rozd́ıl dvou úseček – vstup.

Obrázek 7.5: Rozd́ıl dvou úseček – algoritmus.

Obrázek 7.6: Rozd́ıl dvou úseček – výstup.

Postup konstrukce:

(i) ua(A,B)

(ii) p;ua ∈ p
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(iii) k1(A, |AB|)

(iv) k2(B, |AB|)

(v) C;C ∈ k2 ∩ p

(vi) atd...

Viz obrázky 7.7 (vstup), 7.8 (algoritmus), 7.9 (výstup).

Obrázek 7.7: Přirozený násobek úsečky – vstup.

Obrázek 7.8: Přirozený násobek úsečky – algoritmus.

Obrázek 7.9: Přirozený násobek úsečky – výstup.

Funkce vypadá t́ım zp̊usobem, že jej́ı vstupem je úsečka délky a a přirozené č́ıslo
n, které znač́ı, kolikrát úsečku a sečteme. Jej́ım výstupem je poté množina úseček
délky n× a

f· : U× N −→ U,

f· : (Ua, n) 7−→ f·(Ua, n) = Ua·n.

7.2.4 Konstrukce p̌rirozeného pod́ılu úsečky

Přirozený dělitel úsečky se konstruuje následuj́ıćım zp̊usobem. Narýsujeme dvě kruž-
nice. Kružnici c(A, |AB|) a kružnici d(B, |AB|). Vybereme si jeden z jejich pr̊useč́ıku
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a označ́ıme ho Q. Následně povedeme př́ımku q, která procháźı body Q a A. Nane-
seme na ni n stejně dlouhých úseček stejným zp̊usobem, jakým jsme to udělali v mi-
nulém př́ıkladu. Délka úseček bude rovna |AQ|. Konečný bod n-té úsečky spoj́ıme
s bodem B, který je konečným bodem úsečky a ve smyslu orientace po x-ové ose.
Označme si ji q. Následně vedeme n rovnoběžných př́ımek s př́ımkou q, tak aby na
každé př́ımce ležel jeden z hraničńıch bod̊u úseček nanášených na př́ımku n. T́ım
doćıĺıme rozděleńı úsečky a na n stejně dlouhých úseček.

c =
a

n
, a ∈ R, n ∈

(
N \ {0}

)
.

Postup konstrukce:

(i) ua(A,B)

(ii) k1(A, |AB|), k2(B, |AB|)
(iii) Q = k1 ∩ k2
(iv) n(A,Q)

(v) P ;P ∈ ua
(vi) p(Q,P )

(vii) k3(Q, |AQ|)
(viii) R;R ∈ k3 ∩ n
(ix) l;R ∈ l ∧ l||p

Viz obrázky 7.10 (vstup), 7.11 (algoritmus), 7.12 (výstup).

Obrázek 7.10: Přirozený pod́ıl úsečky – vstup.

Obrázek 7.11: Přirozený pod́ıl úsečky – algoritmus.
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Obrázek 7.12: Přirozený pod́ıl úsečky – výstup.

Vstupem funkce je délka úsečky a a přirozené č́ıslo n, které znač́ı, kolikrát úsečku
rozděĺıme na stejně dlouhé úsečky. Jej́ım výstupem je poté množina úseček délky a

n

f a
n

: U×
(
N \ {0}

)
−→ U,

f a
n

: (Ua, n) 7−→ f a
n
(Ua, n) = U a

n
.

Poznamenejme, že speciálńım př́ıpadem přirozeného dělitele úsečky je jej́ı p̊uleńı,
které využ́ıváme v řadě konstrukćı.

7.2.5 Konstrukce aritmetického pr̊uměru

Konstrukce aritmetického pr̊uměru je speciálńı př́ıpad přirozeného dělitele úsečky.
Stač́ı pouze seč́ıst úsečku ua a ub a následně vzniklou úsečku rozděĺıme na polovinu.
Vzniklá úsečka je výsledkem aritmetického pr̊uměru.

d =
a+ b

2
, a, b ∈ R.

Postup konstrukce:

(i) ua(A,B);ub(C,D)

(ii) uc(A,D) = ua ∩ ub

(iii) S;S = 1
2
|A,D|

(iv) ud(A, S)

Viz obrázky 7.13 (vstup), 7.14 (algoritmus), 7.15 (výstup).

Obrázek 7.13: Aritmetický pr̊uměr dvou úseček – vstup.

Vzniklá funkce má vstup množinu úseček délky a a množinu úseček délky b.
Výstupem je množina úseček délky a+b

2

fap : U× U −→ U,

fap : (Ua,Ub) 7−→ fap(Ua,Ub) = Ua+b
2
.
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Obrázek 7.14: Aritmetický pr̊uměr dvou úseček – algoritmus.

Obrázek 7.15: Aritmetický pr̊uměr dvou úseček – výstup.

7.2.6 Konstrukce geometrického pr̊uměru

Konstrukci geometrického pr̊uměru známe již ze středńı školy.
”
Paradoxem“ této

konstrukce je to, že bez znalosti jednotkové úsečky umı́me sestrojit geometrický
pr̊uměr, zat́ımco součin ani mocninu sestrojit neumı́me. Je tedy náročněǰśı v euk-
leidovské geometrii sestrojit součin či mocninu, než-li geometrický pr̊uměr, nebot’

podmı́nkou je znalost již zmı́něné jednotkové úsečky. Povšimněme si, že v aritme-
tice je tomu naopak. Součin a odmocnina je

”
snadněǰśı“ než-li geometrický pr̊uměr.

Jedná se o př́ıklad rozd́ılu mezi geometríı a aritmetikou v tom, jakým zp̊usobem
konstruuj́ı nové objekty.

Nyńı si ukážeme, jakým zp̊usobem konstruujeme geometrický pr̊uměr. Sečteme
úsečku ua a úsečku ub. Po sečteńı nám vznikne úsečka uc = AD. Nalezneme střed této
úsečky, jenž bude také střed kružnice k(A, |ASk|). Následně zkonstruujeme kolmici
k úsečce, na niž lež́ı bod B. Pr̊useč́ık kružnice k a kolmice označme jako bod G.
Úsečka BG je výsledkem geometrického pr̊uměru.

g =
√
a · b, a, b ∈ R.

Postup konstrukce:

(i) ua(A,B), ub(C,D)

(ii) uc(A,D) = ua ∩ ub

(iii) Sk ∈ 1
2
|A,D|
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(iv) k(A, |ASk|)

(v) t; t ⊥ uc ∧B ∈ t

(vi) P ;P ∈ k ∩ t

(vii) ug(B,P )

Viz obrázky 7.16 (vstup), 7.17 (algoritmus), 7.18 (výstup).

Obrázek 7.16: Geometrický pr̊uměr dvou úseček – vstup.

Obrázek 7.17: Geometrický pr̊uměr dvou úseček – algoritmus.

Vstupem funkce bude množina délek úsečky a a množina délek úseček b. Výs-
tupem bude množina úseček délky c, která bude výsledkem geometrického pr̊uměru
úsečky a a b

fgp : U× U −→ U,

fgp : (Ua,Ub) 7−→ fgp(Ua,Ub)U√a·b.
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Obrázek 7.18: Geometrický pr̊uměr dvou úseček – výstup.

7.3 Unárńı a binárńı operace neproveditelné bez zna-
losti jednotkové úsečky

V této sekci se budeme věnovat takovým operaćım, pro které již bude nezbytná
znalost jednotkové úsečky 1. V rámci eukleidovské konstrukce může být jednotka 1
reprezentována např. úsečkou u1([0, 0], [0, 1]).

7.3.1 Konstrukce odmocniny úsečky

Při konstrukci odmocniny z úsečky se použ́ıvá eukleidova věta o výšce. Sečteme
úsečku např. o velikosti 1 a úsečku o velikosti a. Následně nalezneme střed vzniklé
úsečky a zkonstruujeme kružnici k(SCB, |BSCB|). Poté zkonstruujeme tečnu p v bodě
A. Pr̊useč́ık kružnice k a př́ımky p nazveme F . Úsečka AF je odmocnina z úsečky
a.

x =
√
a, a ∈ R.

Postup konstrukce:

(i) ua(A,B)

(ii) q;A,B ∈ q

(iii) u1(C,A);u1 ⊂ q ∧ u1 ∈ 1 (tj. |u1| = 1)

(iv) p; p ⊥ ua ∧ A ∈ p

(v) k(SCB, |SCBB|)

(vi) F ;F ∈ k ∩ p

(vii) u√a(A,F )

Viz obrázky 7.19 (vstup), 7.20 (algoritmus), 7.21 (výstup).
Vstupem funkce je množina úseček délky a a výstupem množina úseček délky

odmocniny,
f√· : U −→ U,

f√· : (Ua) 7−→ f√· (Ua) = U√a.
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Obrázek 7.19: Odmocnina z úsečky – vstup.

Obrázek 7.20: Odmocnina z úsečky – algoritmus.

7.3.2 Konstrukce p̌revrácené hodnoty úsečky

Při konstrukci převrácené hodnoty úsečky a opět použ́ıváme eukleidovu větu o výšce.
Na př́ımku p naneseme úsečku délky a. Následně zkonstruujeme kolmici t; t, která je
kolmá na úsečku AB a bod B lež́ı na kolmici t. Zkonstruujeme bod P , který lež́ı na
př́ımce t a zároveň |BP | = 1 . Poté opět zkonstruujeme kolmici k, která bude kolmá
na úsečku AP a bod P lež́ı na kolmici k. Pr̊unik kolmice k a př́ımky p nazveme bod
D. Úsečka BD je úsečka délky 1

a
.

x =
1

a
, a ∈

(
R \ {0}

)
.

Postup konstrukce:

(i) ua(A,B)
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Obrázek 7.21: Odmocnina z úsečky – výstup.

(ii) p;AB ∈ p

(iii) t; t ⊥ ua ∧B ∈ t

(iv) u1(B,P );u1 ⊂ p ∧ u1 ∈ 1 (tj. |u1| = 1)

(v) k; k ⊥ AP ∩ P ∈ k

(vi) D;D ∈ k ∩ p

(vii) u 1
a
(B,D) = 1

2
ua

Viz obrázky 7.22 (vstup), 7.23 (algoritmus), 7.24 (výstup).

Obrázek 7.22: Převrácená hodnota úsečky – vstup.

Vstupem funkce bude množina úseček délky a a výstupem bude množina úseček
délky převrácené hodnoty, tj. 1

a
,

f·−1 :
(
U \ {0}

)
−→

(
U \ {0}

)
,

f·−1 : (Ua) 7−→ f·−1(Ua) = Ua−1 .

7.3.3 Konstrukce součinu dvou úseček

Konstrukce součinu úseček bude obdobná předchoźı konstrukci. Vstupem budou
tedy úsečky délky a a b. Abychom konstrukci mohli provést, muśıme nejdř́ıve využ́ıt
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Obrázek 7.23: Převrácená hodnota úsečky – algoritmus.

Obrázek 7.24: Převrácená hodnota úsečky – výstup.

předchoźı námi vytvořené funkce a to funkci f√· a f·−1 tak, abychom dostali úsečky

délky 1
a

a
√
b. Nyńı postupujeme stejným zp̊usobem, jako v předchoźı konstrukci.

x = a · b, a, b ∈ R.

Postup konstrukce:

(i) U 1
a

= f·−1(Ua) (použijeme funkci převrácené hodnoty; viz sekce 7.3.2)

(ii) U√b = f√· (Ub) (použijeme funkci odmocniny; sekce 7.3.1)

(iii) A,B, P : u 1
a
(A,B) ⊥ u√b(B,P ) (použijeme konstrukce kolmice; sekce 3.3.1)

(iv) p;AB ∈ p

(v) t; t ⊥ ua ∧B ∈ t

(vi) ub(B,P ) ∈ t

(vii) k; k ⊥ AP ∩ P ∈ k

(viii) D;D ∈ k ∩ p

(ix) ua·b(B,D)
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Obrázek 7.25: Součin dvou úseček – vstup.

Obrázek 7.26: Součin dvou úseček – algoritmus.

Obrázek 7.27: Součin dvou úseček – výstup.

Viz obrázky 7.25 (vstup), 7.26 (algoritmus), 7.27 (výstup).
Vstupem funkce bude množina úseček délky a a b. Výstupem funkce bude množina

úseček rovný a · b
f· : U× U −→ U,

f· : (Ua,Ub) 7−→ f·(Ua,Ub) = Ua·b.
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7.3.4 Konstrukce pod́ılu dvou úseček

Konstrukce pod́ılu úseček bude opět obdobná předchoźı konstrukci. Vstupem budou
tedy úsečky délky a a b. Abychom konstrukci mohli provést, muśıme nejdř́ıve opět
využ́ıt předchoźı námi vytvořenou funkci f√· tak, abychom dostali úsečku délky

√
a.

Nyńı postupujeme stejným zp̊usobem, jako v předchoźı konstrukci.

x =
b

a
, a ∈ R, b ∈

(
R \ {0}

)
.

Postup konstrukce:

(i) ub(A,B)

(ii) U√a = f√· (Ua) (použijeme funkci odmocniny; sekce 7.3.1)

(iii) P : ub(A,B) ⊥ u√a(B,P ) (použijeme konstrukce kolmice; sekce 3.3.1)

(iv) p;AB ∈ p

(v) t; t ⊥ ua ∧B ∈ t

(vi) ub(B,P ) ∈ t

(vii) k; k ⊥ AP ∩ P ∈ k

(viii) D;D ∈ k ∩ p

(ix) ua
b
(B,D)

Viz obrázky 7.28 (vstup), 7.29 (algoritmus), 7.30 (výstup).

Obrázek 7.28: Pod́ıl dvou úseček – vstup.
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Obrázek 7.29: Pod́ıl dvou úseček – algoritmus.

Obrázek 7.30: Pod́ıl dvou úseček – výstup.

Vstupem funkce bude opět množina úseček délky a a množina úseček délky b.
Výstupem bude množina úseček délky a

b
.

fa
b

: U×
(
U \ {0}

)
−→ U,

fa
b

: (Ua,Ub) 7−→ fa
b
(Ua,Ub) = Ua

b
.

72



7.3.5 Konstrukce druhé mocniny délky úsečky

Posledńı operaćı, kterou zkonstruujeme bude druhá mocnina délky úsečky. Kon-
strukce opět vycháźı z konstrukce součinu. V tomto př́ıpadě konstruujeme součin
úsečky délky a a opět úsečky délky a. Abychom konstrukci mohli provést, muśıme
nejdř́ıve využ́ıt předchoźı námi vytvořené funkce a to funkci f√· a f·−1 tak, abychom
dostali úsečky délky

√
a a 1

a
.

x = a2, a ∈ R.

Postup konstrukce:

(i) U 1
a

= f·−1(Ua) (použijeme funkci převrácené hodnoty, viz sekce 7.3.2)

(ii) U√a = f√· (Ua) (použijeme funkci odmocniny, viz sekce 7.3.1)

(iii) A,B, P : u 1
a
(A,B) ⊥ u√a(B,P ) (použijeme konstrukce kolmice; sekce 3.3.1)

(iv) p;AB ∈ p

(v) t; t ⊥ ua ∧B ∈ t

(vi) ub(B,P ) ∈ t

(vii) k; k ⊥ AP ∩ P ∈ k

(viii) D;D ∈ k ∩ p

(ix) ua2(B,D)

Viz obrázky 7.31 (vstup), 7.32 (algoritmus), 7.33 (výstup).

Obrázek 7.31: Druhá mocnina úsečky – vstup.

Vstupem funkce bude množina úseček délky a a délky a. Výstupem bude množina
úseček délky a2,

f· 2 : U −→ U,

f· 2 : Ua 7−→ f· 2(Ua) = Ua2
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Obrázek 7.32: Druhá mocnina úsečky – algoritmus.

Obrázek 7.33: Druhá mocnina úsečky – výstup.

7.4 Děleńı úseček se zbytkem

Povšimněme si, jakým zp̊usobem funguje v geometrii celoč́ıselné děleńı. Pokud děĺı-
me úsečku celým č́ıslem, výsledkem děleńı je pod́ıl, který je vyjádřen pomoćı č́ısla.
Avšak zbytek po děleńı je úsečka o určité délce. Přestože vstupem obou funkćı je
množina úseček o určité délce, tak zat́ımco funkce, jej́ıž výstupem je pod́ıl, nám
vraćı č́ıslo, tak funkce, jej́ıž výstupem je zbytek po děleńı, nám vraćı opět úsečku.
Celoč́ıselný pod́ıl úseček:

div : U× U −→ N

div : (Ua,Ub) 7−→ div(Ua,Ub) =
⌊a
b

⌋
Zbytek po děleńı úseček:

mod : U× U −→ U
mod : (Ua,Ub) 7−→ mod(Ua,Ub) = Ua mod b

Oboje za předpokladu Ub 6= 0.
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Př́ıklad: Vezměme si úsečku ua např. délky 12, 71 (jednotek). Děĺıme ji na úsečkou
ub délky např. 3, 1415 (jednotek). Jejich celoč́ıselný pod́ıl pak bude q = 4, zbytek po
děleńı bude úsečka uf délky f (jednotek); f < q.
Postup konstrukce:

(i) ua(A,B)

(ii) ub(A
′, B′)

(iii) k1(A, |ub|)

(iv) C;C = k1 ∩ ua

(v) k2(C, |ub|)

(vi) D;D = k2 ∩ ua

(vii) k3(D, |ub|)

(viii) E;E = k3 ∩ ua

(ix) k4(E, |ub|)

(x) F ;F = k4 ∩ ua

(xi) uf ;uf = FB

Viz obrázky 7.34 (vstup), 7.35 (algoritmus), 7.36 (výstup).

Obrázek 7.34: Děleńı úseček se zbytkem – vstup.

7.5 Operace proveditelné v eukleidovské rovině s úhly

Pro úplnost doplńıme, že i s úhly můžeme provádět určité elementárńı operace stejně
jako s úsečkami. Narozd́ıl však od úseček je množtv́ı proveditelných operaćı s úhly
menš́ı než-li s úsečkami. Pro nás však tyto operace nejsou tak d̊uležité, resp. ne
všechny. Ty, co jsou d̊uležité byly již většinou zmı́něny. Jednou z nejzákladněǰśıch
operaćı je sč́ıtáńı úhl̊u.
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Obrázek 7.35: Děleńı úseček se zbytkem – algoritmus.

Obrázek 7.36: Děleńı úseček se zbytkem – výstup.

7.5.1 Sč́ıtáńı úhl̊u

Postup je velmi elementárńı a intuitivńı. Mějme zadány úhly ]β = ]KBL a ]γ =
]MEN . Zkonstruujeme kružnice, kde střed kružnic bude vždy shodný s vrcholy
úhl̊u a budou mı́t libovolný shodný poloměr. Kružnici se shodným poloměrem si
naneseme také na př́ımku p, kterou si narýsujeme libovolně tak, aby neměla žádný
společný bod se zadanými úhly. Následně si změř́ıme velikost oblouk̊u, které nám
vyt́ınaj́ı oba úhly na kružnićıch. Velikosti naneseme na kružnici se středem G ∈
p. Součet těchto velikost́ı nám vytvoř́ı bod O. Spoj́ıme-li bod O se středem G,
dostaneme součet úhl̊u ]β + ]γ = ]α.
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Obrázek 7.37: Konstrukce součtu dvou úhl̊u.

7.5.2 Rozd́ıl úhl̊u

Operace rozd́ılu úhl̊u je obdobná operaci sč́ıtáńı úhl̊u. Opět máme zadány dva úhly
]β = ]KBL a ]γ = ]MEN . Nyńı postupujeme stejně. Tedy zkonstruujeme
kružnice, kde střed kružnic bude vždy shodný s vrcholy úhl̊u a budou mı́t libovolný
shodný poloměr. Následně si změř́ıme velikost oblouku, který nám vyt́ıná menš́ı úhel
na kružnici. Následně naneseme velikost naměřeného oblouku na větš́ı oblouk, č́ımž
dostaneme pr̊useč́ık kružnic O a tedy rozd́ıl úhl̊u, resp. ]β − ]γ = ]α = ]OBL.

Obrázek 7.38: Konstrukce rozd́ılu dvou úhl̊u.
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7.5.3 Přirozený násobek úhl̊u

Jednou z daľśıch možných operaćı proveditelných s úhly je jejich přirozený násobek,
resp. součin úhlu se skalárem, kde skalár představuje kolikrát muśıme seč́ıst úhel
sám se sebou (součet úhl̊u viz 7.5.1).

7.5.4 Přirozený pod́ıl úhl̊u

Posledńı možnou operaćı s úhly je jejich přirozený pod́ıl a to pouze omezeně. Při-
poměňme si kapitolu eukleidovsky neřešitelné úlohy, ve které jsme naznačili d̊ukaz
neřešitelnosti trisekce úhlu (viz 3.2.4). Je tedy zřejmé, že lze zkonstruovat přirozený
pod́ıl úhlu, když je dělitel mocnin dvou (2k). Důsledkem věty 3.1.4 by děleńı ostat-
ńımi prvoč́ısly pravděpodobně nefungovalo ze stejných d̊uvod̊u jako trisekce úhlu.
Můžeme tedy úhel např. p̊ulit (viz 3.1.2), jak jsme již provedli v kapitole Wanzelova
metoda.
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8 Závěr

V této práci byl čtenář seznámen jednak s r̊uznými metodami sestrojeńı eukleidovsky
konstruovatelných mnohoúhelńık̊u pouze za pomoćı prav́ıtka a kruž́ıtka s vlastnostmi
(i)–(iv) (viz 2.1) a náznaky d̊ukaz̊u základńıch konstrukćı, jež pocházej́ı již z dob
antického Řecka, tak i s konstrukcemi, které jsou známe až od 18. stolet́ı. Právě
u později objevených konstrukćı mnohoúhelńık̊u je patrné, jak d̊uležitou roli má
algebra. Pr̊ulomovou se stala Gaußova věta, která spojuje geometrii s algebrou. Proto
d̊uležitou část́ı této práce je zejména propojeńı algebry s geometríı, systematizace
postupu konstrukćı mnohoúhelńık̊u a v neposledńı řadě Gauß̊uv teoretický výpočet
konstrukce mnohoúhelńık̊u, který byl následně aplikován na sedmnáctiúhelńık.

V kapitole Systematický postup konstrukce n-úhelńık̊u jsme se zabývali zejména
konstrukcemi operaćı s úsečkami, přičemž jsme se také zmı́nili o úhlech a ope-
raćıch s nimi proveditelné. V př́ıpadě úseček jsme se zejména zaměřili na rozd́ıl
mezi unárńımi a binárńımi operacemi proveditelné v eukleidovské rovině bez zna-
losti jednotkové úsečky a s jej́ı znalost́ı. Také jsme se zabývali celoč́ıselným pod́ılem
a zbytkem po děleńı úsečky, kde jsme si mohli povšimnout, jakým zp̊usobem funguje
v geometrii celoč́ıselné děleńı.

Hlavńım ćılem této práce bylo zrekapitulovat základńı teoretické poznatky o
eukleidovsky konstruovatelných pravidelných mnohoúhelńıćıch. Dále pak jazykem
algebraických struktur popsat soubor paralel mezi vybranými aritmetickými ope-
racemi a jejich geometrickou reprezentaćı. Výsledkem by tedy měl být soubor jed-
noduchých parametrizovaných geometrických konstrukćı, které umožńı konstruovat
složitěǰśı algebraické výrazy.

Výstup této bakalářské práce je podkladem pro Matlab pro automatické ge-
nerováńı eukleidovských konstrukćı složitěǰśıch pravidelných mnohoúhelńık̊u, které
jsou prakticky téměř nezkonstruovatelné bez použit́ı softwaru.

Př́ınos bakalářské práce, kromě podkladu pro program Matlab, vid́ım ve spojeńı
algebry a geometrie do jednoho celku. Na jedné straně se zde nacháźı ryze geomet-
rická konstrukce, na straně druhé algebraická. Práce tedy spojuje v rámci jednoho
tématu dvě odvětv́ı matematiky, na prvńı pohled odlǐsné, ve skutečnosti propojené,
ovlivňuj́ıćı se navzájem.
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//dml.cz/handle/10338.dmlcz/122042

80

https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/401796
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/401796
http://is.muni.cz/el/1431/jaro2007/M6520/um/main-print.pdf
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/121662
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/121662
http://dml.cz/dmlcz/141082
http://dml.cz/dmlcz/141082
https://kma.ujep.cz/administrace/uploads/afa9832.pdf
https://kma.ujep.cz/administrace/uploads/afa9832.pdf
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/122042
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/122042
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