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Anotace

Diplomová práce se zabývá numerickým řešeńım parciálńıch diferenciálńıch rovnic

na čtvecové oblasti, konkrétně na intervalu [0, 1]2, a to pomoćı waveletových báźı.

V prvńı části jsou nadefinovány základńı pojmy, jako jsou Hilbertovy a Sobolevovy

prostory, Rieszova báze a wavelet. Dále je uveden koncept multirozkladu, který

se využ́ıvá ke konstrukci waveletových báźı. Je také zavedena waveletová báze na

intervalu a uvedeny některé d̊uležité vlastnosti wavelet̊u.

Ve druhé části jsou definovány spliny, po částech polynomiálńı funkce, kterých se

ke konstrukci wavelet̊u často využ́ıvá. Podrobněji se zde zabýváme B-spliny a Her-

mitovými kubickými spliny. Řešená úloha je představená v kapitole třet́ı, společně

s odvozeńım jej́ı slabé formulace a s podmı́nkami existence a jednoznačnosti řešeńı.

V rámci této práce byly implementovány tři r̊uzné waveletové báze, které jsou

představeny v daľśı kapitole. Pomoćı těchto báźı pak byla numericky řešena zadaná

úloha. K řešeńı byla použita Galerkinova metoda. V posledńı kapitole jsou uvedeny

obdržené výsledky.

Kĺıčová slova: Rieszova báze, wavelet, škálovaćı funkce, B-spline, kubický Her-

mit̊uv spline, numerické řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic



Anotation

This thesis focuses on numerical solution of the partial differential equation on the

square, specifically on the two-dimensional interval [0, 1]2, by using wavelet basis.

In the first part, we start with definitions of Hilbert and Sobolevov spaces, Riesz

basis and wavelet are stated. This part also introduces the concept of multiresolution

analysis, which is later used for the construction of wavelet bases and wavelet basis

on the interval. Some important properties of wavelets are also mentioned in this

part.

In the second part, spline – piecewise-polynomial functions, which are often used

for the construction of wavelets, are defined. In detail we deal with B-splines and

Hermite cubic splines. The solved equation is introduced in the third part, together

with the derivation of the weak formulation and with the conditions of existence

and uniqueness of the solution of the equation.

In this work, three different wavelet basis were implemented. They are introduced

in the next part. Using this bases, the differential equation was numerically solved.

The Galerkin method was used for the solving of the equation. In last chapter the

obtained results are shown.

Keywords: Riesz bases, wavelet, scaling function, B-spline, cubic Hermite spline,

numerical solution of partial differential equation



Obsah

1 Wavelety: teoretický základ 9
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1.5 Waveletová báze na intervalu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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3.3 Slabá formulace, matice tuhosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.4 Existence a jednoznačnost řešeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4 Implementované báze 30
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1 Wavelety: teoretický základ

1.1 Úvod

V této části nadefinujeme prostory, ve kterých se v rámci této práce budeme pohybo-

vat, uvedeme základńı pojmy použ́ıvané při studiu wavelet̊u a seznámı́me se s kon-

ceptem multirozkladu – obecným postupem konstrukce waveletové báze. Zjist́ıme

také, jakým zp̊usobem se waveletová báze konstruuje na uzavřeném intervalu. Něk-

teré vlastnosti wavelet̊u jsou uvedeny na závěr v kapitole 1.6.

1.2 Prostory funkćı

V celé práci se budeme pohybovat v Hilbertově prostoru H1(Ω), který je speciálńım

př́ıpadem Sobolevova prostoru W k,p(Ω). Zde tedy uvád́ıme obecnou definici Hilber-

tových a Sobolevových prostor̊u, společně s definićı prostoru Lebesgueovsky integro-

vatelných funkćı L2(R), která je pro definici Sobolevových prostor̊u d̊uležitá.

Definice 1. Hilbertovým prosorem H nad tělesem R nazýváme úplný normovaný

lineárńı prostor se skalárńım součinem. Pro úplný prostor plat́ı, že každá Cauchy-

ovská posloupnost v něm má svou limitu. Skalárńım součinem rozumı́me zobrazeńı

H ×H → R, které každým dvěma prvk̊um u, v ∈ H přiřad́ı č́ıslo 〈u, v〉 ∈ R, a pro

které plat́ı:

1. 〈u, v〉 > 0, ∀u 6= 0

2. 〈u, v〉 = 〈v, u〉, ∀u, v ∈ H

3. λ〈u, v〉 = 〈λu, v〉, ∀u, v ∈ H, λ ∈ R

4. 〈u+ v, w〉 = 〈u, w〉+ 〈v, w〉 ∀u, v, w ∈ H

Definice 2. Nehct’ p > 0. Lebesgueovým prostorem Lp(Ω) rozumı́me prostor všech

měřitelných funkćı f : Ω→ R, pro něž je integrál

∫

Ω

|f(x)|p dx

konečné.
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Na tomto prostoru zavedeme také funkci

‖f‖p =

(∫

Ω

|f(x)|pdx

)1/p

.

Tato funkce splňuje všechny vlastnosti normy až na ekvivalenci ‖f‖ = 0 ⇔ f = 0,

nebot’
∫
Ω
|f(x)|pdx = 0 ⇒ f = 0 pouze skoro všude na množině Ω. Proto se

obvykle mı́sto funkćı zavád́ı tř́ıdy ekvivalence funkćı, ve kterých se funkce lǐśı pouze

na množině mı́ry nula, a obdobně definovaná funkce ‖f‖p už je normou na takovém

prostoru.

Speciálně si uved’me prostor L2(Ω), ve kterém je skalárńı součin pro funkce f, g ∈

L2(Ω) definován následnovně:

〈f, g〉L2(Ω) :=

∫

Ω

f(x)g(x)dx.

Prostor L2(Ω) s takto definovaným skalárńım součinem je dokonce Hilbertovým

prostorem.

Nyńı si uvedeme definice slabé derivace a Sobolevova prostoru (čerpáno z [5], [12]

a [1]).

Definice 3. Necht’ u ∈ Lp(Ω), p ∈ [1,∞]. Necht’ vektor α = (α1, α2, ..., αN), αi > 0

je N-rozměrný multiindex a č́ıslo

|α| =
N∑

i=1

αi

je délkou (velikost́ı) tohoto multiindexu. Symbolem Dαu označ́ıme parciálńı derivaci

∂|α|u

∂α1
1 ∂α2

2 ...∂αN

N

.

Řekneme, že funkce w je slabou (zobecněnou) derivaćı funkce u řádu |α|, a označ́ıme

ji symbolem Dαu, jesltǐze pro všechna v ∈ C∞0 (Ω) plat́ı

∫

Ω

w(x)v(x)dx = (−1)|α|
∫

Ω

u(x)Dαv(x)dx.

Slabou derivaci nyńı využijeme v definici Sobolevova prostoru:
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Definice 4. Sobolev̊uv prostor řádu k ∈ N je definován jako

W k,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), pro všechna |α| ≤ k},

kde derivaćı Dαu se rozumı́ derivace ve slabém smyslu podle definice 3. Vzhledem

k normě

‖u‖k,p,Ω :=





(
∑
|α|≤k

‖Dαu‖pLp(Ω)

) 1
p

, p ∈ [1,∞)

max
|α|≤k

‖Dαu‖L∞(Ω), p =∞

je W k,p(Ω) Banachovým prostorem.

Sobolevovým prostorem s homogenńımi Dirichletovými okrajovými podmı́nkami

rozumı́me uzávěr množiny {u ∈ C∞(Ω) : u|∂Ω = 0} v prostoru W k,p(Ω) a znač́ıme

ho W k,p
0 (Ω).

Speciálńım př́ıpadem Sobolevových prostor̊u je prostor W k,2(Ω), který je Hilber-

tovým prostorem se skalárńım součinem

(u, v) =
∑

|α|≤k

∫

Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx u, v ∈ W k,2(Ω).

Tento prostor se obvykle znač́ı Hk(Ω).

Definice 5. Necht’ m ∈ N. Sobolev̊uv prostor záporného řádu je prostor W−m,q(Ω),

který je duálńım prostorem k prostoru Wm,p
0 (Ω). Prostorem Wm,p

0 (Ω) rozumı́me

uzávěr prostoru C∞0 ve Wm,p(Ω), a sdružený exponent q je dán vztahem

1

p
+

1

q
= 1.

Duálńım prostorem rozumı́me prostor všech spojitých lineárńıch funkcionál̊u na pro-

storu Wm,p(Ω).

Definice 6. Sobolevovým prostorem W s,p(Ω),Ω ∈ R
n, neceloč́ıselného řádu s ∈

R \ N, kde s = m + σ,m ∈ N, 0 < σ < 1, rozumı́me

W s,p(Ω) =

{
u ∈ Wm,p,

|Dαu(x)−Dαu(y)|

‖x− y‖σ+n/p
∈ Lp(Ω× Ω), ∀ |α| = m

}
.
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Normu na tomto prostoru definujeme vztahem

‖u‖s,p,Ω =


‖u‖m,p,Ω +

∑

|α|=m

∫

Ω×Ω

|Dαu(x)−Dαu(y)|p

‖x− y‖σp+n
dxdy




1/p

.

1.3 Rieszova báze, wavelet

Pojem Rieszovy báze je kĺıčovým pojmem pro definici samotného waveletu, který je

ústředńım pojmem této práce. Zde tedy uvád́ıme obě tyto definice.

Definice 7. Množinu funkćı {bk}k∈Z nazveme Rieszovou báźı Hilbertova prostoru

H, pokud jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:

1. {bk}k∈Z tvoř́ı bázi prostoru H

2. pro každou konečnou posloupnost {xk} ∈ l2(Z) existuj́ı konstanty c, C > 0

takové, že

c
∑

k∈Z

|xk|
2 ≤

∥∥∥∥∥
∑

k∈Z

xkbk

∥∥∥∥∥

2

H

≤ C
∑

k∈Z

|xk|
2 .

Definice 8. Necht’ ψ ∈ L2(R) a ψj,k := 2j/2ψ(2jx−k). Funkci ψ nazýváme wavelet,

pokud množina {ψj,k : j, k ∈ Z} tvoř́ı Rieszovu bázi prostoru L2(R). Wavelet ψ

nazýváme ortonormálńı, pokud pro ψj,k plat́ı

〈ψj,k, ψj′,k′〉L2(R) = δjj′δkk′ ,

pro všechna j, j′, k, k′ ∈ Z.

Rieszova báze ovšem nemuśı být generována jen jednou waveletovou funkćı.

V této práci uvád́ıme báze generované jednou, dvěma i čtyřmi waveletovými funk-

cemi (viz kapitoly 4.1, 4.2 a 4.3).

1.4 Multirozklad (MRA)

V následuj́ıćı kapitole si uvedeme definici multirozkladu (anglicky Multiresolutions-

analysis, zkráceně MRA). Tento koncept zavedl Stéphan Mallat a popsal v [9]. Je to

jedna z možnost́ı, jak konstruovat Rieszovy báze, a následně báze waveletové, což si

v této kapitole také ukážeme.

12



Definice 9. Multirozklad definujeme jako posloupnost uzavřených prostor̊u L2(R)

splňuj́ıćı následuj́ıćı vlastnosti:

1. prostory jsou navzájem vnořeny: Vj ⊂ Vj+1 pro každé j ∈ Z,

2. škálováńı: f(x) ∈ Vj ⇔ f(2x) ∈ Vj+1 ⇔ f(2−jx) ∈ V0,

3. sjednoceńı prostor̊u je husté v L2(R): lim
j→∞

‖f − Pjf‖L2 = 0, ∀ f ∈ L2(R), kde

Pj představuje ortogonálńı projekci do Vj,

4. pr̊unikem prostor̊u je nulová funkce:
⋂
j∈Z

Vj = 0, nebo jinak: lim
j→−∞

‖Pjf‖L2 = 0,

5. existuje funkce ϕ ∈ V0 taková, že {ϕ(x − k), k ∈ Z} je Rieszova báze pro-

storu V0.

Funkce ϕ se nazývá škálovaćı, někdy také zjemňuj́ıćı, funkćı.

Označme ϕj,k := 2j/2ϕ(2jx − k). Z vlastnosti 5 v definici 9 plyne, že množina

{ϕj,k, k ∈ Z} tvoř́ı Rieszovu bázi prostoru Vj a všechny fj ∈ Vj mohou být zapsány

ve tvaru fj = 2j/2f0(2
jx), kde f0 =

∑
k∈Z

ckϕ(x− k) a tedy fj =
∑
k∈Z

ckϕj,k. Dále

plat́ı, že ‖fj‖L2 = ‖f0‖L2 a tedy Rieszovy konstanty c a C jsou pro všechna j

stejné.

Protože prostory Vj jsou do sebe vnořeny (vlastnost 1), může být škálovaćı funkce

z prostoru V0 vyjádřena jako lineárńı kombinace funkćı z prostoru V1:

ϕ(x) =
∑

k∈Z

hkϕ(2x− k). (1.1)

Tato rovnice se nazývá škálovaćı (zjemňujćı) rovnice a hn škálovaćı (zjemňuj́ıćı)

koeficienty.

Př́ıklad 10. Jako př́ıklad si m̊užeme uvést funkci ϕ = χ[0,1], kde škálovaćı rovnice

má tvar

ϕ(x) = ϕ(2x) + ϕ(2x− 1),

nebo takzvanou ”hat function” ϕ(x) = max{1− |x| , 0} se škálovaćı rovnićı

ϕ(x) = ϕ(2x) +
ϕ(2x− 1) + ϕ(2x+ 1)

2
,

jej́ı̌z graf vid́ıme na obrázku 1.
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Obrázek 1: ”Hat function”– klobouková funkce

Zobecněme dále koncept multirozkladu na dva multirozklady tvořené vzájemně

biortogonálńımi bázemi a pod́ıvejme se, jak se pomoćı těchto MRA konstruuj́ı wa-

velety.

1.4.1 Biortogonálńı MRA a wavelety

Z předpony ”bi-”je zřejmé, že se jedná o vztah dvou báźı. Uved’me si nyńı definici

dvou vzájemně biortogonálńıch báźı prostoru a definici biortogonálńıch multiroz-

klad̊u. Z té pak plyne konstrukce waveletové báze prostoru.

Definice 11. Necht’ {bk}k∈Z tvoř́ı bázi prostoru L2(R). Potom {b̃k}k∈Z je báze pro-

storu L2(R) biortogonálńı k {bk}k∈Z, pokud 〈bk, b̃l〉 = δkl.

Definice 12. Necht’ {Vj}j∈Z, {Ṽj}j∈Z jsou dva MRA, jejichž škálovaćı funkce ϕ a ϕ̃

splňuj́ı vztah

〈ϕ(x), ϕ̃(x− k)〉L2(R) = δ0k,

tedy {ϕ(x−k), k ∈ Z} a {ϕ̃(x−k), k ∈ Z} jsou vzájemně biorotgonálńı báze prostor̊u

V0 a Ṽ0. Prostory {Vj}j∈Z a {Ṽj}j∈Z nazýváme navzájem biortogonálńı MRA a funkce

ϕ a ϕ̃ navzájem biortogonálńı škálovaćı funkce. Funkci ϕ také nazýváme primárńı

škálovaćı funkćı a ϕ̃ duálńı škálovaćı funkćı.

Postup, jak pomoćı MRA zkonstruovat biortogonálńı wavelety, spoč́ıvá v nalezeńı

doplňkových prostor̊u {Wj−1} a {W̃j−1} k prostor̊um {Vj−1} a {Ṽj−1} tak, aby pro
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všechna j ∈ Z platilo

Vj = Wj−1 ⊕ Vj−1 (1.2)

Ṽj = W̃j−1 ⊕ Ṽj−1, (1.3)

a dále, aby Vj ⊥ W̃j a Ṽj ⊥ Wj, ∀j ∈ Z. Symbol ⊕ zde znač́ı direktńı součet dvou

prostor̊u.

Máme-li {Vj}j∈Z a {Ṽj}j∈Z dva biortogonálńı MRA vytvořené funkcemi ϕ a ϕ̃,

můžeme definovat wavelety ψ a ψ̃ z prostoru L2(R) pomoćı waveletových rovnic:

ψ :=
∑

k∈Z

bkϕ(2x− k), ψ̃ :=
∑

k∈Z

b̃kϕ̃(2x− k), (1.4)

kde

bk = (−1)kh̃1−k, b̃k := (−1)kh1−k,

přičemž h1−k a h̃1−k jsou škálovaćı koeficienty škálovaćı rovnice pro funkce ϕ a ϕ̃.

Důležité vlastnosti funkćı ψ a ψ̃ ukazuje následuj́ıćı věta (čerpáno z [10]):

Věta 13. Necht’ ψ a ψ̃ jsou funkce definované pomoćı (1.4). Pak je také splněno

následuj́ıćı:

〈ψ(x), ψ̃(x− k)〉 = δ0k, (1.5)

〈ψ(x), ϕ̃(x− k)〉 = 〈ψ̃(x), ϕ(x− k)〉 = 0 (1.6)

a prostory Wj, W̃j vytvořené jako uzávěry lineárńıch obal̊u množin {ψj,k, k ∈ Z}

a {ψ̃j,k, k ∈ Z} tedy splňuj́ı podmı́nky (1.2) a (1.3). Množina funkćı {ψj,k, k ∈ Z}

nav́ıc tvoř́ı Rieszovu bázi prostoru Wj.

Důkaz. Důkaz věty je uveden v [2] na stranách 77 – 78. �

1.5 Waveletová báze na intervalu

V mnoha aplikaćıch se už́ıvaj́ı funkce, které jsou definované na omezeném intervalu.

I v této práci se zabýváme numerickým řešeńım diferenciálńıch rovnic na intervalu.

Zaměřme se proto nyńı na konstrukci waveletové báze na intervalu [0, 1]. Použitá

konstrukce byla zavedena v [10].
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Definice 14. Necht’ j0 ∈ Z a pro j ≥ j0 je Ij konečná množina index̊u. Necht’ dále

Φj =
{
ϕj,k : ϕj,k ∈ L

2([0, 1]), k ∈ Ij
}

je konečná množina lineárně nezávislých funkćı. Posloupnost prostor̊u
{
V

[0,1]
j

}
j≥j0

,

kde V
[0,1]
j tvoř́ı lineárńı obal Φj a dim V

[0,1]
j < ∞, nazýváme multirozklad (MRA)

prostoru L2 ([0, 1]) právě tehdy, když

1. prostory jsou navzájem vnořeny: V
[0,1]
j ⊂ V

[0,1]
j+1 , ∀j ≥ j0,

2.
⋃

j≥j0

V
[0,1]
j = L2([0, 1]),

3. pro všechna j ≥ j0 existuj́ı na j nezávislé konstanty c, C: 0 < c ≤ C < ∞

takové, že pro všechny vektory x = {xk}k∈Ij ∈ R
Ij plat́ı

c ‖x‖2 ≤

∥∥∥∥∥∥

∑

k∈Ij

xkϕj,k

∥∥∥∥∥∥
L2([0,1])

≤ C ‖x‖2 ,

kde

‖x‖22 :=
∑

k∈Ij

x2k a ‖f‖2L2([0,1]) =

∫

[0,1]

f 2(x)dx.

Funkce ϕj,k, k ∈ Ij, které prostor V
[0,1]
j generuj́ı, opět nazýváme škálovaćı funkce.

Všimněme si, že v př́ıpadě báze na intervalu ztráćı smysl vlastnost 4 z definice 9.

Nyńı budeme stejně jako v kapitole 1.4 hledat doplněk W
[0,1]
j k prostor̊um V

[0,1]
j

tak, aby pro všechna j ≥ j0 platilo

V
[0,1]
j+1 = W

[0,1]
j ⊕ V

[0,1]
j . (1.7)

Je-li {V
[0,1]
j }j≥j0 multirozklad prostoru L2([0, 1]), jehož indexové množiny {Ij}j≥j0

splňuj́ı Ij ⊂ Ij+1, definujeme pro každé j ≥ j0 množinu index̊u:

Jj := Ij+1\ Ij

a pro index j = j0 − 1

Jj0−1 := Ij0 .
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Pro následuj́ıćı definici waveletové báze na intervalu označme ještě

Ψj0−1 := Φj0 ,

jinak řečeno ψj0−1,k := ϕj0,k pro všechna k ∈ Jj0−1.

Na závěr ještě pro snazš́ı zápis definujme M množinu M = {(j, k) : j ≥ j0 − 1, k ∈

Jj}.

Definice 15. Necht’ Ψj := {ψj,k, k ∈ Jj} je báze prostoru W
[0,1]
j , j ≥ j0, taková, že

množina

Ψ := Φj0 ∪
⋃

j≥j0

Ψj

tvoř́ı Rieszovu bázi prostu L2([0, 1]), to znamená, že existuj́ı konstanty c, C takové,

že 0 < c ≤ C <∞ a pro všechny posloupnosti x = {xj,k}j≥j0−1,k∈Jj splňuj́ıćı

‖x‖2l2(M) :=
∞∑

j=j0−1

∑

k∈Jj

|xj,k|
2 <∞

plat́ı

c ‖x‖l2(M) ≤ ‖
∞∑

j=j0−1

∑

k∈Jj

xj,kψj,k‖L2([0,1]) ≤ C ‖x‖l2(M) .

Pak množinu Ψ nazveme waveletovou báźı prostoru L2([0, 1]).

Taková báze bývá často tvořena dilatacemi a konečným počtem posunut́ı jedné

funkce a doplněna o funkce okrajové tak, aby funkce dohromady skutečně tvořily bázi

daného prostoru. Vı́ce se o tom zmı́ńıme v jiné části práce při konstrukci konkrétńıch

waveletových báźı.

1.6 Některé vlastnosti wavelet̊u

V této kapitole pojmenujeme dvě d̊uležité charakteristické vlastnosti wavelet̊u. Obě

tyto vlastnosti jsou u konstruovaných waveletových báźı v́ıtané.
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1.6.1 Kompaktńı nosič

Funkce f : X → R se nazývá funkce s kompaktńım nosičem pokud plat́ı

supp f ⊂ X,

kde supp f znač́ı uzávěr množiny {x ∈ X : f(x) 6= 0}. Pro wavelety tvořené pomoćı

škálové funkce to znamená, že maj́ı pouze konečný počet nenulových waveletových

koeficient̊u. Pro větš́ı rychlost implementovaných algoritmů je požadovaný nejen

kompaktńı, ale pokud možno co nejkratš́ı nosič funkce. Waveletové báze použité

k numerickému řešeńı diferenciálńıch rovnic v této práci jsou tvořeny výhradně funk-

cemi s kompaktńım nosičem.

1.6.2 Nulové momenty

Řekneme, že polynomiálńı přesnost báze je řádu k, pokud jsou všechny polynomy

řádu nejvýše k obsaženy v prostoru V0. Jinak řečeno, polynomiálńı přesnost báze je

řádu k, jestliže báze přesně aproximuje polynomy až do řádu k. Pro bázi tvořenou

funkćı ψ plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 16. Polynomiálńı přesnost ortonormálńı báze je řádu k právě tehdy, když má

funkce ψ k nulových moment̊u, tedy m(n) = 0 pro n = 0, 1, . . . , k, kde n-tý moment

m(n) funkce ψ(x) je definován jako

m(n) =

∫
xnψ(x) dx.

Č́ım větš́ı je polynomiálńı přesnost báze (tedy č́ım v́ıce nulových moment̊u má

funkce ψ), t́ım lepš́ı aproximačńı vlastnosti bude tato báze mı́t. Muśıme však zvážit

výhodu polynomiálńı přesnosti v̊uči jiným vlastnostem, např́ıklad již zmı́něné délce

nosiče bázových funkćı a podmı́něnosti báze.

Uved’me si ještě podmı́nku pro nulové momenty waveletové funkce ψ:

Věta 17. Necht’ ψ(x) =
n∑

k=m

bkϕ(2x− k) a funkce ϕ splňuje

∫

R

ϕ(x) dx = 1.

18



Pak pro nulové momenty funkce ψ plat́ı

∫
xnψ(x) dx = 0 ⇔

n∑

k=m

bkk
l = 0, n = 0, . . . , k.

Důkaz. Upravme nejdř́ıve výraz pro nulové momenty:∫
xnψ(x) dx =

=

∫
xn

n∑

k=m

bkϕ(2x− k) dx = (substituce y = 2x− k)

=

∫ (
y + k

2

)n n∑

k=m

bkϕ(y)
dy

2
= (podle binomické věty pro člen (y + k)n)

= 2−n−1
n∑

k=m

n∑

l=0


 n

l


 bkk

l

∫
yn−lϕ(y) dy =

= 2−n−1
n∑

l=0


 n

l



(∫

yn−lϕ(y) dy

) n∑

k=m

(
bkk

l
)
.

Implikace
n∑

k=m

bkk
l = 0 ⇒

∫

xnψ(x) dx = 0 je nyńı zřejmá. Pro opačnou implikaci

vyč́ısleme z upravené rovnice nultý a prvńı moment:

m(0) = 2−1
0∑

l=0




0

l





∫

y0ϕ(y) dy
︸ ︷︷ ︸

1

n∑

k=m

bkk
0 = 1/2

n∑

k=m

bk,

m(1) = 2−2










1

0





∫

y1ϕ(y) dy
n∑

k=m

bkk
0 +




1

1





∫

y0ϕ(y) dy
︸ ︷︷ ︸

1

n∑

k=m

bkk
1






.

Je-li tedy m(0) = 0, muśı být
n∑

k=m

bkk
0 = 0. Dı́ky tomu ovšem je i prvńı sč́ıtanec

v m(1) rovný nule a tedy pro m(1) = 0 muśı být
n∑

k=m

bkk = 0. Stejným postupem

bychom odvodili podmı́nky pro daľśı momenty a tak i opačnou implikaci.

�
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2 Spliny

Spliny jsou po částech polynomiálńı funkce s danou hladkost́ı v bodech napojeńı.

Vzhledem k jejich jednoduché implementaci jsou v numerické matematice často

použ́ıvanými funkcemi pro aproximaci řešeńı úloh. Waveletové báze implementované

v této práci jsou založeny výhradně na splinech. V prvńı řadě to budou B-spliny

druhého řádu a poté Hermitovy spliny třet́ıho řádu. Řád splinu je dán stupněm

polynomu, tedy v př́ıpadě B-splin̊u se budeme zabývat polynomy stupně 2, u Her-

mitových splin̊u budeme diskutovat kubické polynomy. Nyńı si tedy uved’me definici

splinu.

Definice 18. Necht’ X = {x0, x1, . . . xn, n ∈ N} je množina navzájem r̊uzných bod̊u

– takzvaných uzl̊u, pro které plat́ı x0 < x1 < . . . < xn. Funkci, která je na každém

intervalu [xi, xi+1], i = 0, . . . , n− 1, n ∈ N, polynom stupně nejvýše k, a která má

na intervalu [x0, xn] spojité derivace až do řádu k − 1, nazýváme splinem řádu k.

Prostor všech splin̊u řádu k s uzly xi ∈ X znač́ıme Sn(X).

2.1 B-spliny

B-spliny jsou spliny tvořené tak, aby měly co nejkratš́ı nosič vzhledem k požadova-

nému řádu, hladkosti a definičńımu oboru. V této práci je definujeme indukćı pomoćı

konvoluce.

Definice 19. Necht’ n ∈ N. Definujme funkce Nn(x) následovně:

1. N0(x) = χ[0,1](x),

2. pro n > 0 definujeme Nn(x) pomoćı indukce Nn+1(x) = (Nn ∗N0)(x), kde * je

definována následovně:

(Nn ∗N0)(x) =

∞∫

−∞

Nn(s)N0(x− s) ds.

Pak tyto funkce nazýváme B-spliny řádu n. Operátor ∗ se nazývá konvoluce.

Zřejmě plat́ı Nn = N0 ∗ . . . ∗N0︸ ︷︷ ︸
n+1

. Některé daľśı vlastnosti B-splin̊u uvád́ı následu-

j́ıćı dvě věty.
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Věta 20. Pro funkce Nn(x), n ∈ N plat́ı:

suppNn(x) = [0, n+ 1] (2.1)

Nn(x) > 0, x ∈ (0, n+ 1) (2.2)

Nn(x) ∈ Sn(Z) (2.3)
∑

k∈Z

Nn(x− k) = 1 (2.4)

Nn

(
n+ 1

2
− x

)
= Nn

(
n+ 1

2
+ x

)
, x ∈ R (2.5)

Vlastnost (2.5) znač́ı symetrii funkce Nn podle středu.

Důkaz. Důkaz tvrzeńı nalezneme v [13] na straně 53. �

Věta 21. Necht’ f ∈ Sn(Z). Pak je možné zapsat f ve tvaru

f(x) =
∑

k∈Z

akNn(x− k).

Jinými slovy, množina {Nn(x− k)}k∈Z tvoř́ı bázi prostoru všech splin̊u řádu n.

Důkaz. Důkaz tohoto tvrzeńı nalezneme v [13] na straně 56. �

2.1.1 Odvozeńı B-splinu druhého řádu

Pro konstrukci jedné z waveletových báźı implementovaných v této práci jsou využity

B-spliny druhého řádu. Odvod’me si proto nyńı z definice 19 jejich předpis. Za-

chováme značeńı, tedy N0(x) = χ[0,1](x). Dále je

N1(x) =

∞∫

−∞

N0(s)N0(x− s) ds =

∞∫

−∞

χ[0,1](s)χ[0,1](x− s) ds =

1∫

0

χ[0,1](x− s) ds =

=




použijeme substituci:

u = x− s

s ∈ [0, 1]→ u ∈ [x, x− 1]

du = −ds



= −

x−1∫

x

χ[0,1](u) du =

x∫

x−1

χ[0,1](u) du =

=





x ∈ [0, 1] →

x∫

0

1 du = [u]x0 = x

x ∈ [1, 2] →

1∫

x−1

1 du = [u]1x−1 = 1− (x− 1) = 2− x.
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Źıskáváme tak předpis B-splinu prvńıho řádu, ze kterého źıskáme B-spline řádu 2:

N2(x) =

∞∫

−∞

N1(s)N0(x− s) ds =

1∫

0

sχ[0,1](x− s) ds

︸ ︷︷ ︸
(a)

+

2∫

1

(2− s)χ[0,1](x− s) ds

︸ ︷︷ ︸
(b)

(a) =

1∫

0

sχ[0,1](x−s) ds=




u = x− s→ s = x− u

s ∈ [0, 1]→ u ∈ [x, x− 1]

du = −ds


 =

x∫

x−1

(x−u)χ[0,1](u) du =

=





x ∈ [0, 1] →

x∫

0

(x− u) du =

[
xu−

u2

2

]x

0

= x2 −
x2

2
=
x2

2

x ∈ [1, 2] →

1∫

x−1

(x− u) du =

[
xu−

u2

2

]1

x−1

= . . . = x−
x2

2
,

(b) =

2∫

1

(2− s)χ[0,1](x− s) ds =




u = x− s→ 2− s = 2 + u− x

s ∈ [1, 2]→ u ∈ [x− 1, x− 2]

du = −ds


 =

=

x−1∫

x−2

(2 + u− x)χ[0,1](u) du =

=





x ∈ [1, 2] →

x−1∫

0

(2 + u− x) du = . . . = −
x2

2
+ 2x−

3

2

x ∈ [2, 3] →

1∫

x−2

(2 + u− x) du = . . . =
x2

2
− 3x+

9

2
.

Součet (a) a (b) nám nyńı dá předpis hledaného B-splinu druhého řádu:

N2 =





x2

2
, x ∈ [0, 1]

−x2 + 3x− 3
2
, x ∈ [1, 2]

x2

2
− 3x+ 9

2
, x ∈ [2, 3]

0 jinak.

2.2 Hermitovy spliny

Definujme nyńı Hermit̊uv interpolačńı spline. Jedná se opět o po částech poly-

nomiálńı funkci daného stupně a hladkosti, která je však předepsaná nejen funkčńımi

hodnotami, ale také hodnotami derivaćı v uzlech.
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Definice 22. Necht’ {xi}
n
i=0 : a = x0 < x1 < . . . < xn = b je rostoućı posloupnost

uzl̊u. V každém uzlu xi jsou dány hodnoty f(xi) a f ′(xi). Kubickým Hermitovým

interpolačńım splinem s(x) nazveme funkci s následuj́ıćımi vlastnostmi:

1. s(x) je polynom nejvýše 3. stupně v každém intervalu [xi−1, xi], i = 1, . . . , n

2. s(x) ∈ C1([a, b])

3. s(xi) = f(xi), s
′(xi) = f ′(xi), i = 0, . . . , n.

Předepsané interpolačńı podmı́nky jednoznačně definuj́ı na každém intervalu

[xi−1, xi] kubický polynom. T́ım je existence kubického Hermitova interpolačńıho

polynomu zaručena. Polynomy pro dva sousedńı uzly maj́ı ve společném uzlu stej-

nou hodnotu funkce i prvńı derivace.

2.2.1 Odvozeńı Hermitova kubického splinu pro

škálovou bázi

Pro konstrukci waveletových báźı podle [8] a podle [4] si nyńı zkonstruujme dva

kubické Hermitovy interpolačńı spliny s nosičem [−1, 1]. Jejich předpisy jsou jedno-

značně určeny z podmı́nek uvedených v [8] na straně 8:

ϕ1(±1) = 0, ϕ′2(±1) = 0,

ϕ1(0) = 1, ϕ′2(0) = 1,

ϕ′1(0) = 0, ϕ2(0) = 0,

ϕ′1(±1) = 0, ϕ2(±1) = 0. (2.6)

Funkce ϕ1 a ϕ2 budou tedy na intervalech [−1, 0] a [0, 1] polynomy třet́ıho stupně,

obecně dané předpisy ax3+bx2+cx+d a sx3+tx2ux+v. Z výše uvedených podmı́nek

tedy dostáváme na intervalu [−1, 0]:

−a+ b− c+ d = 0, 3s− 2t+ u = 0,

d = 1, u = 1,

c = 0, v = 0,

3a− 2b+ c = 0, −s+ t− u+ v = 0,
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z čehož jasně plyne, že a = −2, b = −3, c = 0, d = 1 a pro druhý polynom s = 1,

t = 2, u = 1, v = 0, a tedy máme na intervalu [−1, 0]

ϕ1(x) = −2x3 − 3x2 + 1 = (x+ 1)2(1− 2x),

ϕ2(x) = x3 + 2x2 + x = x(x+ 1)2.

Obdobně pro interval [0, 1] dostáváme soustavu

a+ b+ c+ d = 0, 3s+ 2t+ u = 0,

d = 1, u = 1,

c = 0, v = 0,

3a+ 2b+ c = 0, s+ t+ u+ v = 0,

ze které plyne a = 2, b = −3, c = 0, d = 1 a s = 1, t = −2, u = 1, v = 0, a tedy

funkce ϕ1, ϕ2 se na intervalu [0, 1] rovnaj́ı

ϕ1(x) = 2x3 − 3x2 + 1 = (1− x)2(1 + 2x),

ϕ2(x) = x3 − 2x2 + x = x(x− 1)2.

Celkově tedy źıskáváme předpis kubických Hermitových splin̊u určených podmı́nka-

mi (2.6) na intervalu [−1, 1]:

ϕ1(x) =





(x+ 1)2(1− 2x), x ∈ [−1, 0]

(1− x)2(2x+ 1), x ∈ [0, 1]

0 jinak

(2.7)

a

ϕ2(x) =





x(x+ 1)2, x ∈ [−1, 0]

x(x− 1)2, x ∈ [0, 1]

0 jinak.

(2.8)
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3 Řešená úloha

Při odvozováńı slabé formulace (viz ńıže) budeme potřebovat dvě věty z matematické

analýzy: Greenovu (někdy též zvanou Gaussovu, nebo jinak, větu o integrováńı per-

partes pro funkce v́ıce proměnných, viz [11]), a Fubiniovu. Uved’me si tedy jejich

zněńı. Použijeme klasické značeńı pomoćı operátoru nabla ∇, který znač́ı

∇ =

(
∂

∂x1
, ...,

∂

∂xn

)
,

a Laplaceova operátoru ∆, pro který plat́ı

∆ = ∇ · ∇ = ∇2 =
∑ ∂2

∂x2i
.

3.1 Greenova a Fubiniova věta

Věta 23 (Greenova). Pro omezenou oblast Ω s lipschitzovsky spojitou hranićı ∂Ω

a pro všechny funkce u ∈ C1(Ω), v ∈ C1(Ω) a x ∈ Ω plat́ı

∫

Ω

∂u

∂xi
v dx =

∫

∂Ω

uvνi dS −

∫

Ω

u
∂v

∂xi
dx,

kde νi je i-tá složka jednotkového vektoru vněǰśı normály.

Pro náš př́ıpad budeme požadovat dokonce u ∈ C2(Ω) a do této věty dosad́ıme

mı́sto funkce u jej́ı parciálńı derivaci ∂u
∂xi
, i = 1, 2. Dva vztahy takto źıskané sečteme

a dostaneme ∫

Ω

∆uv dx =

∫

∂Ω

∂u

∂ν
v dS −

∫

Ω

∇u∇v dx,

kde ∂u
∂ν

je derivace u podle vněǰśı normály. Speciálně pro v ∈ C1
0(Ω) nav́ıc plat́ı

∫

Ω

∆uv dx = −

∫

Ω

∇u∇v dx.

Pokud funkce v ∈ H1
0 (Ω), můžeme ji vyjádřit jako limitu funkćı vn z prostoru

C1
0(Ω), nebot’ C1

0(Ω) je hustý v H1
0 (Ω). A protože plat́ı limn→∞

∫
fvn →

∫
fv,

můžeme využ́ıvat Greenovu větu i pro naše funkce z H1
0 (Ω).
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Věta 24 (Fubiniova). Necht’ X a Y jsou měřitelné prostory, a necht’ jejich součin

X × Y je také měřitelný. Necht’ x ∈ X a y ∈ Y . Pak pro každou integrovatelnou

funkci f(x, y), tedy funkci, která je měřitelná, a pro nǐz

∫

X×Y

f(x, y)d(x, y) <∞,

plat́ı ∫

X×Y

f(x, y)d(x, y) =

∫

X

∫

Y

f(x, y)dydx =

∫

Y

∫

X

f(x, y)dxdy.

Fubiniova věta tedy (při splněńı daných předpoklad̊u) převád́ı dvojný integrál

na dvojnásobnou integraci.

3.2 Zadaná úloha, Poissonova rovnice

V této práci budeme pomoćı waveletové báze hledat přibližné řešeńı diferenciálńı

rovnice druhého řádu na uzavřené oblasti Ω, konkrétně budeme řešit rovnici

−∆u+ αu = f.

V př́ıpadě, že α = 0, se tato rovnice nazývá Poissonova. Pokud nav́ıc f ≡ 0, mluv́ıme

o Laplaceově rovnici.

Dirichletova úloha spoč́ıvá v nalezeńı takového řešeńı u na oblasti Ω, které se

na hranici oblasti ∂Ω rovná předepsané funkci. Pro nás bude touto oblast́ı Ω =

[0, 1]2 a na hranici ∂Ω bude funkce u(x, y) splňovat homogenńı okrajové podmı́nky.

Záporné znaménko u členu ∆u neńı nezbytné, ale zajist́ı nám pohodlněǰśı zápis slabé

formulace (viz ńıže). Budeme tedy řešit úlohu

−
∂2u

∂x2
(x, y)−

∂2u

∂y2
(x, y) + αu(x, y) = f(x, y), [x, y] ∈ [0, 1]2,

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, 1) = 0. (3.1)

3.3 Slabá formulace, matice tuhosti

K řešeńı použijeme tzv. Galerkinovu metodu. Ta spoč́ıvá ve dvou kroćıch:

1. převedeńı úlohy na slabou formulaci,
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2. diskretizace spojité úlohy.

Prvńı krok provedeme následuj́ıćımi úpravami:

−
∂2u

∂x2
−
∂2u

∂y2
+ αu = f, / · v, v ∈ H1

0 (Ω)

−

∫

Ω

(
∂2u

∂x2
v +

∂2u

∂y2
v

)
+ α

∫

Ω

uv =

∫

Ω

fv / Greenova věta, Fubiniova věta

−



∫

∂Ω

v
∂u

∂ν
dS

︸ ︷︷ ︸
0

−

∫

Ω

∂u

∂x

∂v

∂x


−



∫

∂Ω

v
∂u

∂ν
dS

︸ ︷︷ ︸
0

−

∫

Ω

∂u

∂y

∂v

∂y


+ α

∫

Ω

uv =

∫

Ω

fv

∫

Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y

)
+ α

∫

Ω

uv =

∫

Ω

fv. (3.2)

Pokud u ∈ H1
0 (Ω) a pro všechny testovaćı funkce v ∈ H1

0 (Ω) splňuje (3.2), pak

se u nazývá slabým řešeńım rovnice (3.1).

V druhém kroku vytvoř́ıme posloupnost prostor̊u V0 ⊂ . . . ⊂ Vn ⊂ Vn+1 ⊂ . . . ⊂

H1
0 (Ω), kde prostory Vn jsou konečné dimenze, n ∈ N, pak můžeme u vyjádřit jako

lineárńı kombinaci bázových funkćı prostoru Vn:

u =
n∑

i,j=1

ci,jϕi(x)ϕj(y) (3.3)

a jako testovaćı funkce v (3.2) použijeme opět funkce v = ϕk(x)ϕl(y), k, l ∈ N. Nyńı

můžeme rovnici (3.2) přepsat následovně:

∫

Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y

)
+ α

∫

Ω

uv =

∫

Ω

fv

n∑

i,j=1

ci,j

∫

Ω

∂ϕi(x)

∂x

∂ϕk(x)

∂x︸ ︷︷ ︸
Di,k

ϕj(y)ϕl(y)︸ ︷︷ ︸
Gj,l

+ϕi(x)ϕk(x)︸ ︷︷ ︸
Gi,k

∂ϕj(y)

∂y

∂ϕl(y)

∂y︸ ︷︷ ︸
Dj,l

+

+α

n∑

i,j=1

ci,j

∫

Ω

ϕi(x)ϕk(x)︸ ︷︷ ︸
Gi,k

ϕj(y)ϕl(y)︸ ︷︷ ︸
Gj,l

=

∫

Ω

fϕk(x)ϕl(y)

︸ ︷︷ ︸
fk,l

a źıskáváme tak při označeńı c := {ci,j}i,j∈N, G := {Gi,k}i,k∈N, D := {Dj,l}j,l∈N

a f := {fk,l}k,l∈N soustavu
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(D ⊗G+G⊗D)c+ α(G⊗G)c = f, (3.4)

kde ⊗ znač́ı tenzorový součin: pro m×n matici A a p× q matici B vytvoř́ı (m · p)×

(n · q) matici C, jej́ıž prvky jsou

cα,β = ai,jbk,l,

kde

α = p(i− 1) + k,

β = q(i− 1) + l.

Pro jednozimenzionálńı úlohu se matice G nazývá matice tuhosti a matice D matice

hmotnosti. Vektor f se nazývá v jedno- i dvoudimenzionálńı úloze vektorem śıly.

Při implementaci nebyla vytvářena celá matice (D ⊗ G + G ⊗D) + α(G ⊗ G), ale

prvky tenzorového součinu byly vytvářeny v pr̊uběhu programu z jednorozměrných

matic D a G př́ımo ve chv́ıli, kdy byly potřeba, a výslednou matici (dvojnásobných

rozměr̊u) tedy nebylo potřeba uchovávat v paměti.

3.4 Existence a jednoznačnost řešeńı

Uved’me si nyńı podmı́nky existence a jednoznačnosti řešeńı rovnice (3.1).

Označme

a(u, v) :=

∫

Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y

)
+ α

∫

Ω

uv (3.5)

bilineárńı formu a(u, v) : H1
0 (Ω)×H

1
0 (Ω)→ R. Tato forma představuje levou stranu

rovnice (3.2). Pro tuto formu plat́ı následuj́ıćı Lax-Milgramovo lemma:

Věta 25 (Lax-Milgramovo lemma). Necht’ V ⊂ H1
0 (Ω) a a(u, v) : H

1
0 (Ω)×H

1
0 (Ω)→

R je bilineárńı forma, pro kterou plat́ı

1. a(u, v) je omezená, tj. a(u, v) ≤ C ‖u‖1,Ω ‖v‖1,Ω,

2. s(u, v) je symetrická, tedy a(u, v) = a(v, u) a

3. a(u, v) je koercivńı, tedy plat́ı a(u, u) ≥ c ‖u‖21,Ω.
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Pak pro každé f ∈ V ′ existuje právě jedno řešeńı u ∈ V rovnice

a(u, v) = 〈f, v〉 .

Důkaz. Důkaz tohoto tvrzeńı nalezneme v [12] na stranách 72 – 73. �
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4 Implementované báze

4.1 Kvadratické splinové báze

Jako prvńı užijeme k řešeńı naš́ı úlohy waveletovou bázi založenou na kvadratických

B-splinech, jak je uvedena v [3]. Z pohledu numerické stability je ideálńı využ́ıvat

ortogonálńı waveletové báze, jejich nevýhodou je nicméně malá hladkost a poměrně

velký nosič. Při numerickém řešeńı diferenciálńıch rovnic požadujeme naopak wave-

lety s minimálńım nosičem a dostatečnou hladkost́ı, které maj́ı dobré aproximačńı

vlastnosti. Takovými funkcemi jsou právě zmı́něné B-spliny, nebot’ maj́ı mezi všemi

funkcemi s kompaktńım nosičem minimálńı délku nosiče vzhledem k požadované

hladkosti. B. Han a Z. Shen zkonstruovali Rieszovu waveletovou bázi prostoru L2(R)

s m nulovými momenty, která je založená na B-splinech řádu m. V tomto př́ıpadě

použijeme adaptaci jejich báze na interval [0, 1] navrženou v [3], která zachovává

nulové momenty.

4.1.1 Škálovaćı funkce

V kapitole 2.1 jsme odvodili předpis B-splinu druhého řádu, který nyńı bude tvořit

škálovaćı funkci. Budeme tedy mı́t

ϕ(x) =





x2

2
, x ∈ [0, 1]

−x2 + 3x− 3
2
, x ∈ [1, 2]

x2

2
− 3x+ 9

2
, x ∈ [2, 3]

0 jinak.

Obecně pro B-spliny řáduN plat́ı, že bázi tvoř́ı 2j−N+1 vnitřńıch škálovaćıch funkćı

a N − 1 funkćı na každém okraji. V našem př́ıpadě, tedy pro N = 1, potřebujeme

dvě okrajové funkce, každou na jeden kraj. Ty jsou předepsány takto: levá okra-

jová funkce ϕB(x) je definovaná tak, aby byla stejně jako funkce vnitřńı po částech
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polynom stupně 2 a uvnitř svého definičńıho oboru byla tř́ıdy C1. Jej́ı předpis zńı:

ϕB(x) =





−3
2
x2 + 2x, x ∈ [0, 1]

x2

2
− 2x+ 2, x ∈ [1, 2]

0 jinak

a odpov́ıdaj́ıćı pravá okrajová funkce je v̊uči ńı symetrická podle bodu 3/2. Uvedené

škálovaćı funkce splňuj́ı zjemňuj́ıćı rovnici:

ϕ(x) =
1

4
ϕ(2x) +

3

4
ϕ(2x− 1) +

3

4
ϕ(2x− 2) +

1

4
ϕ(2x− 3), (4.1)

a

ϕB(x) =
1

2
ϕB(2x) +

3

4
ϕ(2x) +

1

4
ϕ(2x− 1). (4.2)

Báze prostoru Vj je tedy určena dilatacemi a posunut́ımi funkce ϕ(x) a doplněńım

na okraj́ıch dilatacemi funkce ϕB(x). Můžeme ji zapsat jako množinu

{
ϕB(2

jx), ϕ(2jx), ϕ(2jx− 1), . . . , ϕ(2jx− 2j + 2), ϕB(1− 2jx)
}
.

Např́ıklad pro j = 3 je tato báze tvořená šesti vnitřńımi a dvěma okrajovými funk-

cemi. Jejich graf můžeme vidět na obrázku 2. Plnou čarou jsou zobrazeny vnitřńı

funkce ϕ, čerchovaně okrajová ϕB.

Obrázek 2: Osmiprvková báze prostoru V3
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4.1.2 Waveletové funkce

Posununt́ı funkce ϕ(x) tvoř́ı Rieszovu bázi prostoru V0 ⊂ L2(R). Kvadratické spli-

nové waveletové funkce jsou pak obvykle dány konečnou lineárńı kombinaćı těchto

posunut́ı. Určit tuto kombinaci tak, abychom źıskali Rieszovu bázi, zachovali kom-

paktńı nosič a počet nulových moment̊u, neńı snadné ani jednoznačné. Pánové

B. Han a Z. Shen odvodili předpis waveletové funkce (viz [6]), která je určena

následuj́ıćı rovnićı:

ψ(x) = −
1

4
ϕ(2x) +

3

4
ϕ(2x− 1)−

3

4
ϕ(2x− 2) +

1

4
ϕ(2x− 3). (4.3)

Jej́ı graf je na obrázku 3. Abychom ale źıskali bázi prostoru L2([0, 1]), je třeba

ještě zkonstruovat vhodnou okrajovou funkci. Ta je sestavena tak, aby byla tvořena

lineárńı kombinaćı funkćı škálovaćıch a splňovala homogenńı Dirichletovy okrajové

podmı́nky. Nav́ıc bude mı́t tři nulové momenty a nosič [0, 5/2]. Tento okrajový wa-

velet je dán rovnićı

ψB(x) = −
5

2
ϕB(2x) +

47

12
ϕ(2x)−

13

4
ϕ(2x− 1) + ϕ(2x− 2). (4.4)

Uvedená rovnice předepisuje pravou okrajovou funkci. Levá okrajová funkce k ńı

bude opět symetrická podle středu nosiče.

Obrázek 3: Vnitřńı a okrajový wavelet založený na kvadratických B-splinech
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4.2 Kubické Hermitovy spliny

V této kapitole použijeme waveletovou bázi tvořenou kubickými Hermitovými spliny

podle [8] (tedy spliny, jenž jsou polynomy stupně 3). Wavelety budou mı́t nosič

[−1, 1] a budou tř́ıdy C1. Nav́ıc však použijeme multiwaveletovou bázi, která je ge-

nerována ne jedńım, ale dvěma wavelety, jejich dilatacemi a posuny. Při konstrukci

multiwavelet̊u máme větš́ı volnost pro kombinováńı vlastnost́ı, a proto můžeme ve

výsledku dosáhnout lepš́ıch vlastnost́ı, než u jednoduchého waveletu. Požadovaný je

předevš́ım krátký nosič, pak také ortogonalita či dostatečný řád aproximace. Kon-

struované wavelety z r̊uzných úrovńı budou ortogonálńı vzhledem ke skalárńımu

součinu s derivacemi škálovaćıch funkćı 〈ϕ′, ψ′〉L2(R) sṕı̌se než k 〈ϕ, ψ〉L2(R). Tento

požadavek ortogonality je pro přibližné řešeńı diferenciálńıch rovnic vhodněǰśı, ne-

bot’ vede k dobře podmı́něné bázi.

4.2.1 Škálová a waveletová báze

Necht’ H1([0, 1]) je Sobolev̊uv prostor podle definice 4. Necht’ H1
0 ([0, 1]) je uzávěr

množiny

{u ∈ C([0, 1]) ∩ C1((0, 1)) : u(0) = u(1) = 0}

v prostoru H1([0, 1]). Pro j ≥ 0 bud’ Vj prostor všech kubických splin̊u v s uzly

v bodech s/2j+1, kde s = 0, . . . , 2j+1, pro něž v ∈ H1
0 ([0, 1]). Dimenze Vj je 2j+2.

Pánové R. Q. Jia a S. T. Liu použili pro odvozeńı báze prostoru Vj kubické

Hermitovy spliny ϕ1 a ϕ2, které jsme si odvodili v kapitole 2.2.1, s předpisem

ϕ1(x) =





(x+ 1)2(1− 2x), x ∈ [−1, 0]

(1− x)2(2x+ 1), x ∈ [0, 1]

0 jinak

a

ϕ2(x) =





x(x+ 1)2, x ∈ [−1, 0]

x(x− 1)2, x ∈ [0, 1]

0 jinak.

Jejich grafy můžeme vidět na obrázku 4.
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Obrázek 4: Škálovaćı funkce – kubické Hermitovy spliny

Tyto funkce jsou zřejmě polynomy stupně nejvýše 3 a patř́ı do tř́ıdy C1. Nav́ıc

pro ně plat́ı (tak byly definovány, viz [4], s. 8)

ϕ1(0) = 1, ϕ′1(0) = 0, ϕ2(0) = 0, ϕ′2(0) = 1, (4.5)

a tedy pro funkci f ∈ C1 je

u =
∑

j∈Z

f(j)ϕ1(x− j) +
∑

j∈Z

f ′(j)ϕ2(x− j)

Hermitovská interpolace f na Z, tedy u(j) = f(j) a u′(j) = f ′(j) pro všechna j ∈ Z.

Označme nyńı Φ := (ϕ1, ϕ2)
T vektor, jehož složkami jsou předepsané funkce ϕ1

a ϕ2. Z předpis̊u (2.7), (2.8) těchto funkćı a z jejich vlastnost́ı (4.5) plyne následuj́ıćı

zjemňuj́ıćı rovnice (podrobnosti viz [7]):

Φ(x) =
1∑

k=−1

a(k)Φ(2x− k), x ∈ R,

kde

a(−1) =




1
2

3
4

−1
8
−1

8


 , a(0) =


 1 0

0 1
2


 , a(1) =




1
2
−3

4

1
8
−1

8


 .

34



Lze snadno nahlédnout, že množina

Φj := {ϕ1(2
j+1x− k), k = 1, . . . , 2j+1 − 1} ∪ {ϕ2(2

j+1x− k)|(0,1), k = 0, . . . , 2j+1}

(4.6)

tvoř́ı bázi prostoru Vj. Prvky množiny Φj označme jako v1, v2, . . . , v2j+2 .

Nyńı budeme hledat takový prostor Wj, aby platilo

Vj+1 = Vj ⊕Wj, (4.7)

respektive hledáme takové dvě funkce ψ1, ψ2, které tento prostor Wj generuj́ı. V [8]

byla navržena konstrukce wavelet̊u, které nav́ıc pro všechna k ∈ Z splňuj́ı

〈ψ′1(x), ϕ
′
1(x− k)〉 = 〈ψ′2(x), ϕ

′
1(x− k)〉 = 0,

〈ψ′1(x), ϕ
′
2(x− k)〉 = 〈ψ′2(x), ϕ

′
2(x− k)〉 = 0.

(4.8)

Tyto požadavky splňuje v́ıce funkćı, požadujeme-li ale nav́ıc, aby byla ψ1 sy-

metrická a ψ2 antisymetrická, pak jsou už ψ1 a ψ2 jednoznačně definované, a to

rovnicemi

ψ1(x) = −2ϕ1(2x+ 1)− 21ϕ2(2x+ 1) + 4ϕ1(2x)− 2ϕ1(2x− 1) + 21ϕ2(2x− 1)

a

ψ2(x) = ϕ1(2x+ 1) + 9ϕ2(2x+ 1) + 12ϕ2(2x)− ϕ1(2x− 1) + 9ϕ2(2x− 1).

Nosič těchto funkćı je stejný jako nosič funkćı škálovaćıch, tedy [−1, 1]. Funkce jsou

zobrazeny na obrázku 5.

Množina waveletových funkćı

Ψj := {ψ1(2
j+1x− k), k = 1, . . . , 2j+1 − 1} ∪ {ψ2(2

j+1x− k)|(0,1), k = 0, . . . , 2j+1}

(4.9)

pak tvoř́ı bázi prostoru Wj. Dimenze Wj je 2j+2. Všimněme si, že oproti bázi kvad-

ratických splin̊u neńı potřeba konstruovat okrajové funkce. Podle (4.9) stač́ı restrin-

govat funkce ψ2 na interval [0, 1]. Ve skutečnosti dokonce použijeme restrikci pouze

na dvě funkce a to ψ2(2
j+1x) a ψ2(2

j+1x− 2j+1). To velmi usnadňuje implementaci.
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Obrázek 5: Waveletové funkce z kubických Hermitových splin̊u

4.3 Kubické Hermitovy spliny podruhé

Použijme nyńı již definované škálovaćı báze kubických Hermitových splin̊u pro kon-

strukci wavelet̊u podle T. J. Dijkemy a R. Stevensona (viz [4]). Na rozd́ıl od předchoźı

kapitoly bude waveletová báze obsahovat ne dva, ale čtyři
”
mateřské wavelety“.

Zkonstruovaná báze bude mı́t sice větš́ı č́ıslo podmı́něnosti, ale toto č́ıslo bude stále

poměrně malé a omezené nezávisle na velikosti úlohy. Výhodou této báze je, že

pro diferenciálńı rovnici s konstantńımi koeficienty, kterou pomoćı ńı řeš́ıme, budou

př́ıslušné matice hmotnosti a tuhosti velmi ř́ıdké.

4.3.1 Podmı́nky pro Rieszovu bázi

Než budeme konstruovat wavelety, které budou generovat bázi Sobolevova prostoru

H1
0 ([0, 1]), resp. L

2([0, 1]), uved’me si větu, která udává podmı́nky, za jakých kon-

struovaná báze bude báźı Rieszovou. Tato věta byla čerpána z [4], str. 5–6.

Věta 26 (O biortogonálńım rozkladu prostoru). Necht’

V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ L2([0, 1]) a Ṽ0 ⊂ Ṽ1 ⊂ . . . ⊂ L2([0, 1])

jsou dvě posloupnosti primárńıch a duálńıch prostor̊u konečné dimenze, pro které
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plat́ı

inf
0 6=ṽj∈Ṽj

sup
0 6=vj∈Vj

∣∣∣〈ṽj, vj〉L2([0,1])

∣∣∣
‖ṽj‖L2([0,1]) ‖vj‖L2([0,1])

& 1.

Nav́ıc, necht’ pro 0 < γ < d je

inf
vj∈Vj

‖v − vj‖L2([0,1]) . 2−jd‖v‖Hd([0,1]), v ∈ Hd([0, 1]),

a

‖vj‖Hs([0,1]) . 2js‖vj‖L2([0,1]), vj ∈ Vj, s ∈ [0, γ),

kde pro s ∈ [0, d] je Hs([0, 1]) = [L2([0, 1]), Hd([0, 1])]s/d. Necht’ obdobné vztahy plat́ı

i pro duálńı bázi s označeńım Ṽj, d̃, γ̃, H̃
s([0, 1]). Pak pro Φ0, bázi prostoru V0, pro

Ψj, stejnoměrnou Rieszovu bázi prostoru Wj := Vj+1 ∩ Ṽ
⊥

L2([0,1])

j , a pro s ∈ (−γ̃, γ)

je

Φ0 ∪
⋃

j∈N0

2−sjΨj

Rieszova báze prostoru Hs([0, 1]), kde Hs([0, 1]) := (H̃−s([0, 1]))′ pro s < 0.

Pro primárńı rozklad prostoru L2([0, 1]) využijeme již v minulé kapitole zmı́něnou

bázi kubických Hermitových splin̊u

Φj := {ϕ1(2
j+1x− k), k = 1, . . . , 2j+1 − 1} ∪ {ϕ2(2

j+1x− k)|(0,1), k = 0, . . . , 2j+1}

tvořenou funkcemi ϕ1 a ϕ2 předepsané rovnicemi (2.7) a (2.8). Je tedy

Φ0 = {ϕ1(2x− 1), ϕ2(2x)|(0,1), ϕ2(2x− 1), ϕ2(2x− 2)|(0,1)}.

Wavelety budou konstruovány tak, aby spolu s funkcemi ϕ1 a ϕ2 splňovaly předpo-

klady věty 26, a tedy waveletová báze bude tvořit Rieszovu bázi prostoru L2([0, 1]).

4.3.2 Waveletová báze

Jak již bylo zmı́něno, zkonstruujeme z daných škálovaćıch funkćı čtyři wavelety. Ty

budou na intervalech [k, k+ 1
2
], k ∈ 1

2
Z, po částech polynomy třet́ıho stupně tř́ıdy C1.

Ćılem konstrukce je ale předevš́ım vytvořit takové wavelety, pro něž budou matice
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tuhosti a hmotnosti ř́ıdké, tedy aby pro všechna k1, k2 ∈ 2Z a i1, i2 = 1, . . . , 4 platilo

∫
ψ′i1(2

j1x− k1)ψ
′
i2
(2j2x− k2) dx = 0, když |j1 − j2| > 1,

∫
ψi1(2

j1x− k1)ψi2(2
j2x− k2) dx = 0, když |j1 − j2| > 1.

(4.10)

Tabulka 1: Tabulka waveletových koeficient̊u

k -3 -2 -1 0 1 2 3

a
(k)
1 - - - - − 2

15
4
15

− 2
15

b
(k)
1 - - - - −1 0 1

a
(k)
2 - - - - 7

39
0 − 7

39

b
(k)
2 - - - - 1 44

13
1

a
(k)
3 − 4595

13728
7
65

−18737
68640

1 −18737
68640

7
65

− 4595
13728

b
(k)
3 −68741

22880
−69

40
−204701

22880
0 204701

22880
69
40

68741
22880

a
(k)
4

417
22880

− 7
2340

5443
205920

0 − 5443
205920

7
2340

− 417
22880

b
(k)
4

723
4576

1
8

8153
13728

1
2

8153
13728

1
8

723
4576

Prvńı dvě waveletové funkce jsou dány rovnicemi

ψ1(x) :=
3∑

k=1

a
(k)
1 ϕ1(2x− k) +

3∑

k=1

b
(k)
1 ϕ2(2x− k),

ψ2(x) :=
3∑

k=1

a
(k)
2 ϕ1(2x− k) +

3∑

k=1

b
(k)
2 ϕ2(2x− k).

Tyto funkce maj́ı nosič [0, 2], a t́ım, že jsou ortogonálńı k polynomům třet́ıho stupně

na intervalu [0,2], a že funkce ψ1 je sudá a ψ2 lichá, jsou až na násobek konstantou

jednoznačně určeny. Koeficienty a
(k)
1 , b

(k)
1 , a

(k)
2 , b

(k)
2 nalezneme v tabulce 1. Funkce ψ1

a ψ2 jsou zobrazeny na obrázku 6.

Daľśı dva wavelety jsou určeny pomoćı

ψ3(x) :=
3∑

k=−3

a
(k)
3 ϕ1(2x− k) +

3∑

k=−3

b
(k)
3 ϕ2(2x− k),

ψ4(x) :=
3∑

k=−3

a
(k)
4 ϕ1(2x− k) +

3∑

k=−3

b
(k)
4 ϕ2(2x− k).

Jejich nosičem je interval [−2, 2]. Až na násobek konstantou jsou tyto funkce určeny

požadavkem ortogonality na kubické polynomy na intervalech [-2,0] a [0,2], pod-
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Obrázek 6: ψ1 a ψ2 – dvě waveletové funkce podle [4]

mı́nkou, aby ψ3 byla sudá a ψ4 lichá, a nav́ıc, aby tvořily ř́ıdkou matici hmotn-

sti, jsou tyto funkce ortogonálńı k ψ1(x − k) a ψ2(x − k) pro k ∈ 2Z. Koefici-

enty a
(k)
3 , b

(k)
3 , a

(k)
4 , b

(k)
4 jsou rovněž uvedeny v tabulce 1. Grafy těchto funkćı jsou na

obrázćıch 7 a 8.

Obrázek 7: ψ3 – třet́ı waveletová funkce podle [4]
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Obrázek 8: ψ4 – čtvrtá waveletová funkce podle [4]

Z těchto čtyř waveletových funkćı vytvoř́ıme bázi Ψj prostoru Wj následovně:

Ψj := {ψi(2
j+1x− k) : i ∈ {1, 2}, k ∈ {0, 2, 4, . . . , 2j+1 − 2}}∪

∪{ψ3(2
j+1x−k) : k ∈ {2, 4, . . . , 2j+1−2}}∪ {ψ4(2

j+1x−k)|[0,1] : k ∈ {0, 2, 4, . . . , 2
j+1}}.

Počet prvk̊u této množiny je shodný s dimenźı prostoru Wj, to je 2j+2.
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5 Waveletová transformace a im-

plementace

Úloha představená v kapitole 3 byla nejdř́ıve pomoćı transformace převedená do

prostoru waveletových funkćı, poté řešena pomoćı metody sdružených gradient̊u

a řešeńı na závěr převedeno zpět do škálové báze. Celý tento postup si nyńı bĺıže

poṕı̌seme.

5.1 Popis waveletové tarnsformace

V této kapitole poṕı̌seme, jak funguje waveletová transformace, kterou budeme

využ́ıvat při implementaci báźı. V předchoźıch kapitolách jsme zkonstruovali po-

sloupnost vektorových prostor̊u {Vj}
n
j=0, které tvoř́ı multirozklad prostoru, ve kterém

hledáme přibližné řešeńı rovnice (3.1). Prvky báze prostoru Vj označme ϕ1, ϕ2, . . .

Nejdř́ıve vytvoř́ıme matice G a D z (3.4), kde G je matice integrál̊u ze součin̊u

škálovaćıch funkćı a D ze součin̊u jejich derivaćı. V našich aplikaćıch jsou tyto ma-

tice zpravidla pásové, nebot’ bázové funkce maj́ı krátký nosič a nenulový pr̊unik

nosič̊u má vždy jen několik sousedńıch funkćı. Tyto matice mohou mı́t následuj́ıćı

strukturu:

Tabulka 2: Možná struktura matice tuhosti

∫
ϕiϕj ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4 ϕ5 ϕ6 ϕ7 ϕ8

ϕ1 d e f 0 0 0 0 0
ϕ2 e a b c 0 0 0 0
ϕ3 f b a b c 0 0 0
ϕ4 0 c b a b c 0 0
ϕ5 0 0 c b a b c 0
ϕ6 0 0 0 c b a b f
ϕ7 0 0 0 0 c b a e
ϕ8 0 0 0 0 0 f e d

Vlastnosti tenzorovéhou součinu nám umožňuj́ı nejprve transformovat tyto jed-

nodimenzionálńı matice, a pak teprve vytvářet jejich tenzorový součin podle (3.1).

Následně tedy provedeme waveletovou transformaci. Ta spoč́ıvá v převedeńı prostoru
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Vj na direktńı součet dvou prostor̊u Vj−1 aWj−1. Pomoćı škálovaćıch a waveletových

rovnic, jak jsme je uvedli v předchoźıch kapitolách, převedeme škálovou bázi pro-

storu Vj na bázi prostoru Vj−1 s polovičńı dimenźı a doplńıme ji o waveletové funkce,

které tvoř́ı bázi prostoru Wj−1.

Prakticky spoč́ıvá transformace v přenásobeńı matic matićı transformačńı, kte-

rou tvoř́ı z p̊ulky koeficienty škálové zjemňuj́ıćı rovnice a z druhé p̊ulky koeficienty

rovnice waveletové. Např́ıklad pro bázi kvadratických B-splin̊u, konstruovanou v ka-

pitole 4.1, vycháźıme ze zjemňuj́ıćıch rovnic (4.1), (4.2), (4.3) a (4.4) a transformačńı

matice vypadá následovně:




1/2 0 0 . . . . . . 0 −5/2 0 0 . . . . . . 0

3/4 1/4 0
... 47/12 −1/4

...

1/4 3/4 0 −13/4 3/4

0 3/4 1/4 1 −3/4 −1/4
... 1/4 3/4

. . . 0
... 0 1/4 3/4

. . . 0
...

0 1/4 1/4 0
... 0 −3/4 −1/4 0

... 1/4 3/4 0
... 1/4 3/4 1

0 3/4 1/4 0 −3/4 −13/4
...

... 1/4 3/4
... 1/4 47/12

0 . . . 0 1/2 . . . 0 −5/2




Transformačńı matice je velikosti n× n, kde n je počet prvk̊u škálové báze.

Transformaci provedeme na sloupce i řádky matic a také na vektor pravé strany.

Označ́ıme-li S matici tuhosti (popř. hmotnosti) ve škálové bázi a T transformačńı

matici, pak matici S uprav́ıme následuj́ıćımi operacemi:

T TSc

T TST︸ ︷︷ ︸
S2

T−1c︸ ︷︷ ︸
ũ

S2 ũ

Tuto transformaci pak použijeme znovu na škálovaćı funkce z prostoru Vj−1, tedy

na levou a horńı polovinu matice S2 a pokračujeme dále (levou a horńı čtvrtinou

a dále obdobně), dokud nedostaneme báze prostor̊u V0 a W0. Multǐskálová báze po
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takto provedené transformaci je schematicky znázorněna na obrázku 9.

Obrázek 9: Znázorněńı waveletové transformace na 1D matici

Následně vytvoř́ıme dvoudimenzionálńı matici soustavy pomoćı tenzorového sou-

činu již transformovaných matic tuhosti a hmotnosti podle rovnice (3.4). Ve dvoudi-

menzionálńı úloze je vektor pravé strany reprezentován matićı, a transformace se na

něj použije stejně jako na matice v 1D. Takto źıskanou soustavu budeme následně

řešit pomoćı metody sdružených gradient̊u.

5.2 Implementace

Výpočet vektoru (resp. matice) pravé strany – tedy integrál̊u z funkce pravé strany

diferenciálńı rovnice přenásobené škálovaćımi funkcemi, byl proveden v programu

MATLAB R2013b. Pro výpočet dvojného integrálu byla použita funkce integral2,

která k výpočtu integrálu využ́ıvá adaptivńıch kvadraturńıch pravidel. Výsledky

byly poté exportovány do textového souboru a převedeny do programu C++, ve

kterém prob́ıhala waveletová transformace a zároveň samotné řešeńı soustavy. Trans-

formace se realizovala přenásobováńım tzv. škálovými a waveletovými filtry, tedy jen

nenulovými částmi sloupc̊u transformačńı matice, d́ıky čemuž nebyl program tolik

pamět’ově náročný. Využ́ıvali jsme při tom toho, že známe strukturu transformačńı

matice a vyhnuli jsme se tak velkému množstv́ı násobeńı nulovými prvky. V trans-

formačńı matici se nav́ıc, až na okraje, filtry pravidelně opakuj́ı, a tedy neńı potřeba

matici uchovávat celou, ale pouze komprimovanou, jako konstantńı počet informaćı,

bez ohledu na úroveň báze. Transformace byla v programu C++ paralelizována

na pevný počet vláken, obvykle pro čtyři vlákna, nebot’ program byl spouštěn na

serveru parallel 1, který má čtyři jádra.

Soustava byla poté řešená pomoćı metody sdružených gradient̊u s diagonálńım
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předpodmı́něńım. Diagonálńım předpodmı́něńım je myšleno, že prvky všech řádk̊u

a sloupc̊u byly přenásobeny převrácenou hodnotou odmocniny př́ıslušného prvku

na diagonále. Počátečńı iteraćı byl vždy nulový vektor a ukončovaćım kritériem

podmı́nka, že

‖rn‖ < 10−8‖r0‖,

kde ‖rn‖ je l2 norma rezidua v n-tém kroku metody. Výsledný vektor řešeńı vy-

počtený metodou sdružených gradient̊u byl opět transformován do škálové báze,

exportován do MATLABu a využit k vizualizaci přibližného řešeńı.

Ze zmı́něných programů byla část implementována M. Šimůnkovou, která se

tématem také zabývá. Konkrétně implementovala program na zpracováńı vstupńıch

soubor̊u, které obsahovaly informace o použitých waveletech a úrovni báze, pak

také metodu sdružených gradient̊u a paralelizaci transformace matic do waveletové

a zpět do škálové báze. V př́ıloze práce jsou uvedeny všechny hlavičkové soubory,

a ze zdrojových soubor̊u ty části, které implementovala autorka této práce.

5.3 Konkrétńı pravé strany

Jak již bylo předesláno, pomoćı waveletové transformace jsme řešili diferenciálńı

rovnici

−∆u+ αu = f.

Programy byly testovány na rovnice, u kterých známe přesné řešeńı, abychom mohli

zkontrolovat správnost výsledku. Zvolili jsme dvě r̊uzné funkce u splňuj́ıćı

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, 1) = 0,

jak je požadováno ve slabé formulaci úlohy (3.1). Prvńı funkćı splňuj́ıćı tyto podmı́nky

byla

u = x y (x− 1) (y − 1),

pro ńıž źıkáváme pravou stranu

f = αx y (x− 1) (y − 1)− 2 (x (x− 1) + y (y − 1)).

44



Protože je tato funkce polynomem druhého stupně v každé proměnné, tedy je v pro-

storu V0 všech zmı́něných báźı, měla by chyba aproximace při použit́ı libovolné

zmı́něné báze (kvadratických i kubických polynomů) být nulová.

Druhou zvolenou funkćı byla funkce

u = sin(π x) sin(π y),

pro ńıž je pak v rovnici −∆u+ αu = f pravá strana rovna

f = (c+ 2 π2) sin(π x) sin(π y).

Tuto funkci u si můžeme prohlédnout na obrázku 10.

Obrázek 10: Funkce sin(π x) sin(π y)

5.4 Obdržené výsledky

Báze, jejichž konstrukce jsme si přibĺıžili v kapitole 4, jsme použili pro přibližné

řešeńı výše uvedených diferenciálńıch rovnic, a to na r̊uzných úrovńıch. Výsledky

jsou zaznamenány v tabulkách ńıže. Prvńı sloupec vždy znač́ı počet úrovńı rozkladu,

přičemž báze v jedné dimenzi má potom 2n prvk̊u. Pravá strana ve dvou dimenźıch

(přenásobená škálovaćımi funkcemi a integrovaná) má tedy 2n × 2n prvk̊u. Počet

všech prvk̊u matice pravé strany je uveden ve druhém sloupci tabulky. U výpočtu
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jsme sledovali předevš́ım počet iteraćı metody sdružených gradient̊u při řešeńı sou-

stavy a chybu aproximovaného řešeńı v L2 normě, které jsou uvedeny ve třet́ım

a čtvrtém sloupci tabulky. Dále pak uveden čas výpočtu a celkový součet čas̊u práce

všech vláken.
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Prvńı použitá báze byla založená na kvadratických splinech (viz kap. 4.1). Podle

počtu cykl̊u metody sdružených gradient̊u, stejně jako podle času výpočtu, který se

k počtu cykl̊u bezprostředně váže, je zřejmé, že konvergence řešeńı neńı při použit́ı

této báze př́ılǐs rychlá (vid́ıme z tabulek 3 a 4). Naopak výhodou je snadná im-

plementace, nebot’ škálová i waveletová báze jsou tvořené vždy jen jednou vnitřńı

funkćı a dvěma okrajovými.

Tabulka 3: Kvadratická báze, polynomiálńı pravá strana

n # prvk̊u PS # cykl̊u chyba aproximace čas běhu
∑

čas̊u

3 64 9 4.2 ∗ 10−11 0.010 s 0.005 s
4 256 41 1.1 ∗ 10−11 0.026 s 0.014 s
5 1 024 80 9.5 ∗ 10−12 0.105 s 0.083 s
6 4 096 127 5.2 ∗ 10−12 0.426 s 0.957 s
7 16 384 189 3.9 ∗ 10−12 2.421 s 7.314 s
8 65 536 279 1.4 ∗ 10−12 13.736 s 46.221 s
9 262 144 413 1.4 ∗ 10−12 1 m 20.048 s 4 m 40.222 s

Tabulka 4: Kvadratická báze, goniometrická pravá strana

n # prvk̊u PS # cykl̊u chyba aproximace čas běhu
∑

čas̊u

3 64 9 2.6 ∗ 10−4 0.010 s 0.007 s
4 256 42 3.1 ∗ 10−5 0.027 s 0.016 s
5 1 024 80 3.9 ∗ 10−6 0.108 s 0.080 s
6 4 096 125 4.8 ∗ 10−7 0.434 s 0.951 s
7 16 384 186 6.0 ∗ 10−8 2.388 s 7.213 s
8 65 536 276 7.8 ∗ 10−9 13.529 s 45.725 s
9 262 144 408 1.3 ∗ 10−9 1 m 18.758 s 4 m 36.586 s
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Druhá použitá báze byla založená na hermitových kubických splinech podle ka-

pitoly 4.2. Waveletovou bázi tvoř́ı dvě funkce, na okraj́ıch je využita restrikce jedné

z nich. Implementace této báze byla tedy o něco složitěǰśı. Z tabulky je ale zřejmé,

že použit́ı této báze bylo nejvodněǰśı, nebot’ počet iteraćı, a tedy i doba výpočtu, je

oproti kvadratické i druhé kubické bázi téměř polovičńı. Źıskané výsledky pro pro

obě volené pravé strany najdeme v tabulkách 5 a 6.

Tabulka 5: Báze podle Jia a Liu, polynomiálńı pravá strana

n # prvk̊u PS # cykl̊u chyba aproximace čas běhu
∑

čas̊u

3 64 9 5.5 ∗ 10−14 0.008 s 0.002 s
4 256 27 1.4 ∗ 10−11 0.018 s 0.010 s
5 1 024 47 4.0 ∗ 10−12 0.067 s 0.051 s
6 4 096 71 3.3 ∗ 10−12 0.258 s 0.576 s
7 16 384 105 2.4 ∗ 10−12 1.419 s 4.184 s
8 65 536 154 1.8 ∗ 10−12 7.792 s 26.079 s
9 262 144 226 1.2 ∗ 10−12 44.564 s 2 m 35.818 s

Tabulka 6: Báze podle Jia a Liu, goniometrická pravá strana

n # prvk̊u PS # cykl̊u chyba aproximace čas běhu
∑

čas̊u

3 64 9 4.2 ∗ 10−4 0.007 s 0.004 s
4 256 27 2.9 ∗ 10−5 0.017 s 0.010 s
5 1 024 46 1.9 ∗ 10−6 0.060 s 0.055 s
6 4 096 70 1.2 ∗ 10−7 0.266 s 0.558 s
7 16 384 104 7.5 ∗ 10−9 1.444 s 4.171 s
8 65 536 152 4.7 ∗ 10−10 7.760 s 25.744 s
9 262 144 222 3.3 ∗ 10−11 44.189 s 2 m 32.865 s
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Třet́ı testovaná báze byla konstruovaná pány Dijkemou a Stevensonem, jak je

uvedeno v kapitole 4.3. Počet iteraćı metody sdružených gradient̊u je větš́ı, než

v př́ıpadě kubických wavelet̊u Jia a Liu, což poukazuje na horš́ı podmı́něnost matice

řešené soustavy. Chyba aproximace je však stejná. Obdržené hodnoty jsou uvedeny

v tabulkách 7 a 8.

Tabulka 7: Báze podle Dijkemy a Stevensona, polynomiálńı pravá strana

n # prvk̊u PS # cykl̊u chyba aproximace čas běhu
∑

čas̊u

3 64 9 8.7 ∗ 10−13 0.008 s 0.003 s
4 256 38 1.5 ∗ 10−11 0.023 s 0.013 s
5 1 024 75 6.8 ∗ 10−12 0.101 s 0.077 s
6 4 096 122 4.4 ∗ 10−12 0.433 s 0.952 s
7 16 384 187 2.2 ∗ 10−12 2.414 s 7.385 s
8 65 536 280 1.1 ∗ 10−12 13.979 s 47.121 s
9 262 144 411 7.5 ∗ 10−13 1 m 20.020 s 4 m 41.804 s

Tabulka 8: Báze podle Dijkemy a Stevensona, goniometrická pravá strana

n # prvk̊u PS # cykl̊u chyba aproximace čas běhu
∑

čas̊u

3 64 9 4.2 ∗ 10−4 0.008 s 0.004 s
4 256 37 2.9 ∗ 10−5 0.023 s 0.012 s
5 1 024 76 1.9 ∗ 10−6 0.100 s 0.078 s
6 4 096 123 1.2 ∗ 10−7 0.437 s 0.961 s
7 16 384 190 7.5 ∗ 10−9 2.445 s 7.514 s
8 65 536 282 4.7 ∗ 10−10 14.135 s 47.546 s
9 262 144 417 3.1 ∗ 10−11 1 m 21.668 s 4 m 45.622 s

Chyba aproximace klesá pro bázi tvořenou kvadratickými B-spliny přibližně s ko-

eficientem 8, pro báze založené na kubických Hermitových splinech s koeficientem

16. To však můžeme pozorovat pouze na úloze s goniometrickou pravou stranou,

nebot’ přesnost řešeńı polynomiálńı úlohy, které patř́ı již do prostoru V0 (tedy když

n = 3), se měńı již jen zaokrouhlovaćımi chybami.
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6 Závěr

V této práci jsme se seznámili s vybranými waveletovými bázemi a jejich základńımi

vlastnostmi a využili jsme je pro konstrukci báźı na čtvercové oblasti [0, 1]2. Pomoćı

zkonstruovaných báźı jsme přibližně řešili parciálńı diferenciálńı rovnici druhého

řádu s konstantńımi koeficienty. Báze založená na kvadratických splinech byla ge-

nerována pouze jednou škálovaćı funkćı a doplněna dvěma funkcemi okrajovými.

Implementace tak byla snazš́ı než v př́ıpadě jiných báźı, nicméně přibližné řešeńı

źıskané pomoćı této báze konvergovalo pomaleji k přesnému řešeńı.

Druhá báze konstruovaná pomoćı kubických Hermitových splin̊u vedla k přesné-

mu řešeńı výrazně rychleji, a to d́ıky jej́ı vyšš́ı polynomiálńı přesnosti. Jej́ı výhoda

spoč́ıvala také v tom, že již nebylo potřeba konstruovat okrajovou funkci. Postačily

restrikce jedné z těchto dvou funkćı. Derivace zkonstruovaných wavelet̊u jsou orto-

gonálńı k derivaćım škálových funkćı, což vedlo k lépe podmı́něné bázi.

Třet́ı waveletová báze byla taktéž konstruována z kubických Hermitových splin̊u.

Byly ale vytvořeny čtyři waveletové funkce namı́sto dvou a jejich vlastnosti výrazně

sńıžily počet nenulových prvk̊u matice tuhosti. Toto zlepšeńı se ovšem týká pouze

diferenciálńıch rovnic druhého řádu s konstantńımi koeficienty. Nevýhodou pak byla

složitěǰśı implementace a větš́ı počet iteraćı metody sdružených gradient̊u.

Dále se bude pokračovat ve výpočtu č́ısla podmı́něnosti matice soustavy a v zo-

becněńı do vyšš́ıch dimenźı. To však již neńı součást́ı této práce.
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