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Anotace

Diplomova prace se zabyva numerickym feSenim parcialnich diferencidlnich rovnic
na ¢tvecové oblasti, konkrétné na intervalu [0, 1]%, a to pomoci waveletovych bazi.
V prvni casti jsou nadefinovany zakladni pojmy, jako jsou Hilbertovy a Sobolevovy
prostory, Rieszova baze a wavelet. Déle je uveden koncept multirozkladu, ktery
se vyuziva ke konstrukci waveletovych bazi. Je také zavedena waveletova baze na
intervalu a uvedeny nékteré dulezité vlastnosti waveleti.

Ve druhé ¢asti jsou definovany spliny, po ¢astech polynomialni funkce, kterych se
ke konstrukeci waveletu casto vyuziva. Podrobnéji se zde zabyvame B-spliny a Her-
mitovymi kubickymi spliny. ReSend tloha je predstavend v kapitole tieti, spolecné
s odvozenim jeji slabé formulace a s podminkami existence a jednoznacnosti reseni.

V ramci této prace byly implementovany tii ruzné waveletové baze, které jsou
predstaveny v dalsi kapitole. Pomoci téchto bazi pak byla numericky feSena zadana
uloha. K teseni byla pouzita Galerkinova metoda. V posledni kapitole jsou uvedeny

obdrzené vysledky:.

Klicova slova: Rieszova baze, wavelet, skalovaci funkce, B-spline, kubicky Her-

mituv spline, numerické teseni parcialnich diferencialnich rovnic



Anotation

This thesis focuses on numerical solution of the partial differential equation on the
square, specifically on the two-dimensional interval [0, 1], by using wavelet basis.
In the first part, we start with definitions of Hilbert and Sobolevov spaces, Riesz
basis and wavelet are stated. This part also introduces the concept of multiresolution
analysis, which is later used for the construction of wavelet bases and wavelet basis
on the interval. Some important properties of wavelets are also mentioned in this
part.

In the second part, spline — piecewise-polynomial functions, which are often used
for the construction of wavelets, are defined. In detail we deal with B-splines and
Hermite cubic splines. The solved equation is introduced in the third part, together
with the derivation of the weak formulation and with the conditions of existence
and uniqueness of the solution of the equation.

In this work, three different wavelet basis were implemented. They are introduced
in the next part. Using this bases, the differential equation was numerically solved.
The Galerkin method was used for the solving of the equation. In last chapter the

obtained results are shown.

Keywords: Riesz bases, wavelet, scaling function, B-spline, cubic Hermite spline,

numerical solution of partial differential equation
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1 Wavelety: teoreticky zaklad

1.1 Uvod

V této casti nadefinujeme prostory, ve kterych se v rameci této prace budeme pohybo-
vat, uvedeme zakladni pojmy pouzivané pii studiu waveletu a sezndmime se s kon-
ceptem multirozkladu — obecnym postupem konstrukce waveletové baze. Zjistime
také, jakym zpusobem se waveletova baze konstruuje na uzavieném intervalu. Néek-

teré vlastnosti waveletu jsou uvedeny na zavér v kapitole 1.6.

1.2 Prostory funkci

V celé préci se budeme pohybovat v Hilbertové prostoru H'(2), ktery je specidlnim
pifpadem Sobolevova prostoru W*?(Q). Zde tedy uvddime obecnou definici Hilber-
tovych a Sobolevovych prostort, spoleéné s definici prostoru Lebesgueovsky integro-

vatelnych funkci L?(R), kterd je pro definici Sobolevovych prostoru dulezitd.

Definice 1. Hilbertovym prosorem H nad télesem R nazyjvame iuplny normovany
linedrni prostor se skaldrnim soucinem. Pro iplny prostor plati, Ze kaZdd Cauchy-
ovskd posloupnost v ném md svou limitu. Skaldrnim soucinem rozumime zobrazeni
H x H — R, které kazdym dvema prvkum w,v € H pritadi ¢islo (u,v) € R, a pro

které plati:
1. (u,v) >0, Yu#0
2. (u,v) = (v,u), Vu,ve€ H
3. Mu,v) = (Au,v), Vu,ve HA€ER
4. (u+v,w) = (u,w) + (v,w) Vu,v,we H

Definice 2. Nehct p > 0. Lebesqueoviym prostorem LP(S)) rozumime prostor viech

meritelnych funkci f: Q0 — R, pro néz je integrdl

| raras

konecné.



Na tomto prostoru zavedeme také funkci

111, = ( [ 1rtapas) "

Tato funkce splituje vsechny vlastnosti normy az na ekvivalenci ||f|| = 0 < f = 0,
nebot [, |[f(z)Pde = 0 = f = 0 pouze skoro vsude na mnoziné Q. Proto se
obvykle misto funkci zavadi ttidy ekvivalence funkei, ve kterych se funkce lisi pouze
na mnoziné miry nula, a obdobné definovand funkce || f||, uz je normou na takovém
prostoru.

Specidlné si uved'me prostor L?(€2), ve kterém je skaldrn{ soucin pro funkce f, g €

LZ(Q) definovan naslednovneé:
(f, g>L2(Q) = /f(x)g(x)dx
Q

Prostor L*(€) s takto definovanym skaldrnim souc¢inem je dokonce Hilbertovym
prostorem.

Nyni si uvedeme definice slabé derivace a Sobolevova prostoru (Cerpano z [5], [12]

a [1]).

Definice 3. Necht u € LP(Q),p € [1,00|. Necht vektor a = (o, aa, ..., an),a; > 0

je N-rozmeérny multitndex a c¢islo

N
al =2
i=1

je délkou (velikosti) tohoto multiindezu. Symbolem D*u oznacime parcidlni derivaci

dlely,

a1 a2 an *
7052 0%

Rekneme, Ze funkce w je slabou (zobecnénou) derivact funkce u 7ddu ||, a oznacime

gi symbolem D%u, jesltize pro vsechna v € C§°(§2) plati

w(z)v(z)de = (~1) | w(z)D(z)dz.
J /

Q

Slabou derivaci nyni vyuzijeme v definici Sobolevova prostoru:

10



Definice 4. Soboleviv prostor radu k € N je definovdn jako
WkP(Q) == {u € LP(Q): D*u € LP(Q), pro viechna |a| < k},

kde deriwaci D*u se rozumi derivace ve slabém smyslu podle definice 3. Vzhledem

k norme

1
P
( Z ||Dau||ip(9)) ) p € [1700)
[ully, 0 =

|| <k

D =
maz [|D%ullrx@),  p = o0

je WkP(Q) Banachoviym prostorem.

Sobolevovym prostorem s homogennimi Dirichletovymi okrajovymi podminkamsi
rozumime uzdaver mnoZiny {u € C*(Q): ulpo = 0} v prostoru W*P(Q) a znacime
ho WEP(Q).

Specidinim pripadem Sobolevowjch prostori je prostor W*2(Q), ktery je Hilber-

tovym prostorem se skaldrnim soucinem

(u,v) = Z /QDau(x)Do‘v(x)dx u, v € WH(Q).

|| <k
Tento prostor se obvykle znaci H*().

Definice 5. Necht m € N. Soboleviiv prostor zdporného Fddu je prostor W="-4(Q),
ktery je dudlnim prostorem k prostoru W' (Q). Prostorem W§""(Q) rozumime

uzaver prostoru C3° ve W™P(Q), a sdruzeny exponent q je dan vztahem

1 1
-+-=1
p q
Dudlnim prostorem rozumime prostor vsech spojityjch linedrnich funkciondli na pro-

storu W™P(2).

Definice 6. Sobolevovym prostorem W*P(Q),Q € R"™, necelociselného tadu s €

R\N, kdes = m + o,m € N,0< o <1, rozumime

|D*u(a) — D*uly)
[z = gl

WP (Q) = {u cWwm?, € LP(Q x Q),V]a| = m} .

11



Normu na tomto prostoru definujeme vztahem

1/p

3 | Du(x) — D*u(y)|”
= W|mopa + dxd
5,p,Q — H H N Y, %0 |$ o y||gp+n Y

[

la=m

1.3 Rieszova baze, wavelet

Pojem Rieszovy baze je klicovym pojmem pro definici samotného waveletu, ktery je

ustfednim pojmem této prace. Zde tedy uvadime obé tyto definice.

Definice 7. Mnozinu funkci {by}rez nazveme Rieszovou bazi Hilbertova prostoru

H, pokud jsou splnény ndsledujici podminky:

1. {bg}rez tvori bazi prostoru H

2. pro kazdou konecnou posloupnost {xy} € I2(Z) existuji konstanty ¢, C > 0

takové, Ze
2

keZ

e lul* <

keZ

Zxkbk

keZ

Definice 8. Necht ¢ € L*(R) a by, := 27?0 (27w — k). Funkci ¢ nazjvdme wavelet,
pokud mnozina {Yjx : j,k € Z} tvori Rieszovu bdzi prostoru L*(R). Wawvelet ¢

nazyvame ortonormdlni, pokud pro 1; plati
(Vi Vi o) 2Ry = O O

pro vsechna j,7', k, k' € 7.

Rieszova baze ovsem nemusi byt generovana jen jednou waveletovou funkci.
V této praci uvadime baze generované jednou, dvéma i ¢tyimi waveletovymi funk-

cemi (viz kapitoly 4.1, 4.2 a 4.3).

1.4 Multirozklad (MRA)

V nésledujici kapitole si uvedeme definici multirozkladu (anglicky Multiresolutions-
analysis, zkracené MRA). Tento koncept zavedl Stéphan Mallat a popsal v [9]. Je to
jedna z moznosti, jak konstruovat Rieszovy baze, a nasledné baze waveletové, coz si

v této kapitole také ukazeme.
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Definice 9. Multirozklad definujeme jako posloupnost uzaviengch prostori L*(R)

splnugici nasledugici vlastnosti:
1. prostory jsou navzdjem vnoteny: V; C Vi1 pro kazdé j € Z,
2. $kdlovdni: f(x) € V; < f(2z) € Vi & f(279x) € Vp,

3. sjednocent prostort je husté v L*(R): lim ||f — P;f||,. =0, ¥V f € L*(R), kde
j—o0
P; predstavuje ortogondlni projekci do Vj,
4. printkem prostori je nulovd funkce: () V; = 0, nebo jinak: lim ||P;f]|;. =0,
JETZ J—r—0
5. existuje funkce p € Vi takovd, Ze {p(x — k), k € Z} je Rieszova bdze pro-

storu Vj.
Funkce ¢ se nazyjva skalovaci, nékdy také zjemnugici, funkci.

Oznaéme ;. = 20/2p(2x — k). Z vlastnosti 5 v definici 9 plyne, Ze mnozina
{¢jx, k € Z} tvoii Rieszovu bazi prostoru V; a vsechny f; € V; mohou byt zapsany
ve tvaru f; = 272f(27z), kde fo = > cxp(z — k) a tedy f; = 3. crpjr. Déle
plati, ze || f;ll;= = |[foll,2 a tedy Riegévy konstanty ¢ a C jsouk;%"o vSechna j
stejné.

Protoze prostory V; jsou do sebe vnofeny (vlastnost 1), muze byt skdlovaci funkce

z prostoru Vj vyjadiena jako linearni kombinace funkei z prostoru Vi:

(@) = 3 hup(20 — k). (L1)

keZ

Tato rovnice se nazyva Skédlovaci (zjemnujci) rovnice a h, skalovaci (zjemrujici)

koeficienty.

Priklad 10. Jako priklad si miZeme uvést funkci ¢ = x,1), kde skdlovaci rovnice

md tvar

p(r) = p(22) + 92z — 1),
nebo takzvanou “hat function” p(x) = max{1l — |z|,0} se skalovaci rovnici

2z — 1)+ o2z + 1)
2 M

p(z) = p(2z) +

jejiz graf vidime na obrdzku 1.
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Obrazek 1: "Hat function”— kloboukova funkce

Zobecnéme déle koncept multirozkladu na dva multirozklady tvorené vzdjemneé
biortogonédlnimi bazemi a podivejme se, jak se pomoci téchto MRA konstruuji wa-

velety.

1.4.1 Biortogonalni MRA a wavelety

7 predpony ”bi-"je ziejmé, Ze se jedna o vztah dvou bazi. Uved'me si nyni definici
dvou vzajemné biortogonalnich bazi prostoru a definici biortogonalnich multiroz-

kladu. Z té pak plyne konstrukce waveletové béaze prostoru.

Definice 11. Necht {b}rez tvoii bdzi prostoru LA(R). Potom {by}rez je bdze pro-
storu L*(R) biortogondlni k {by }rez, pokud (bk,gl) = 0.

Definice 12. Necht {V;};cz, {\N/j}jez jsou dva MRA, jejichz $kalovact funkce ¢ a o
splniugi vztah

(p(x), oz — k))LQ(R) = dok,
tedy {p(x—k),k € Z} a{p(x—k),k € Z} jsou vzdajemné biorotgondlni baze prostori
Vo a V. Prostory {Vi}iez a {Vj}jez nazyvdme navzdjem biortogondlni MRA a funkce

© a @ navzdjem biortogondlni skdlovaci funkce. Funkci ¢ také nazijvdme primdrni

skdlovact funkci a @ dudlni skdlovact funkci.

Postup, jak pomoci MRA zkonstruovat biortogonalni wavelety, spo¢iva v nalezeni

doplitkovych prostoru {W,_,} a {Wj_l} k prostorum {V;_;} a {‘N/j_l} tak, aby pro

14



vsechna j € Z platilo
Vi=W;_1 8V (1.2)

Vi=Wae Vi, (1.3)

a déle, aby V; L Wj a XN/] 1L W;, Vj € Z. Symbol @ zde znaci direktni soucet dvou
prostoru.
Méame-li {V;};ez a {V;};ez dva biortogonalni MRA vytvofené funkcemi ¢ a @,

muzeme definovat wavelety ¢ a zz z prostoru L?(R) pomoci waveletovych rovnic:

Vo= bp(2r—k), V=) bpd2r—k), (1.4)

kEZ kEZ

kde

bk = <_1)k’51—k7 bk = (—1)kh1_k,

pricemz hqi_j a hq_ jsou skédlovaci koeficienty skélovaci rovnice pro funkce ¢ a .

Dulezité vlastnosti funkei ¢ a Qf/)v ukazuje nasledujici véta (¢erpano z [10]):

Véta 13. Necht ¢ a 1Z jsou funkce definované pomoci (1.4). Pak je také splnéno
ndsledugici:

(W (@), (x — k)) = don, (1.5)
(i(x), (o — k) = ((x), p(a — k)) = 0 (1.6)

a prostory W;, ﬁ//j vytvorené jako uzdvéry linedrnich obalt mnozin {;, k € Z}
a {bevjvk,k: € Z} tedy spliugi podminky (1.2) a (1.3). Mnozina funkci {1, k € Z}

navic tvori Rieszovu bazi prostoru W;.

Dukaz. Dukaz véty je uveden v [2] na strandch 77 — 78. O

1.5 Waveletova baze na intervalu

V mnoha aplikacich se uzivaji funkce, které jsou definované na omezeném intervalu.
I v této praci se zabyvame numerickym tesenim diferencidlnich rovnic na intervalu.
Zaméime se proto nyni na konstrukci waveletové béze na intervalu [0, 1]. Pouzita

konstrukce byla zavedena v [10].
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Definice 14. Necht jo € Z a pro j > jo je I; koneénd mnozina indexi. Necht ddle
O; = {pjn: wir € LX([0,1]), k € I}

: ny . L P , . 0,1
je koneénda mnozina linedrne nezavislych funkci. Posloupnost prostori {VJ[ ]} ,
Jj>Jo

kde Vj[o’l] tvori linedrni obal ®; a dim V;-[O’l] < 00, nazyvame multirozklad (MRA)

prostoru L? ([0, 1]) prdvé tehdy, kdyz
, g 0] [0,1] S
1. prostory jsou navzajem vnoteny: V;7= C Vi), Vi > jo,

0,1 _

2. U VP = 12(0,1)),
Jj=Jo

3. pro vsechna j > jo exmistuji na j mezdvislé konstanty ¢,C: 0 < ¢ < C < o0

takové, Ze pro viechny vektory x = {xy}rer, € RY plati

cllel, < (D wnesn < Cllzlly,

kel L2([0,1]))

kde
folly = 30t @ Wl = [ Fald

kEIj [07”
Funkce @,k € I;, které prostor VO genery 7, opét nazyvame skalovaci funkce.
#j, j i 9 )

Vsimnéme si, ze v piipadé baze na intervalu ztraci smysl vlastnost 4 z definice 9.
Nyni budeme stejné jako v kapitole 1.4 hledat doplnék W}O’l]k prostorum Vj[O,l}
tak, aby pro vSechna j > jy platilo

[0.1] [0,1] [0,1]

j+1 =

Je-li {Vj[O,l} }i>j, multirozklad prostoru L?([0,1]), jehoz indexové mnoziny {I;};>,

splnuji I; C 1,41, definujeme pro kazdé j > jo mnozinu indexu:

Ji =T\ 1

a pro index j = jp — 1

Jjo—l = ]jO'
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Pro nasledujici definici waveletové béze na intervalu oznac¢me jesté

v o

jo—1 = Fjo>
jinak feceno vj,_1 % := @j,.k Pro vsechna k € Jj,_;.
Na zéveér jesté pro snazsi zépis definujme M mnozinu M = {(j,k): j > jo— 1,k €

Ji}.

Definice 15. Necht W, := {¢; 1, k € J;} je bdze prostoru VVJ[O’”,j > Jo, takovd, Ze
mnozina
Ui=0; U]y,
J=jo
tvori Rieszovu bdzi prostu L*([0,1]), to znamend, Ze existuji konstanty c,C' takové,

Ze 0 < ¢ < C < oo a pro vsechny posloupnosti x = {1} j>jo—1,kes; spliugict

1207, ary Z D lal® < oo

Jj=jo—1keJ;

platt

cllzll, o <l Z Z%,k%k“m([w) < Ozl

Jj=jo—1keJ;
Pak mnozinu U nazveme waveletovou bdzi prostoru L*([0,1]).
Takova baze byva casto tvorena dilatacemi a koneénym poctem posunuti jedné
funkce a doplnéna o funkce okrajové tak, aby funkce dohromady skutec¢neé tvotily bazi

daného prostoru. Vice se o tom zminime v jiné ¢asti prace pii konstrukei konkrétnich

waveletovych bazi.

1.6 Neékteré vlastnosti waveletu

V této kapitole pojmenujeme dvé dulezité charakteristické vlastnosti waveleti. Obé

tyto vlastnosti jsou u konstruovanych waveletovych bazi vitané.
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1.6.1 Kompaktni nosic

Funkce f: X — R se nazyva funkce s kompaktnim nosi¢em pokud plati
supp f C X,

kde supp f zna¢i uzdvér mnoziny {x € X: f(x) # 0}. Pro wavelety tvorené pomoci
skalové funkce to znamend, ze maji pouze konecny pocet nenulovych waveletovych
koeficientu. Pro vétsi rychlost implementovanych algoritmu je pozadovany nejen
kompaktni, ale pokud mozno co nejkratsi nosi¢ funkce. Waveletové baze pouzité
k numerickému teseni diferencialnich rovnic v této praci jsou tvoreny vyhradné funk-

cemi s kompaktnim nosicem.

1.6.2 Nulové momenty

Rekneme, ze polynomidln{ piesnost baze je fadu k, pokud jsou vsechny polynomy
radu nejvyse k obsazeny v prostoru Vj. Jinak feceno, polynomidlni presnost baze je
radu k, jestlize baze presné aproximuje polynomy az do fadu k. Pro béazi tvorenou

funkci v plati nasledujici tvrzeni:

Véta 16. Polynomidlni presnost ortonormadlni baze je radu k prdavé tehdy, kdyz ma
funkce 1 k nulovijch momenti, tedy m(n) =0 pron = 0,1,...,k, kde n-ty moment

m(n) funkce 1(x) je definovdn jako

Cim vétsi je polynomidlni presnost baze (tedy ¢im vice nulovych momentu ma
funkce 1), tim lepsi aproximaéni vlastnosti bude tato baze mit. Musime vsak zvazit
vyhodu polynomialni presnosti vuéi jinym vlastnostem, naptiklad jiz zminéné délce
nosice bazovych funkci a podminénosti baze.

Uvedme si jesté podminku pro nulové momenty waveletové funkce :

Véta 17. Necht ¢(x) = > bpp(2z — k) a funkce @ spliuje

k=m

/Rgo(x) dr = 1.
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Pak pro nulové momenty funkce 1 plati
/a:"w(x)dxz() & Zbkk‘l:(), n=20,... k.
k=m

Dikaz. Upravme nejdiive vyraz pro nulové momenty:

/x”w(x) dr =

- /x” Z brp(2x — k) dr = (substituce y = 2z — k)

/{:
— / (y + ) Z br(y = (podle binomické véty pro clen (y + k)")

=27 Z Z " bk /y”‘l@(y) dy =

k=m 1=0 \ [
n n n
— 2*”1*1 Z (/ yn*lgp(y> dy) Z (bkkl> .
=0 l k=m
Implikace Z bkl =0 = /x"zﬁ(x) dr = 0 je nyni zfejma. Pro opacnou implikaci
vycisleme z_upravené rovnice nulty a prvni moment:

m(0) =2"")" ! / dyZbkk:O—l/ZZbk,

=0 l %,_/k m

| " 1 n
m(1) =27 . /ylw(y) dy » bk + 1 /y%(y) dy Y bik!
k=m

————k=m
1
Je-li tedy m(0) = 0, musi byt Z bk = 0. Diky tomu ovsem je i prvni séitanec
k=m

v m(1) rovny nule a tedy pro m(1) = 0 musi byt Z bik = 0. Stejnym postupem
k=m
bychom odvodili podminky pro dalsi momenty a tak i opacnou implikaci.
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2  Spliny

Spliny jsou po castech polynomidlni funkce s danou hladkosti v bodech napojeni.
Vzhledem k jejich jednoduché implementaci jsou v numerické matematice casto
pouzivanymi funkcemi pro aproximaci feseni iloh. Waveletové baze implementované
v této praci jsou zalozeny vyhradné na splinech. V prvni radé to budou B-spliny
druhého fddu a poté Hermitovy spliny tiettho fadu. R4d splinu je dén stupném
polynomu, tedy v piipadé B-splinu se budeme zabyvat polynomy stupné 2, u Her-
mitovych splini budeme diskutovat kubické polynomy. Nyni si tedy uved me definici

splinu.

Definice 18. Necht X = {xo,z1,... T, n € N} je mnoZina navzdjem rizngch bodi
— takzvanych uzlu, pro které plati xo < xy < ... < x,. Funkci, kterd je na kaZdém
intervalu [z;,x;41],i =0,...,n—1, n € N, polynom stupné nejvyse k, a kterd md
na intervalu [xo, x,| spojité derivace az do tddu k — 1, nazgvame splinem rddu k.

Prostor vsech splini 7ddu k s uzly x; € X znacime S™(X).

2.1 B-spliny

B-spliny jsou spliny tvotené tak, aby mély co nejkratsi nosi¢ vzhledem k pozadova-
nému radu, hladkosti a definicnimu oboru. V této praci je definujeme indukei pomoci

konvoluce.
Definice 19. Necht n € N. Definujme funkce N, (x) ndsledovné:
1. No(z) = xpo,11(),

2. pron > 0 definujeme N, (z) pomoct indukce Ny 1(x) = (N, * No)(z), kde * je

definovdna nadsledovne:
(N, * No)(x) = / No(s)No(z — s) ds.

Pak tyto funkce nazyvdme B-spliny radu n. Operdtor = se nazyvd konvoluce.
Ziejme plati NV,, = Ny * ... * Ny. Nékteré dalsi vlastnosti B-splinu uvadi nésledu-
—_———
n+1

jici dveé véty.
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Véta 20. Pro funkce N,(z),n € N plati:

supp Np(x) = [0,n+ 1] (2.1)
No(x) > 0,z € (0,n+1) (2.2)
N,(x) € S"(Z) (2.3)
> Nyfz—k) =1 (2.4)
keZ
Nn<n+1—x) = Nn<n+1+x),x€R (2.5)
2 2
Viastnost (2.5) znaci symetrii funkce N,, podle stredu.
Dukaz. Dukaz tvrzeni nalezneme v [13] na strané 53. O
Véta 21. Necht f € S™(Z). Pak je mozné zapsat f ve tvaru
fl@) =" apN,(z — k).
keZ
Jingmi slovy, mnozina { N, (z — k) }xez tvori bazi prostoru vsech splini adu n.
Dikaz. Dukaz tohoto tvrzeni nalezneme v [13] na strané 56. O

2.1.1 Odvozeni B-splinu druhého radu

Pro konstrukci jedné z waveletovych bazi implementovanych v této praci jsou vyuzity
B-spliny druhého fddu. Odvodme si proto nyni z definice 19 jejich predpis. Za-

chovame znaceni, tedy No(z) = xjo11(). Déle je
00 1

Ni(x) = / No(s)No(x —s)ds = / X(0,11(8)x[0,1)(x — 5) ds = /X[o,l} (r—s)ds =

—00 0

pouzijeme substituci:

r—1 z
U=x—3S:
— = —/X[O,l](u)du: /X[Ol}(“)d“—
s€[0,1] »u€fr,x—1] e a1

du = —ds

z € [0,1] —>/1du—[u]§—x
0

1
z € [1,2] —>/1du:[u]a1:_1:1—(3:—1):2—x.
\ z—1
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Ziskdvame tak predpis B-splinu prvniho tadu, ze kterého ziskame B-spline radu 2:
1 2

Ny(x) = /Nl(s)No(x—s) ds:/sx[gyl](x—s) ds+/(2—s)x[0,1](x—s) ds
(@ 0
1 U=r—s—>Ss=r—u .
(a) =/8X[o,1](fc—8) ds=| se€[0,1]] su€lr,x—1] | = /(x—u)X[m](“) du =
0 u = —ds r—1
K 27 2 2
€ [0,1] —>/(z—u)du: {xu—%}o :$2—%:%
= 1
271 2
z € [1,2] %/(m—u)du:lxu—u—] :...:x—x—,
2], 2
z—1

9 u=r—8s—>2—s=24+u—=x
(b):/2—8X[01 x—S)dSZ 86[1,2]—)U€[$—1,ZE—2] =
1 du = —ds

= /(2 +u — x)X[0,1)(u) du =

T

V)

( z—1

z? 3

€[,2] — (2+u—x)du:...:—?+2x—§
z? 9

r €23 — (2+u—:r)du:...:?—3x—|—§.

Soucet (a) a (b) ndm nyni dé predpis hledaného B-splinu druhého tadu:

(
%2, xE[

0

—2? 43z -3, z €]l
Ny =

2

2 9
T =343, v

2.2 Hermitovy spliny

Definujme nyni Hermituv interpolacni spline. Jedna se opét o po ¢astech poly-
nomialni funkci daného stupné a hladkosti, ktera je vsak predepsand nejen funkénimi

hodnotami, ale také hodnotami derivaci v uzlech.

22



Definice 22. Necht {z;}l'y:a=x9 < 11 < ... < x, = b je rostouci posloupnost
uzltu. 'V kazdém uzlu x; jsou dany hodnoty f(z;) a f'(z;). Kubickym Hermitovgm

interpolacnim splinem s(x) nazveme funkci s nasledujicimi vlastnostmi:
1. s(x) je polynom nejuyse 3. stupné v kazdém intervalu [x; 1, x;], i =1,...,n
2. s(x) € C*([a, b))
3. s(xy) = f(xy), ' (x;) = f'(x),i=0,...,n.

Predepsané interpolacni podminky jednoznacné definuji na kazdém intervalu
[2;_1,x;] kubicky polynom. Tim je existence kubického Hermitova interpola¢niho
polynomu zarucena. Polynomy pro dva sousedni uzly maji ve spolecném uzlu stej-

nou hodnotu funkce i prvni derivace.

2.2.1 Odvozeni Hermitova kubického splinu pro

Skalovou bazi

Pro konstrukci waveletovych bazi podle [8] a podle [4] si nyni zkonstruujme dva
kubické Hermitovy interpolacni spliny s nosicem [—1, 1]. Jejich predpisy jsou jedno-

znacéné urceny z podminek uvedenych v [8] na strané 8:

p1(£1) =0, ph(£1) = 0,
01(0) =1, ©5(0) =1,
©1(0) =0, p2(0) =0,
o, (£1) =0, oa(£1) = 0. (2.6)

Funkce ¢; a @5 budou tedy na intervalech [—1, 0] a [0, 1] polynomy ttetiho stupneé,
obecné dané piedpisy ax®+bx?+cr+d a sx®+tr?uz+v. Z vyse uvedenych podminek

tedy dostdvame na intervalu [—1,0]:

—a+b—c+d=0, 3s =2t +u =0,
d=1, u=1,
c=0, v =0,
3a—2b+c =0, —s+t—u+v=0,
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z ¢ehoz jasné plyne, ze a = —2,b = —3,¢ = 0,d = 1 a pro druhy polynom s = 1,

t=2,u=1v=0,atedy mdme na intervalu [—1, 0]

or(z) = —22% - 322 +1=(z+1)*(1 — 22),

po(z) = 224202+ = x(x + 1)2.

Obdobné pro interval [0, 1] dostavame soustavu

a+b+c+d=0, 3s+ 2t +u =0,
d=1, u=1,
c=0, v =0,
3a+2b+c=0, s+t+u+v=0,

ze které plyne a = 2,06 = -3, c=0,d=1as =1t = —2,u = 1,v = 0, a tedy

funkce @1, pg se na intervalu [0, 1] rovnaji

e1(z) = 22° =32 +1=(1—2)*(1 + 2z),

wo(z) = 2° =22 +x =x(x —1)>

Celkove tedy ziskdavame predpis kubickych Hermitovych splinti uréenych podminka-

mi (2.6) na intervalu [—1,1]:

(x 4+ 1)%(1 — 22), z€[-1,0]
e1(@) =< (1—2)22z+1), =el0,1] (2.7)

0 Jinak

r(x+1)% ze[-1,0]
eo(x) = ¢ z(z—1)2, ze€0,1] (2.8)

0 Jinak.
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~ ~ I I d l h
3 Resena uloha
Pti odvozovéni slabé formulace (viz nize) budeme pottebovat dvé véty z matematické
analyzy: Greenovu (nékdy téz zvanou Gaussovu, nebo jinak, vétu o integrovani per-

partes pro funkce vice proménnych, viz [11]), a Fubiniovu. Uvedme si tedy jejich

znéni. Pouzijeme klasické znaceni pomoci operatoru nabla V, ktery znaci

0 0
V == (8—:&, ceey a—%) y

a Laplaceova operatoru A, pro ktery plati

82

A=V.-V=V= —.
V-V=V e

3.1 Greenova a Fubiniova véta

Véta 23 (Greenova). Pro omezenou oblast 2 s lipschitzovsky spojitou hranici OS2

a pro vsechny funkce u € C1(Q), v € CY(Q) a x € Q plati

ou
/anzvd:c—/muvuldé' / 8%

kde v; je i-ta slozka jednotkového vektoru vneéjsi normaly.

Pro nas piipad budeme pozadovat dokonce u € C%(Q) a do této véty dosadime

misto funkce u jeji parcidlni derivaci g—“ 1 = 1,2. Dva vztahy takto ziskané secteme

a dostaneme

/ Auwvdr = Ou —oudS — / VuVudez,
Q a0 ov

kde £ 8“ ~ je derivace u podle vnéjsi normély. Specidlné pro v € CY(Q) navic plati

/Auvdx: —/Vqudx.
Q Q

Pokud funkce v € Hj (), muzeme ji vyjadrit jako limitu funkef v, z prostoru
C5(9), nebot CJ(2) je husty v HJ(2). A protoze plati lim, o0 [ fv, — [ fo,

muzeme vyuzivat Greenovu vétu i pro nase funkce z H} ().
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Véta 24 (Fubiniova). Necht X a'Y jsou méritelné prostory, a necht jejich soucin
X x Y je také meritelny. Necht x € X ay € Y. Pak pro kaZdou integrovatelnou

funkci f(z,y), tedy funkci, kterd je méritelnd, a pro niz

f(z,y)d(z,y) < oo,

XxXY

plati

T ydy) = /X /Y f(e, y)dydz — /Y /X F(@,y)dady.

Fubiniova véta tedy (pfi splnéni danych ptredpokladu) prevadi dvojny integral

na dvojnasobnou integraci.

3.2 Zadana tuloha, Poissonova rovnice

V této praci budeme pomoci waveletové baze hledat priblizné reseni diferencialni

rovnice druhého radu na uzaviené oblasti €2, konkrétné budeme fesit rovnici
—Au+ au = f.

V pripadé, ze a = 0, se tato rovnice nazyva Poissonova. Pokud navic f = 0, mluvime
o Laplaceové rovnici.

Dirichletova tloha spoc¢iva v nalezeni takového feseni u na oblasti €2, které se
na hranici oblasti 0Q2 rovna predepsané funkci. Pro nas bude touto oblasti ) =
[0,1]* a na hranici 992 bude funkce u(z,y) spliiovat homogenni{ okrajové podminky.
Zaporné znaménko u ¢lenu Au neni nezbytné, ale zajisti nam pohodlnéjsi zapis slabé

formulace (viz nize). Budeme tedy fesit ilohu

_%(l‘,y) - g—;(x,y) +au(z,y) = f(z,y), [z,y]€]l0,1)
u(0,9) = u(l,y) = u(x,0) = u(x,1) = 0. (3.1)

3.3 Slaba formulace, matice tuhosti

K teSeni pouzijeme tzv. Galerkinovu metodu. Ta spoc¢iva ve dvou krocich:

1. prevedeni tlohy na slabou formulaci,
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2. diskretizace spojité ulohy.

Prvni krok provedeme nésledujicimi tipravami:

o2 ap T T ) /v, v € Hy(9)
0%*u 0%*u
| |23+ 53 = G 5ta, Fubiniova vét
/Q<5$2U+ ayQU) +04/QUU va / Greenova véta, Fubiniova véta
ou Oou Ov ou Ou Ov
aﬂvalf Qaﬁfa’f agvﬁV o Oy 0y +a/qu /va
0 0

ouodv  Ouodv
e e i — . 2
/§2(8$8$+3y3y) —l—a/ﬁuv /va (3.2)

Pokud uw € H{(f2) a pro vSechny testovaci funkce v € H} () splauje (3.2), pak
se u nazyva slabym fesenim rovnice (3.1).

V druhém kroku vytvorime posloupnost prostoru Vo C ... CV, C V.1 C ... C
H}(Q), kde prostory V,, jsou konecné dimenze, n € N, pak muzeme u vyjadrit jako

linearni kombinaci bazovych funkei prostoru V,,:

U = Z Cz‘,j%‘(ﬂ?)@j(?/) (3.3)

1,j=1

a jako testovaci funkce v (3.2) pouzijeme opét funkce v = @i (x)¢i(y), k,l € N. Nyni

muzeme rovnici (3.2) prepsat nasledovné:

/ @@—l—%@ +a [ w = /fv
o \ Oz dx Oy dy Q g
0

Z Cijj / ot 6% )@j(y)wz(y}Jrsoi(fff)sok(xza% W) 9aily) |

! - — dy Oy
i —,—/ _ ’ —_———
D G G Dja
+aY o [ e@aewa) = [ fawa)
ni=1 . G:k C?;,Z . ~~
St
a ziskavame tak pii oznaceni ¢ := {¢;;}tijen, G = {Giktiken, D = {Dji}jien

a f:={fri}rien soustavu
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(DG+GE®D)c+a(G®G)e=f, (3.4)
kde ® znaci tenzorovy soucin: pro m X n matici A a p X ¢ matici B vytvori (m - p) X
(n - ¢) matici C, jejiz prvky jsou
Ca,p = Qi jbr,

kde

a=p(i—1)+k,

B=q(i—1)+1

Pro jednozimenzionalni tilohu se matice G' nazyva matice tuhosti a matice D matice
hmotnosti. Vektor f se nazyva v jedno- i dvoudimenziondlni tloze vektorem sily.
Pii implementaci nebyla vytvarena celd matice (D ® G + G ® D) + a(G ® G), ale
prvky tenzorového soucinu byly vytvareny v prubéhu programu z jednorozmeérnych
matic D a G piimo ve chvili, kdy byly potieba, a vyslednou matici (dvojnasobnych

rozméru) tedy nebylo potfeba uchovavat v paméti.

3.4 Existence a jednoznacnost reseni

Uved'me si nyn{ podminky existence a jednoznacénosti fesenf rovnice (3.1).

Oudv  Oudv
a(u,v) _/Q<%8_x+8_y8_y> +oz/guv (3.5)

bilinedrni formu a(u,v) : H}(Q) x H}(2) — R. Tato forma piedstavuje levou stranu

Oznacme

rovnice (3.2). Pro tuto formu plati nésledujici Lax-Milgramovo lemma:

Véta 25 (Lax-Milgramovo lemma). Necht V C H} () a a(u,v) : HY(Q) x H} () —

R je bilinearni forma, pro kterou plati
1. a(u,v) je omezend, tj. a(u,v) < CJull o [|v]; .
2. s(u,v) je symetrickd, tedy a(u,v) = a(v,u) a
3. a(u,v) je koercivni, tedy plati a(u,u) > ¢ ||u||fQ
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Pak pro kazdé f € V' existuje pravé jedno reseni w € V' rovnice

a(u,v) = (f,v).

Dukaz. Dukaz tohoto tvrzeni nalezneme v [12] na strandch 72 — 73.
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4 Implementované baze

4.1 Kvadratické splinové baze

Jako prvni uzijeme k feSeni nasi ulohy waveletovou béazi zalozenou na kvadratickych
B-splinech, jak je uvedena v [3]. Z pohledu numerické stability je idedlni vyuzivat
ortogonalni waveletové baze, jejich nevyhodou je nicméné mald hladkost a pomérné
velky nosi¢. Pti numerickém feseni diferencialnich rovnic pozadujeme naopak wave-
lety s minimélnim nosicem a dostatecnou hladkosti, které maji dobré aproximacni
vlastnosti. Takovymi funkcemi jsou pravé zminéné B-spliny, nebot maji mezi viemi
funkcemi s kompaktnim nosicem minimélni délku nosice vzhledem k pozadované
hladkosti. B. Han a Z. Shen zkonstruovali Rieszovu waveletovou bazi prostoru L?(R)
s m nulovymi momenty, ktera je zalozena na B-splinech fadu m. V tomto piipadé
pouzijeme adaptaci jejich baze na interval [0, 1] navrzenou v [3], kterd zachovava

nulové momenty.

4.1.1 Skalovaci funkce

V kapitole 2.1 jsme odvodili ptedpis B-splinu druhého tadu, ktery nyni bude tvorit

skalovaci funkci. Budeme tedy mit

Obecné pro B-spliny iadu N plati, Ze bazi tvoif 2/ — N+1 vnitinich skdlovacich funkei
a N — 1 funkci na kazdém okraji. V nasem piipadé, tedy pro N = 1, potiebujeme
dvé okrajové funkce, kazdou na jeden kraj. Ty jsou predepsany takto: leva okra-

jova funkce pp(z) je definovana tak, aby byla stejné jako funkce vnitini po ¢astech
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polynom stupné 2 a uvniti svého definiéniho oboru byla t¥idy C*. Jeji piedpis zni:

=322 422, z€(0,1]
pp(r) ={ T 20 +2, z€ll,2]
0 Jinak

a odpovidajici prava okrajova funkce je vuéi ni symetrickd podle bodu 3/2. Uvedené

skéalovaci funkce splnuji zjemnujici rovnici:

o(x) = }lgp(Qx) + 230(21’ —1)+ 290(2:5 —2)+ 330(21’ —3), (4.1)
o) = 505(21) + Sp(2r) + 1p(2x — 1) (4.2

Béze prostoru V; je tedy urcena dilatacemi a posunutimi funkce ¢(x) a doplnénim

na okrajich dilatacemi funkce pp(x). Muzeme ji zapsat jako mnozinu
{SDB<2jI)a 90<2]‘/E)a 90(2]‘/E - 1)a s 7%0(2‘71‘ -2 + 2)7 @B(l - 2]$)} :

Naptiklad pro 57 = 3 je tato baze tvorena Sesti vnitinimi a dvéma okrajovymi funk-
cemi. Jejich graf muzeme vidét na obrazku 2. Plnou ¢arou jsou zobrazeny vnitini

funkce ¢, ¢erchované okrajova ypg.
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Obrazek 2: Osmiprvkova baze prostoru V3
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4.1.2 Waveletové funkce

Posununti funkce ¢(z) tvoif Rieszovu bazi prostoru Vy C L*(R). Kvadratické spli-
nové waveletové funkce jsou pak obvykle dany konec¢nou linearni kombinaci téchto
posunuti. Urcit tuto kombinaci tak, abychom ziskali Rieszovu bazi, zachovali kom-
paktni nosi¢ a pocet nulovych momenti, neni snadné ani jednoznacné. Panové
B. Han a Z. Shen odvodili predpis waveletové funkce (viz [6]), kterd je urCena

nasledujici rovnici:

() = —igp@x) + 2@(233 -1) - 230(23: —2)+ ;190(235 —3). (4.3)

Jeji graf je na obrdzku 3. Abychom ale ziskali bazi prostoru L%([0, 1]), je tieba
jesté zkonstruovat vhodnou okrajovou funkci. Ta je sestavena tak, aby byla tvorena
linearni kombinaci funkei skalovacich a spliovala homogenni Dirichletovy okrajové
podminky. Navic bude mit tii nulové momenty a nosic¢ [0,5/2]. Tento okrajovy wa-
velet je dan rovnici

5 47 13

VYp(r) = —5803(230) + ESO(QIL’) - Z@(% — 1) + (22 - 2). (4.4)

Uvedena rovnice predepisuje pravou okrajovou funkci. Leva okrajova funkce k ni

bude opét symetricka podle stiedu nosice.

o0s T T T T T 25

-5
o

I L L I I
0s 1 15 2 25 3

Obrazek 3: Vnitini a okrajovy wavelet zalozeny na kvadratickych B-splinech
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4.2 Kubické Hermitovy spliny

V této kapitole pouzijeme waveletovou béazi tvorenou kubickymi Hermitovymi spliny
podle [8] (tedy spliny, jenz jsou polynomy stupné 3). Wavelety budou mit nosi¢
[—1,1] a budou tifdy C'. Navic vSak pouZijeme multiwaveletovou bazi, kterd je ge-
nerovana ne jednim, ale dvéma wavelety, jejich dilatacemi a posuny. Pii konstrukei
multiwaveleti mame vétsi volnost pro kombinovani vlastnosti, a proto muzeme ve
vysledku dosahnout lepsich vlastnosti, nez u jednoduchého waveletu. Pozadovany je
predevsim kratky nosic, pak také ortogonalita ¢i dostateény fad aproximace. Kon-
struované wavelety z ruznych trovni budou ortogonalni vzhledem ke skalarnimu
soucinu s derivacemi skdlovacich funkci (', ¢")2r) spiSe nez k (¢, ) 2. Tento
pozadavek ortogonality je pro priblizné teseni diferencialnich rovnic vhodnéjsi, ne-

bot vede k dobfe podminéné bazi.

4.2.1 Skalova a waveletova baze

Necht H'([0,1]) je Sobolevuv prostor podle definice 4. Necht Hj([0,1]) je uzéaver
mnoziny

{u € C([0,1]) N C*((0,1)): u(0) = u(1) = 0}

v prostoru H'([0,1]). Pro 5 > 0 bud V; prostor vSech kubickych splinu v s uzly
v bodech /27 kde s = 0,...,2/"" pro néz v € H}([0,1]). Dimenze V; je 2712,
Panové R. Q. Jia a S. T. Liu pouzili pro odvozeni béze prostoru V; kubické

Hermitovy spliny ¢ a @g, které jsme si odvodili v kapitole 2.2.1, s pfedpisem

(x 4+ 1)%(1 — 22), z€[-1,0]
pr(r) =< (1—2)?(2z+1), x<€]0,1]
0 Jinak

$<£L’—|—1)2, S [_170]
pa(r) = x(z—1)2, z€]0,1]
0 Jinak.

Jejich grafy muzeme vidét na obrazku 4.
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Obrazek 4: Skalovaci funkce — kubické Hermitovy spliny

Tyto funkce jsou ziejmé polynomy stupné nejvyse 3 a patif do tiidy C'. Navic

pro né plati (tak byly definovany, viz [4], s. 8)

01(0) =1, ¢1(0)=0, ¢2(0)=0, ¢(0)=1, (4.5)

a tedy pro funkci f € C! je
u=> ferlw=5)+ Y f(Gpa(x — )
jez jez

Hermitovskd interpolace f na Z, tedy u(j) = f(j) a'(j) = f'(j) pro vSechna j € Z.
Oznacme nyni ® := (1, )7 vektor, jehoz slozkami jsou piedepsané funkce ¢,
a @y. Z predpisu (2.7), (2.8) téchto funkei a z jejich vlastnosti (4.5) plyne nésledujici

zjemnujici rovnice (podrobnosti viz [7]):

Ox)= Y ak)®2z—Fk), zER,

k=—1
kde
1 3 1 0 1 _3
a(_l) = g : ) CL(O) = ) a(l) = ? !
1 _1 0 1 1 _1
8 8 2 8 8
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Lze snadno nahlédnout, ze mnozina

;= {1 (P —k),k=1,...,27" =1} U {22z — k)| (01), k= 0,...,27 T}

(4.6)
tvori bazi prostoru V. Prvky mnoziny ®; oznacme jako vi,vg, ..., vgj+2.
Nyni budeme hledat takovy prostor W;, aby platilo
Vi =V, & Wy, (4.7)

respektive hleddme takové dvé funkce 11,19, které tento prostor W; generuji. V [§]

byla navrzena konstrukce waveletu, které navic pro vsechna k € Z splnuji

(W1 (x), @iz = k) = (o), g1 (z — k) = 0,
(01 (@), ph(x — k) = (Ua(x), Pz — k)) = 0.

Tyto pozadavky splinuje vice funkci, pozadujeme-li ale navic, aby byla ¢, sy-

(4.8)

metricka a 1y antisymetrickd, pak jsou uz 1, a ¥ jednoznacéné definované, a to

rovnicemi

Yr(x) = =201(2x + 1) — 21 (22 + 1) + 41 (22) — 201 (22 — 1) + 21po (22 — 1)

Pa(x) = 0122 + 1) + 992 (22 + 1) + 12p9(22) — p1(22 — 1) 4+ 92 (22 — 1).

Nosi¢ téchto funkei je stejny jako nosi¢ funkei skdlovacich, tedy [—1, 1]. Funkce jsou
zobrazeny na obréazku 5.

Mnozina waveletovych funkci

U= {1 (P e — k), k=1,...,27" = 13U {272 — k)| 01), k= 0,...,277"}
(4.9)
pak tvoif bdzi prostoru W;. Dimenze W; je 2972, Viimnéme si, ze oproti bézi kvad-
ratickych splinu neni potfeba konstruovat okrajové funkce. Podle (4.9) staci restrin-
govat funkce 19 na interval [0, 1]. Ve skute¢nosti dokonce pouzijeme restrikci pouze

na dvé funkce a to ¥y(271 1) a ¥y (27 x — 2971, To velmi usnadiiuje implementaci.
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Obrazek 5: Waveletové funkce z kubickych Hermitovych splintu

4.3 Kubické Hermitovy spliny podruhé

Pouzijme nyni jiz definované skalovaci baze kubickych Hermitovych splint pro kon-
strukei waveletu podle T. J. Dijkemy a R. Stevensona (viz [4]). Na rozdil od predchozi
kapitoly bude waveletova baze obsahovat ne dva, ale ¢tytfi ,materské wavelety“.
Zkonstruovana baze bude mit sice vétsi ¢islo podminénosti, ale toto ¢islo bude stale
pomérné malé a omezené nezavisle na velikosti ulohy. Vyhodou této baze je, ze
pro diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty, kterou pomoci ni fesime, budou

prislusné matice hmotnosti a tuhosti velmi ridké.

4.3.1 Podminky pro Rieszovu bazi

Nez budeme konstruovat wavelety, které budou generovat bézi Sobolevova prostoru
H}([0,1]), resp. L?([0,1]), uvedme si vétu, kterd udava podminky, za jakych kon-

struovana baze bude bézi Rieszovou. Tato véta byla Cerpana z [4], str. 5-6.

Véta 26 (O biortogondlnim rozkladu prostoru). Necht
VocVic...cL¥[0,1]) a VocVic...cL*[0,1])
jsou dvé posloupnosti primdrnich a dudlnich prostoru koneéné dimenze, pro které
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plati

<ﬁ3’vj>L2 0,1
inf  sup — 0.1 > 1.
0#£7;€V; 0, €V ||Uj||L2([o,1D ||Uj||L2([o,1})

Navic, necht pro 0 < < d je

inf {lv —vjll2 o S 270|| gago,1yy, v € HY([0,1]),

ViV

villerso,) S 2°|vjll 2o, vi € Vi, s € 10,7),

kde pro s € [0,d] je H*([0,1]) = [L*([0,1]), H%([0, 1])]s/a- Necht obdobné vztahy plati

i pro dudlni bazi s oznacenim ‘7]-, 67,7, f]s([O, 1]). Pak pro ®q, bazi prostoru Vg, pro

~ | _
V;, stejnomeérnou Rieszovu bdzi prostoru Wy := Vi1 NV, BRI g pro s € (—7,7)
Je
oU 27,
J€Ng

Rieszova baze prostoru H*([0,1]), kde H*([0,1]) := (H*([0,1]))" pro s < 0.

Pro primdrn{ rozklad prostoru L?([0, 1]) vyuZijeme jiz v minulé kapitole zminénou

bazi kubickych Hermitovych splinu
D ={p (2 —k),k=1,..., 27" =1} U {22 — k)| 01), k= 0,...,27""}
tvofenou funkcemi ¢, a o predepsané rovnicemi (2.7) a (2.8). Je tedy

Do = {122 — 1), 2(22)| 0,1y, P2(22 — 1), p2(22 — 2) (0,1 }-

Wavelety budou konstruovany tak, aby spolu s funkcemi ¢, a s spliovaly predpo-

klady véty 26, a tedy waveletova baze bude tvorit Rieszovu bézi prostoru L*([0, 1]).

4.3.2 Waveletova baze

Jak jiz bylo zminéno, zkonstruujeme z danych skalovacich funkci ¢tyti wavelety. Ty
budou na intervalech [k, k+1], k € 37, po ¢astech polynomy tfetiho stupné tiidy C*.

Cilem konstrukce je ale predevsim vytvorit takové wavelety, pro néz budou matice
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tuhosti a hmotnosti fidké, tedy aby pro vSechna kq, ks € 2Z aiq, io = 1,...,4 platilo

[ = ke k) o =0, vz Ly~ gl > 1,

| | (4.10)
/1/)7;1 (2]133 — k1)¢i2 (2”!13 — ]{?2) dr = O, kdyi |j1 — ]2| > 1.

Tabulka 1: Tabulka waveletovych koeficientu

k -3 -2 -1 0 1 2 3
HO) _ _ _ . 2 4 _2
(1k) 15 15 15
by - - - - —1 0 1
(k) 7 7
a % - - - 39 0 39
44
by - - - - 1 3 1
a® 4595 7 18737 | _ 18737 7 4595
3 13728 65 68640 68640 65 13728
pk) 68741 69 204701 (5 204701 69 68741
3 22880 40 22880 22880 10 22880
alk) 417 7 5443 0 _ 5443 7 417
4 22880 2340 205920 205920 2340 22880
plk) 723 1 8153 1 8153 1 723
4 4576 8 13728 2 13728 8 4576

3 3
Pi(z) =Y al o (20— k) + D 022 — k),
k=1 k=1
3 3
o) =Y o120 — k) + ) b5 o (20 — k).

k=1 k=1
Tyto funkce maji nosic [0, 2], a tim, ze jsou ortogondlni k polynomum ttetiho stupné
na intervalu [0,2], a ze funkce 1 je sudé a 15 lichd, jsou az na ndsobek konstantou
jednoznacné urceny. Koeficienty al ,b(’C a2 ,bgk) nalezneme v tabulce 1. Funkce v
a 1) jsou zobrazeny na obrazku 6.

Dalsi dva wavelety jsou ur¢eny pomoci

3 3
= Z aP (20 — k) + Z b oo (22 — k).

k=-3 k=-3
Jejich nosicem je interval [—2,2]. AZ na ndsobek konstantou jsou tyto funkce urceny

pozadavkem ortogonality na kubické polynomy na intervalech [-2,0] a [0,2], pod-
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Obrazek 6: ¢ a 1y — dvé waveletové funkce podle [4]

minkou, aby 3 byla suda a 1, licha, a navic, aby tvorily fidkou matici hmotn-
sti, jsou tyto funkce ortogondlni k ¢1(x — k) a is(x — k) pro k € 27Z. Koefici-
enty agk), bgk), aflk), bik) jsou rovnéz uvedeny v tabulce 1. Grafy téchto funkei jsou na

obréazcich 7 a 8.

18 T T

1R

04a

Obrazek 7: 15 — tieti waveletovéa funkce podle [4]
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Obrazek 8: ¢y — ¢tvrta waveletovd funkce podle [4]

Z téchto ctyi waveletovych funkei vytvoiime béazi ¥, prostoru W, nasledovné:

U, = {2 e — k)i e {1,2},k € {0,2,4,...,2i —2}} U

U {¢3(2j+1x—]€) ke {2, 47 cel 2j+1_2}} U {w4(2j+1]}—/€)|[071} ke {O, 2, 47 o 2j+1}}'

Pocet prvku této mnoziny je shodny s dimenz{ prostoru Wj, to je 2712,
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5 Waveletova transformace a im-

plementace

Uloha predstavena v kapitole 3 byla nejdiive pomoci transformace prevedenda do
prostoru waveletovych funkci, poté fesena pomoci metody sdruzenych gradientu
a TeSeni na zaver prevedeno zpét do skalové baze. Cely tento postup si nyni blize

popiseme.

5.1 Popis waveletové tarnsformace

V této kapitole popiseme, jak funguje waveletova transformace, kterou budeme
vyuzivat pii implementaci bazi. V predchozich kapitolach jsme zkonstruovali po-
sloupnost vektorovych prostori {V;}7_, které tvori multirozklad prostoru, ve kterém
hleddme piiblizné feSeni rovnice (3.1). Prvky béze prostoru V; oznacme ¢y, ¢o, ...
Nejdiive vytvorime matice G a D z (3.4), kde G je matice integrélu ze sou¢inu
skalovacich funkei a D ze soucinu jejich derivaci. V nasich aplikacich jsou tyto ma-
tice zpravidla pasové, nebot bazové funkce maji kratky nosi¢ a nenulovy prinik
nosi¢u ma vzdy jen nékolik sousednich funkeci. Tyto matice mohou mit nasledujici

strukturu:

Tabulka 2: Mozné struktura matice tuhosti

Joipi |01 w2 03 @i @5 @5 o1 ps
V1 d e £ 0 0 0 0 0
V2 e a b ¢ 0 0 0 O
V3 f b a b ¢ 0 0 O
V4 0O ¢ b a b ¢ 0 0
s 0 0 ¢ b a b ¢ 0
Ve 0 0 0 ¢ b a b f
o7 0O 0 0 0 ¢ b a e
Vg o 0 o0 0 0 f e d

Vlastnosti tenzorovéhou sou¢inu ndm umoznuji nejprve transformovat tyto jed-
nodimenzionalni matice, a pak teprve vytvaret jejich tenzorovy soucin podle (3.1).

Nésledné tedy provedeme waveletovou transformaci. Ta spoc¢iva v pirevedeni prostoru
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V; na direktni soucet dvou prostoru V;_; a W,_;. Pomoci skdlovacich a waveletovych
rovnic, jak jsme je uvedli v predchozich kapitolach, prevedeme skalovou bazi pro-
storu V; na bézi prostoru V;_; s poloviéni dimenzi a doplnime ji o waveletové funkce,
které tvoii bazi prostoru W;_;.

Prakticky spociva transformace v prenasobeni matic matici transformacni, kte-
rou tvoii z pulky koeficienty skalové zjemnujici rovnice a z druhé pulky koeficienty
rovnice waveletové. Napiiklad pro bazi kvadratickych B-splinu, konstruovanou v ka-
pitole 4.1, vychazime ze zjemnujicich rovnic (4.1), (4.2), (4.3) a (4.4) a transformacni

matice vypada nasledovneé:

/2 0 0 ... ... 0 =5/2 0 0 ... .. 0
3/4 1/4 0 Doo47/12 —1/4
1/4 3/4 0 —13/4  3/4
0 3/4 1/4 1 —3/4 —1/4
1/4 3/4 . 0 0 1/4 3/4 . 0
0 1/4 1/4 0 : 0 —3/4 —1/4 0
1/4 3/4 0 L1/ 3/4 1
0 3/4 1/4 0 —3/4 —13/4
1/4 3/4 : 1/4  47/12
0 ... 0 1/2 .0 =52

Transformacni matice je velikosti n x n, kde n je pocet prvku skalové baze.
Transformaci provedeme na sloupce i radky matic a také na vektor pravé strany.
Oznacime-li S matici tuhosti (popf. hmotnosti) ve skélové bazi a T' transformacni

matici, pak matici S upravime nasledujicimi operacemi:

TTSe

TTST T ¢

T \:_/
2 u

Syu

Tuto transformaci pak pouzijeme znovu na skalovaci funkce z prostoru V;_;, tedy
na levou a horni polovinu matice Sy a pokrac¢ujeme dale (levou a horni ¢tvrtinou

a dale obdobné), dokud nedostaneme baze prostoru Vy a Wy. Multiskédlova baze po
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takto provedené transformaci je schematicky znazornéna na obrazku 9.

( )

v, W, .. W,

\ /

Obrazek 9: Znazornéni waveletové transformace na 1D matici

Nésledné vytvorime dvoudimenzionalni matici soustavy pomoci tenzorového sou-
¢inu jiz transformovanych matic tuhosti a hmotnosti podle rovnice (3.4). Ve dvoudi-
menziondlni tloze je vektor pravé strany reprezentovan matici, a transformace se na
néj pouzije stejné jako na matice v 1D. Takto ziskanou soustavu budeme nasledné

resit pomoci metody sdruzenych gradientu.

5.2 Implementace

Vypocet vektoru (resp. matice) pravé strany — tedy integrélu z funkce pravé strany
diferencialni rovnice prenasobené skalovacimi funkcemi, byl proveden v programu
MATLAB R2013b. Pro vypocet dvojného integralu byla pouzita funkce integral2,
ktera k vypoctu integralu vyuziva adaptivnich kvadraturnich pravidel. Vysledky
byly poté exportovany do textového souboru a prevedeny do programu C++, ve
kterém probihala waveletova transformace a zaroven samotné feseni soustavy. Trans-
formace se realizovala prenasobovanim tzv. skalovymi a waveletovymi filtry, tedy jen
nenulovymi ¢astmi sloupcu transformaéni matice, diky ¢emuz nebyl program tolik
pamétoveé ndrocny. Vyuzivali jsme pii tom toho, Ze zndme strukturu transformacéni
matice a vyhnuli jsme se tak velkému mnozstvi nasobeni nulovymi prvky. V trans-
formacni matici se navic, az na okraje, filtry pravidelné opakuji, a tedy neni potieba
matici uchovavat celou, ale pouze komprimovanou, jako konstantni pocet informaci,
bez ohledu na troven béaze. Transformace byla v programu C++ paralelizovana
na pevny pocet vldken, obvykle pro ¢tyii vlidkna, nebot program byl spoustén na
serveru parallel 1, ktery ma ctyti jadra.

Soustava byla poté feSend pomoci metody sdruzenych gradientu s diagonalnim
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predpodminénim. Diagondlnim predpodminénim je mysleno, ze prvky vsech radku
a sloupcu byly prenasobeny prevracenou hodnotou odmocniny prislusného prvku
na diagonale. Pocatecni iteraci byl vzdy nulovy vektor a ukoncovacim kritériem
podminka, ze

lrall < 207%[|ro]],

kde ||7,|| je I? norma rezidua v n-tém kroku metody. Vysledny vektor feseni vy-
pocteny metodou sdruzenych gradientu byl opét transformovan do skalové baze,
exportovan do MATLABu a vyuzit k vizualizaci pfiblizného feSeni.

Ze zminénych programi byla ¢ast implementovana M. Simtnkovou, kterd se
tématem také zabyva. Konkrétné implementovala program na zpracovani vstupnich
souboru, které obsahovaly informace o pouzitych waveletech a urovni baze, pak
také metodu sdruzenych gradientu a paralelizaci transformace matic do waveletové
a zpét do skalové baze. V priloze prace jsou uvedeny vsechny hlavickové soubory,

a ze zdrojovych souboru ty ¢asti, které implementovala autorka této prace.

5.3 Konkrétni pravé strany

Jak jiz bylo predeslano, pomoci waveletové transformace jsme rtesili diferencialni
rovnici

—Au+ au = f.

Programy byly testovany na rovnice, u kterych zname ptresné reSeni, abychom mohli

zkontrolovat spravnost vysledku. Zvolili jsme dvé ruzné funkce u splnujici
u(0,y) = u(l,y) = u(z,0) = u(z,1) = 0,

jak je pozadovéno ve slabé formulaci tlohy (3.1). Prvni funkei spliujici tyto podminky
byla
u=zy(x—1)(y-1),

pro niz zikdvame pravou stranu

f=ary@-1)(y—1)-2@@-1)+y(y—1)).
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Protoze je tato funkce polynomem druhého stupné v kazdé proménné, tedy je v pro-
storu V4 vSech zminénych bazi, méla by chyba aproximace pti pouziti libovolné
zminéné baze (kvadratickych i kubickych polynomu) byt nulové.

Druhou zvolenou funkei byla funkce
u = sin(mx) sin(my),
pro niz je pak v rovnici —Au + au = f prava strana rovna
f=(c+27%) sin(mx)sin(ry).

Tuto funkci u si muzeme prohlédnout na obrazku 10.
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Obrazek 10: Funkce sin(m x) sin(my)

5.4 Obdrzené vysledky

Baze, jejichz konstrukce jsme si ptiblizili v kapitole 4, jsme pouzili pro ptiblizné
feSeni vyse uvedenych diferencidlnich rovnic, a to na ruznych trovnich. Vysledky
jsou zaznamenany v tabulkach nize. Prvni sloupec vzdy znaci pocet tirovni rozkladu,
pricemz béaze v jedné dimenzi ma potom 2" prvku. Prava strana ve dvou dimenzich
(prendsobend skélovacimi funkcemi a integrovand) ma tedy 2" x 2" prvku. Pocet

vsech prvku matice pravé strany je uveden ve druhém sloupci tabulky. U vypoctu
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jsme sledovali predevsim pocet iteraci metody sdruzenych gradientu pii feseni sou-
stavy a chybu aproximovaného feseni v L? normé, které jsou uvedeny ve tietim

a ctvrtém sloupci tabulky. Dale pak uveden ¢as vypoctu a celkovy soucet casu préace

vSech vldken.
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Prvni pouzita baze byla zalozena na kvadratickych splinech (viz kap. 4.1). Podle
poctu cykli metody sdruzenych gradientu, stejné jako podle ¢asu vypoctu, ktery se
k poctu cyklu bezprostiedné véaze, je zfejmé, ze konvergence reseni neni pti pouziti
této baze prilis rychld (vidime z tabulek 3 a 4). Naopak vyhodou je snadnd im-
plementace, nebot skdlova i waveletova béaze jsou tvoiené vidy jen jednou vnitini

funkci a dvéma okrajovymi.

Tabulka 3: Kvadratickd baze, polynomialni prava strana

’ n H # prvku PS \ # cyklu \ chyba aproximace \ ¢as behu \ > casu ‘
3 64 9 421071 0.010 s 0.005 s
4 256 41 1.1x10~ 1 0.026 s 0.014 s
5 1024 80 9.5 % 10712 0.105 s 0.083 s
6 4 096 127 5.2 % 10712 0.426 s 0.957 s
7 16 384 189 3.9 % 10712 2.421 s 7.314 s
8 65 536 279 1.4%10712 13.736 s 46.221 s
9 262 144 413 1.4%10712 | 1m 20.048 s | 4 m 40.222 s

Tabulka 4: Kvadraticka baze, goniometricka prava strana

’ n H # prvku PS \ # cyklu \ chyba aproximace \ ¢as béhu \ > casu ‘
3 64 9 2.6 %104 0.010 s 0.007 s
4 256 42 3.1%107° 0.027 s 0.016 s
5 1024 80 3.9%10°¢ 0.108 s 0.080 s
6 4 096 125 4.8 %1077 0.434 s 0.951 s
7 16 384 186 6.0 % 1078 2.388 s 7213 s
8 65 536 276 7.8% 107 13.529 s 45.725 s
9 262 144 408 1.3%107% | 1 m 18.758 s | 4 m 36.586 s
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Druhd pouzitd baze byla zalozena na hermitovych kubickych splinech podle ka-
pitoly 4.2. Waveletovou bazi tvori dvé funkce, na okrajich je vyuzita restrikce jedné
7e pouziti této baze bylo nejvodnéjsi, nebot pocet iteraci, a tedy i doba vypoctu, je
oproti kvadratické i druhé kubické bazi témeér polovicni. Ziskané vysledky pro pro

obé volené pravé strany najdeme v tabulkach 5 a 6.

Tabulka 5: Baze podle Jia a Liu, polynomialni prava strana

’ n H # prvku PS \ # cykla \ chyba aproximace \ ¢as béhu \ > casu ‘
3 64 9 5.5 %1071 0.008 s 0.002 s
4 256 27 1.4 %1071 0.018 s 0.010 s
5 1 024 47 4.0%107'2 | 0.067 s 0.051 s
6 4 096 71 3.3%x10712 | 0.258 s 0.576 s
7 16 384 105 2.4 %1012 1.419 s 4.184 s
8 65 536 154 1.8% 10712 7.792 s 26.079 s
9 262 144 226 1.2%10712 | 44.564 s | 2 m 35.818 s

Tabulka 6: Baze podle Jia a Liu, goniometrickd prava strana

’ n H # prvku PS \ # cyklu \ chyba aproximace \ ¢as béhu \ > casu ‘
3 64 9 42%107* | 0.007 s 0.004 s
4 256 27 29%107° | 0.017 s 0.010 s
5 1024 46 1.9%x107% | 0.060 s 0.055 s
6 4 096 70 1.2%1077 | 0.266 s 0.558 s
7 16 384 104 7.5%107° 1.444 s 4.171 s
8 65 536 152 4.7 % 10710 7.760 s 25.744 s
9 262 144 222 3.3%107" | 44.189 s | 2 m 32.865 s
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Treti testovand baze byla konstruovand pany Dijkemou a Stevensonem, jak je
uvedeno v kapitole 4.3. Pocet iteraci metody sdruzenych gradientu je vétsi, nez
v pripadé kubickych waveletu Jia a Liu, coz poukazuje na horsi podminénost matice
reSené soustavy. Chyba aproximace je vSak stejnd. Obdrzené hodnoty jsou uvedeny

v tabulkich 7 a 8.

Tabulka 7: Baze podle Dijkemy a Stevensona, polynomidlni prava strana

’ n H # prvku PS \ # cyklu \ chyba aproximace ¢as behu \ > casu ‘
3 64 9 8.7x10713 0.008 s 0.003 s
4 256 38 1.5+ 101 0.023 s 0.013 s
5) 1024 75 6.8 x 10712 0.101 s 0.077 s
6 4 096 122 4.4 % 10712 0.433 s 0.952 s
7 16 384 187 2.2 % 10712 2.414 s 7.385 s
8 65 536 280 1.1x10712 13.979 s 47121 s
9 262 144 411 75%1071 | 1 m 20.020 s | 4 m 41.804 s

Tabulka 8: Baze podle Dijkemy a Stevensona, goniometrickd prava strana

’ n H # prvku PS \ # cyklu \ chyba aproximace \ ¢as béhu \ > casu ‘
3 64 9 421074 0.008 s 0.004 s
4 256 37 2.9 %1075 0.023 s 0.012 s
5 1024 76 1.9%10°¢ 0.100 s 0.078 s
6 4 096 123 1.2% 1077 0.437 s 0.961 s
7 16 384 190 7.5%107° 2.445 s 7.514 s
8 65 536 282 4.7 % 10710 14.135 s 47.546 s
9 262 144 417 31107 | 1 m 21.668s | 4 m 45.622 s

Chyba aproximace klesa pro bazi tvorenou kvadratickymi B-spliny priblizné s ko-
eficientem 8, pro béaze zalozené na kubickych Hermitovych splinech s koeficientem

16. To vsak muzeme pozorovat pouze na tiloze s goniometrickou pravou stranou,

.....

n = 3), se méni jiz jen zaokrouhlovacimi chybami.
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6 Zaveér

V této praci jsme se seznamili s vybranymi waveletovymi bazemi a jejich zakladnimi
vlastnostmi a vyuzili jsme je pro konstrukci bz na ¢tvercové oblasti [0, 1], Pomoci
zkonstruovanych bazi jsme priblizné tesili parcidlni diferencidlni rovnici druhého
radu s konstantnimi koeficienty. Baze zalozena na kvadratickych splinech byla ge-
nerovana pouze jednou skalovaci funkci a doplnéna dvéma funkcemi okrajovymi.
Implementace tak byla snazsi nez v ptipadé jinych bazi, nicméné priblizné reseni
ziskané pomoci této baze konvergovalo pomaleji k presnému reSeni.

Druhé baze konstruovana pomoci kubickych Hermitovych splint vedla k presné-
mu feseni vyrazné rychleji, a to diky jeji vyssi polynomidlni ptesnosti. Jeji vyhoda
spocivala také v tom, ze jiz nebylo potieba konstruovat okrajovou funkci. Postacily
restrikce jedné z téchto dvou funkci. Derivace zkonstruovanych waveletu jsou orto-
gonalni k derivacim skalovych funkci, coz vedlo k 1épe podminéné bazi.

Treti waveletova baze byla taktéz konstruovana z kubickych Hermitovych splinu.
Byly ale vytvoreny ¢tyti waveletové funkce namisto dvou a jejich vlastnosti vyrazné
snizily pocet nenulovych prvki matice tuhosti. Toto zlepseni se ovsem tyka pouze
diferencialnich rovnic druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Nevyhodou pak byla
slozitéjsi implementace a vétsi pocet iteraci metody sdruzenych gradientu.

Déle se bude pokracovat ve vypoctu cisla podminénosti matice soustavy a v zo-

becnéni do vyssich dimenzi. To vSak jiz neni soucasti této prace.
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