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Trocha historie uivodem

Chceme-li se naucit néjakou ¢ast matematiky a chceme-li porozumét jejimu vy-
voji, musime se alespon kratce sezndmit s tim, jak vznikly jeji jednotlivé zakladni
pojmy a jaka byla jejich role jesté pred tim, nez nabyly zasadniho vyznamu. N&-
sledujici fadky popisuji ,,prehistorii“ trigonometrickych fad a maji spiSe intuitivni
a motivacni charakter.

Zacneme jednoduchym pozorovanim. Ztotoznime-li ziejmym zptsobem tfirozmérny euk-
leidovsky prostor R3 s prostorem trojic realnych ¢isel, je kazdy jeho prvek popsan linearni
kombinaci vektori e; = (1,0,0), e = (0,1,0), e3 = (0,0,1). Napt. v = (1,3,-2) je
linearni kombinaci

’U:].'€1—|—3'€2—2'63.

Pokud bychom zvolili jinou bazi, mohl by byt vypocet koeficientii pracnéjsi. V tomto pii-
padé jsou to, jak snadno nahlédneme, skalarni souciny (v, ey) pro k = 1,2, 3. ZvIast jed-
noduché situace nastava v pripadé, ze prvky baze jsou vzajemné ortogonalni.

Co se stane, budeme-li pracovat s prostorem nekonec¢né dimenze ? Snadno si rozmyslime,
Ze pak patrné nevystacime s kone¢nymi linedrnimi kombinacemi a ze budeme muset sdhnout
k praci s fadami. Z historického pohledu jde o pomérné stary problém, ve kterém byl
prislusny nekonec¢nérozmeérny prostor prostorem funkci. Linedrné nezavislymi prvky byly
periodické funkce.

Velmi zndmé a ¢asto zminovand prace [31] J. B. FOURIERA (1768 —1830) rozhodné neni
prvnim pramenem, ve kterém se objevila vyjadreni funkci pomoci souc¢tt trigonometrickych
fad. Takovych vyjadieni pro jednoduché funkce bylo znamo jiz nékolik desitek. K jejich
odvozeni byly uzivany riizné, ¢asto ponékud komplikované metody, pro které bylo inspiraci
analogické zachazeni s mocninnymi fadami. Takto nalezené vysledky souvisely zpravidla
s aplikacemi matematiky ve fyzice, jako napt. pfi zkoumani chvéni strun.

Velmi zhruba fec¢eno, budeme se zabyvat fadami funkci a jejich konvergenci. Nas vyklad
presto zacneme v dobé, kdy se o konvergenci prilis nedbalo a kdy se o ni ani mnoho nevédélo.
Tak napf. L. EULER (1707-1783) v jedné ze svych praci postupoval takto: Do znamého
vzorce pro soucet geometrické rady

1
k
= — <1 1
S= <1, (1)

k=0

o0

dosadil za z vyraz e = cost + isint, t € (0,2n). Po tpravé porovnanim realnych casti
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obdrzel rovnost

1 1 int
Zcoskt—i—iZsinkt: — :i—HL (2)

(1 —cost) —isint 2 —2cost

a porovnanim a upravou realnych ¢asti vyrazi na obou stranach této rovnosti dostal vztah

G 1
ZCOSkt:_i' (3)
k=1

Ctenai jisté tusi, Ze dosazeni e' za z rozhodné neni korektni, nebot |ei| = 1, zatimco
vzorec (1) plati jen pro | z| < 1. Skutecné, snadno se presvédéime, ze prvni fada na levé
strané (2) diverguje pro vSechna t € R. To lze ukdzat napt. takto: Budeme pfedpokladat,
Ze je splnéna v bodé ¢t nutnd podminka pro konvergenci rady limy_., cos kt = 0. Potom je
také limy_ . cos? kt = 0 a snadno zjistime, Ze pro k — oo odtud plyne jednak

1 — cos 2kt

sinkt =1 —cos’kt — 1, a zarovenn sin’kt = 5

N —

Nalezeny spor ukazuje, Ze fada (3) nekonverguje pro Zdadné t € R.
Pokud vsak budeme bezstarostné integrovat rovnici (3) ,¢len po ¢lenu®, dostaneme

rovnost

o0

kt t
ZSIH :___'_017

k=1

a z ni dosazenim t = 7/2 obdrzime pomoci vzorce pro soucet Leibnizovy fady C; = 7/2.
Dostaneme tak rovnost

T—1 . sin2t sin3t
=sint + 3

(4)

Tu nachazime v Eulerové Diferencidlnim poctu z r. 1755 (viz [25]), psal o ni vSak jiz
o rok diive v dopise CH GOLDBACHOVI (1690—1764). Ptvodni Eulerovo odvozeni bylo
u D. BErRNOULLI (1700 - 1782) v pracmh souvisejicich s kmitanim strun z let 1771 -1773.
Bernoulli mj. patrné jako prvni poukdzal na to, Ze (4) plati pro t € (0,27). Postupoval
dokonce i déle: nasobenim kazdé strany rovnosti (—1) a dalsi integraci ,¢len po ¢lenu®
odvodil vztah

—~coskt t* wt

21 3 & (5)

k=1
Dosazenim dvou hodnot ¢ = /2 a t = m dostal rovnice

1 1 1 37r 1 1 2
T T _C Qe =T
1716 36 6 + + 2

z nichz druhou délil 4 a porovnal obé pravé strany. Tak obdrzel rovnici



ze které plyne Cy = —7?/6. Dosadime-li nyni do (5) za Cy nalezenou hodnotu a poloZime
t = 0, ziskdme sprdvny vysledek 1)

2

=1 T
d o= (6)
k:1k2 6

Povsimnéme si jesté vzorci pro vypocet koeficientd v rozvoji funkce v trigonomet-
rickou fadu. Ani ty se neobjevily ve Fourierové praci, k niz se jesté nékolikrat vratime,
poprvé. Nyni si jen strucné pripomeneme sled, ve kterém nabyly postupné dulezité role.
Cesta k integralnim vzorcim pro koeficienty fad byla v zasadé dvoji: vyplynuly jednak
limitnim pfechodem z interpolacnich vzorcii pri cesté od pribliznych vyjadieni k pies-
nym hodnotdm (zde vyvoj ovlivnili zejména J. L. LAGRANGE (1736—1813) a A. CLAIRAUT
(1713-1765)), jednak piimou cestou integrace fady ¢len po ¢lenu. Tuto druhou cestu sledo-
vali J. D’ALEMBERT (1717—-1783) a Euler. D’Alembert dospél k takovym vyjadienim pii
studiu rozvoju funkei (1 — cosnt)~® r. 1754. Ve stejném roce Clairaut dospél k predstave,
ze ,libovolna®“ funkce f, dokonce i takova, kterou nelze vyjadrit algebraicky, se da rozlozit
v fadu

f(t) :Ao—i—QZAkcosk‘t,

k=1

jejiz koeficienty lze urcit pomoci vzorctu
1 2w
A, = —/ f(v)coskvdv, k=0,1,2,...
2 Jo

Zde se vsak dostavame bez hlubsiho pohledu a presnéjsiho vykladu zbytecné daleko. Proto
historii ,,pfedfourierovskych“ vyzkumu trigonometrickych rad uzavieme. K dalsimu vyvoji
se podrobnym komentafem vratime pozdéji.

X ok ok ok ok

Uvedenymi ukdzkami jsme chtéli ¢tenafi priblizit, jak bezstarostné se s (trigonometrickymi)
fadami v 18. stoleti zachézelo. Avsak ani v dalsim stoleti se situace dlouho nezlepsovala.
A tak jesté r. 1826, ¢tyfi roky po vydéani Fourierovy Analytické teorie tepla [31] napsal
N. H. ABEL (1802—-1829) v dopise z Pafize svému byvalému uciteli: Divergentni tady jsou
dabelskym vymyslem a je ostudné zaklddat na nich jakykoli dikaz. Pomoct nich lze odvodit
jakykoli potrebny zdver, proto vedly k tolika klamnym vysledkim a paradozim. Stal jsem se
k tomu vsemu abnormdlné pozornym, protozZe s viyjimkou geometrické rady neexistuje v celé
matematice snad jindg Tada, jejiz soucet by byl urcen korektné. Jinak receno, v matematice
to je na tom nejdivnéjsi.

I kdyz budeme vyklad ¢asto doprovazet historickymi poznamkami a ptiklady, nebudeme
postupovat chronologicky. Pokud se ¢tenar zajiméa hloubéji o historii, snadno se v literatuie
dostane k systematic¢téjsimu historickému vykladu; tato knizka by ho v tom méla povzbudit.
Spolus A. WEILEM (1906 —1998) véfime, Ze s otdzkou Proc historie matematiky ? je takika

1) Tuto fadu jako prvni seéetl r.1736 Euler. V dnesni dobé existuje mnoho cest, jak soucet této fady
urcit. Nékteré jsou velmi dimyslné a témér elementarni.
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neoddélitelné spjata otazka Pro¢ matematika? a ze tuto otézku neni tfeba potencidlnimu
¢tenéfi knizky zodpovidat, nebot jinak by patrné tuto knizku ani neoteviel.

Je tu ale jesté jeden silny divod: maloktera cast matematiky ovlivnila vyvoj ostat-
nich matematickych disciplin vice nez pravé Fourierovy rady. Na ptdeé jejich studia vznikla
jemnéjsi kriteria konvergence fad, daly podnét pro vytvoreni Riemannova a ¢astecné i Le-
besgueova integralu, a také i pro vznik Cantorovy teorie mnozin. Tento vycet zdaleka neni
uplny, nyni jde spise jen o ilustrativni piiklady. Podrobnéji je tento vyvoj popsan v Do-
datku. A tak fada zdanlivé cizorodych poznatkti a metod, znamych ¢tenéafi odjinud, které
nam budou poméhat pfi studiu teorie Fourierovych fad, spise naopak vdéci témto fadam
za sviij vznik nebo rozvoj.

Zminujeme-li se o tvircich jednotlivych pojmu ¢i vét, zdaleka nejde o otazku zasluh
nebo priorit. Jednotlivé osobnosti, jakkoli jsou jejich vysledky a prace vyznamné, nejsou
tim, na¢ by se mél ¢tenar pii cetbé tohoto textu soustredit. Jeho poslanim je pokusit se
priblizit ctenafi jednu z nejkrasnéjsich partii klasické matematiky. Pokud pfi jeho cetbé
ziska nejen par zékladnich matematickych poznatkt, ale pochopi i to, jak je celkovy vyvoj
matematiky slozity a jaka je jeho role v kulturni historii lidstva, bude tim jeho hlavni cil
naplnén.



Kapitola 1

Co budeme potrebovat

V této kapitole pfipominame nékteré poznatky, které v dalsim vykladu potfebu-
jeme. Vyspélejsimu ¢tenafi bude stacit patrné jen néhled na jeji jednotlivé casti;
v piipadé potfeby se mtize k nékteré jeji casti vratit.

1.1 Pripravné uvahy

7 dale uzivanych poznatkt uvadime podrobnéji pouze ty, které povazujeme za dilezité, jde
vSak spiSe jen o nékteré timluvy a stabilizaci oznaceni.

Symboly N, Z, Q, R, C budeme po radé uzivat k oznaceni obort vSech prirozenych,
celych, racionélnich, redlnych a komplexnich ¢isel, pficemz Ny = N U {0}. Budeme pted-
pokladat, ze Ctenarl je jiz sezndmen s nékterymi matematickymi poznatky, probiranymi
v zékladnich kurzech matematické analyzy. Tak napt. zakladni pojmy a tvrzeni o met-
rickych prostorech a (normovanych) linedrnich prostorech budeme povazovat za znamé.
K pfipomenuti sta¢i nahlédnout do vhodného u¢ebniho textu, napi. do [78].
mérné konvergenci posloupnosti a fad funkci, a o zakladnich vlastnostech integralt. Uspo-
radani latky je voleno tak, aby jeji podstatna cast byla srozumitelna s pouhou znalosti
integralu z omezené spojité funkce na omezeném intervalu, avsak k pochopeni celé latky
je znalost Lebesgueova integralu nutna.

1.2 Komplexni c¢isla a funkce

Budeme uzivat bézna standardni oznaceni. Redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla
z budeme znacit Re z a Im z; ¢islo komplexné sdruzené k z znac¢ime z. Analogické oznaceni
pouzivame i pro funkce. Ve znac¢né casti textu budeme pracovat s funkcemi realné pro-
ménné, avSak mocninné fady uvazujeme vzdy v komplexnim oboru a predpokladame, ze
¢tenar zna jejich zakladni vlastnosti. Zejména pripominame Moivretv vzorec

e = coskt +isinkt, teR, ke Ny, (1.1)
ktery mtize méné sbehly Stenaf povazovat pro pripad k = 1 téz za definici e. Ziejmé je

el| = (cos2t+sin2t)l/2 =1.

5



6 Co budeme potfebovat

Jestlize vyjadiujeme z # 0 v goniometrickém tvaru z = re', je r > 0 a t je redlné &slo.
Vsechna redln t, pro ktera je z = rel’, tvoii mnozinu Arg z a rozdil kazdych dvou prvki
této mnoziny je celo¢iselny nasobek &sla 2. Funkce e proménné ¢ je na R nekoneénékrat
diferencovatelna 2m-periodicka funkce.

Casto se budeme zabyvat stejnomérnou nebo lokalné stejnomérnou konvergenci na mno-
ziné A, pro které budeme uzivat oznaceni = na A a podobné =, na A. Ve druhém
pripadé musime mit samoziejmé k dispozici moznost definovat okoli bod mnoziny A. Pro
e-okoli bodu z budeme uzivat oznaceni U(z,¢). Pfipomenime, ze pouzitim Borelovy pokry-
vaci véty snadno dokazeme, ze lokalné stejnomérné konvergence na lokalné kompaktnim
metrickém prostoru P (a tedy napf. na C) je ekvivalentni se stejnomérnou konvergenci na
vSech kompaktnich podmnozinach P; proto byva téz nékdy nazyvana kompaktni konver-
gence.

Nutnou a postac¢ujici podminku pro stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkei { f,, }
popisuje nasledujici tvrzeni, oznacované bézné jako Bolzano-Cauchyho podminka:

Lemma 1.2.1 (Cauchy 1853, Weierstrass 1861). Posloupnost funkci {f,} konver-
guje stejnomérné na mnoziné A, pravé kdyz

(Ve > 0)(3k € N)(Vm,n > k)(Vz € A)(| f(x) — ful(z) | <€) (1.2)

Nejjednodussim, avsak velmi dilezitym kritériem pro stejnomérnou konvergenci 7ad
funkeci je tzv. Weierstrassiv M-test:

Tvrzeni 1.2.2 (Weierstrass). Necht Y -, fx je Tada funkci definovangch na mnoZiné
A a necht sup{|fu(t)|; t € A} < My, k € Ny. Jestlize plati 7., M), < oo, potom fada
Y reo fi konverguje stejnomérné na A.

Pripomenme, ze toto kritérium stejnomérné konvergence je disledkem Bolzano-
Cauchyho kritéria a odhadu, ve kterém pro p,q € N, p < ¢, leva strana nasledujici ne-
rovnosti konverguje pro p — oo k 0:

PIFACIES BIAOIES PLIAY

vvvvvv

do jediného tvrzeni:

Tvrzeni 1.2.3. Ke kazdé mocninné tadé s (komplexnimi) koeficienty cp o stredu zp = 0
tvaru

o0

Z crzt (1.3)

k=0
existuje jeji polomer konvergence R, 0 < R < 400, tak, Ze plati

(a) jestlize je R > 0, potom v kaZdém bodé z konvergencéniho kruhu, tj. mnoZiny
U(0,R) = {# € C; |2| < R}, Tada (1.3) konverguje absolutné a v U(0, R) lokdlné
stejnomeérné k nekonecné diferencovatelné funkci;

(b) v kazdém bodé z € C\ U(0, R) tada (1.3) diverguje;
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(c) pokud je R € (0,00), v kazdém bodé ¢ konvergencni kruznice
K(0,R) ={z€C; [z| = R}

nastane pravé jedna ze i moznosti: bud tada (1.3) konverquje v ¢ absolutné a pak
konverguje stejnomérné v K (0, R) a tato konvergence je ve vsech bodech K(0,R)
absolutni, nebo konverguje v bodé ( neabsolutne, nebo v nem diverguje. V téchto
poslednich dvou pripadech nastdvd v kterémkoli z ostatnich bodi kruznice K(0, R)
vZdy jeden ze dvou pripadi: rada v ném konverguje neabsolutné nebo diverguje.

Stejnomérna konvergence je téz nastrojem, ktery umozinuje zaménu limitnich procesi;
pritom tyto limity mohou byt ,schovany“ napi. v derivovani ¢i integraci apod. Princip je
popsan v nasledujicim tvrzeni.

Véta 1.2.4 (Moore 1900, Osgood 1897). Necht I C R je otevieny interval a xy € I.
Necht {f.} je posloupnost (komplexnich) funkci definovanych na mnoziné P = I \ {xo}.
Jestlize plati

(1) fo=f na P,

(2) fu(z) — an pro x — xo a pro vSechnan € N,
potom ezistuji (vlastni) limity lim, .. a, a lim, .., f(z) a jsou si rovny.
Dukaz. K € > 0 existuje k € N tak, ze pro vSechna m,n > k, m,n € N, plati

reP= ‘fm(x) - fn(x)‘ <E,

a tedy, po limitnim pfechodu  — xg, rovnéz |a,, — a,| < . Odtud dostdvame konvergenci
posloupnosti {a, }. Polozme lim a,, = a. Zfejmé plati

[f(2) = al <[f(2) = ()| + | () = an| + [an — al -

Nyni 1ze volbou n € N dosdhnout toho, Ze prvni a tfeti ¢len na pravé strané nerovnosti
je odhadnut pro vSechna = € P pomoci £/3. Potom zvolime § > 0 tak, Ze pro prstencové
0-okoli bodu zy v P plati

(x € Ps) = |fulz) —a,| <€/3,
7 ¢ehoz uz lehce obdrzime dokazované tvrzeni. O]

Dusledek 1.2.5. Necht existuje § > 0 a bod ¢ € R tak, Ze
(1) fu(z) — fule) prox — c_, tj. f, jsou zleva spojité v bodé c,
(2) fa=f na(c—d,c).

Potom je také [ zleva spojitd v bodé ¢ a lim, . fo(c) = f(c); pFitom konvergence f,
k funkci f je stejnomérnd na (¢ — 4, c].

Budeme pottebovat i ,,jemnéjsi“ kritéria konvergence, kterd maji zaklad v jednodu-
chém, dnes standardnim triku, pochézejicim od N. H. ABELA (1802—1829). Tato kritéria

vvvvvv

pripadech je vSak nezbytné. Pfipomeneme proto Abelovu parcidlni sumaci podrobnéji.
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Lemma 1.2.6 (Abel 1826). Necht jsou ddny posloupnosti  komplexnich — Cisel
{u o, {v}i, a cislap,q € Z, —1 < p < q. Oznacme s, ¢dstecné soucty s, =y ._, Uk,
n € Ny, a poloZme s_1 = 0. Potom plati

q

q
E ULV = E Sk(Uk — Ukt1) + SqUg1 — Splp1 - (1.4)
k=p+1 k=p+1

Dikaz. Pro vsechna k € N zfejmé plati:

upVp = (s — k1) = Sk (U — Ukp1) + SpUEL1L — Sk—1Uk - (1.5)
Vsechny tyto nerovnosti pro k = p+ 1,... ,q seCteme a s ohledem na ,teleskopi¢nost
souctu je

(Sp+1Upra = SpUpt1) + (Spr2tips — Spritipra) + -+ + (SqUgs1 — Sg-1Ug) =
= Sqlg+1 — SpUp+1 -

Odtud obdrzime jednoduchou tpravou vzorec (1.4). O
Specidlné dostaneme pro nerostouci posloupnost nezapornych redlnych ¢isel {uy} a fadu
> vk, pro jejiz ¢asteéné soucty s, plati |s,| < M, odhad

q
Z ULV ‘ < M(upr1 — ugy1) + Muger + Mupiy < 2Mugy . (1.6)
k=p+1

Poznamenejme, Ze z (1.6) plyne i analogicky odhad zbytku fady po p-tém ¢lenu, ktery
budeme pozdéji jesté potiebovat:

o0

‘ Z ukvk‘ < 2Mupyq - (1.7)

k=p+1

Tvrzeni 1.2.7 (Abel, Dirichlet). Necht {ux(t)}32, je monotonni posloupnost
(redingch) funkei a necht s, (t) = > p_, v(t) znaci n-ty cdstecny soucet fady (komplexnich)
funkci na mnoziné A. Potom rtada funkci

S ueltyun(t) (1)

konverguje stejnomérné na A, je-li splnéna kterdkoli z ndsledujicich podminek:

(a) (Abel) : tada ;- v(t) konverguje stejnomérné na mnoziné A a posloupnost {uy(t)}
je stejné omezend na A, tj. existuje K > 0 tak, Ze pro vSechna k € N a vsechna
te A je

lug(t)| < K.
(b) (Dirichlet) : posloupnost {ux(t)} je nerostouci a konverguje stejnomérné na mnoziné

A kO artada )" o, vgp(t) md stejné omezené cdstecné soucty na A, tj. existuje M > 0
tak, Ze pro vsechna n € N a vSechna t € A je

lsn(t)| < M.
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Dikaz. V obou ptipadech sta¢i ovéfit Bolzano-Cauchyho podminku pro stejnomérnou
konvergenci fady (1.8). Nejprve to udélame pro druhou z obou podminek (Dirichletova
podminka); podle predpokladi k ¢ > 0 existuje p € N tak, Ze pro v8echna s > p je
0 < us(t) < e/2M. Potom podle (1.6) plati pro v8echna ¢ > p a vSechna t € A

q

Y wlul®) | < 2Mupa() <

k=p+1

coz dokazuje stejnomérnou konvergenci fady (1.8) na mnoziné A pomoci Dirichletovy pod-
minky:.

Nyni dokdzeme stejnomérnou konvergenci fady (1.8) na A pomoci Abelovy podminky.
Z predpokladi vyplyva, ze existuje limy_,oo ux(t) = u(t) a ze plati |u(t)] < K pro vSechna
t € A. Snadno nahlédneme, ze fada D -, u(t)vy(t) konverguje stejnomérné na A. Staci
tedy dokéazat stejnomérnou konvergenci rady

(wr(t) — u(t))vi(t) .
k=1
Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, Ze posloupnost funkci ¢ = (up — u) je

neklesajici, jinak prejdeme k posloupnosti funkci —c,. Pro vsechna k € N ziejmé plati
|| < 2K. Ze stejnomérné konvergence fady > .-, vi(t) vyplyva, ze k ¢ > 0 lze zvolit
p € N tak, Ze pro vSechna ¢ > p a vSechna t € A je {ZZZPH Uk(t)| < ¢/2K. Pak vsak
podle (1.6) snadno dostaneme odhad

q

|3 altyurlt)] < (e/2K) Gpa(t) <

k=p+1

tim je dikaz celého tvrzeni dokoncen. ]

1.3 Divergentni rady

I kdyz jsme se divergentnimi fadami podrobnéji nezabyvali, v tomto textu ukazeme, ze
se s nimi za urcitych okolnosti smysluplné zachazet da. Zhruba po r. 1821 doslo vlivem
Cauchyho k zasadnimu ttlumu zadjmu o divergentni fady. K jeho obnoveni ptispély prace
E. CESARA (1859-1906) o néasobeni fad a v neposledni fadé téz studium konvergence
Fourierovych fad spojitych funkei. S pfislusnymi vysledky, publikovanymi r. 1904 v [28]
L. FEJEREM (1880-1959), se ¢tenaf bude mit moznost v tomto textu seznamit.

Ukazme si na jednom piikladu, jak se s divergentnimi fadami zachéazelo a jak predstavy
o tzv. s¢itatelnosti postupné krystalizovaly. Ciselna fada

[e.9]

D (-1)f=1-14+1-1+-- (1.9)

k=0
zrejmé diverguje. Rozpaky a zmatek vzbuzovaly uvahy typu

o=1-H+1-1)+1-1)4+---=1-1+1-141—-1+---=
=14+(-1+1)+(-1+1)+---=1.
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Nékteré z nich vedou k néjakému ,souctu” s, ktery se z riiznych divodi zdal ,,rozumny“.

Naprt. pri dosazeni z = —1 do vzorce pro soucet geometrické rady
1 - k 2 .3
— =Y (-)f=1+z24+22+2+-
k=0

dostaneme s = 1/2. Podobné ozna¢ime-li symbolem s predpokladany soucet této rady, je
s=(1-1+1---)=1-(1-141—--)=1-35,

coz dava stejny vysledek; jiné ivahy pravdépodobnostniho charakteru, které vedly k témuz
Lsouctu®, prezentoval napt. G. W. LEIBN1Z (1646 —1716). Viz téz piiklady v knize [33].

L. EULER, ktery byl v manipulaci s fadami skutecnym mistrem, véril, ze kazda fada
ma za ,soucet” hodnotu takové funkce, z jejihoz rozvoje v mocninnou fadu vznikne ¢iselna
fada dosazenim, bez ohledu na to, zda dosazujeme body z kruhu konvergence ¢i z doplitku
jeho uzavéru. Své presvédceni vyjadioval témito slovy: , (...) kaZdd fada musi mit urcitou
hodnotu. Abychom se vyrovnali se vsemi pri tom vznikajicimi obtizemi, neméla by se tato
hodnota nazyvat soucet. K tomuto oznaceni se viZe jeho chapdni jakozto vysledku skutec-
néeho scitani, cozZ nent mozné u divergentnich rad.“ Na jiném misté pise: , soucet kazZde rady
je hodnotou toho konecného vyrazu, jehoZ rozvinutim prislusnd tada vznika® (1745). Toto
je casto nazyvano FEuleruv princip.

P¥i zkoumani operaci, které mély ,zrychlovat” konvergenci fad (poznamenejme, ze pro
svoji pomalou konvergenci se napf. Leibnizova fada .- (—1)"(2k + 1)~ o souctu /4
k numerickému vypoc¢tu hodnoty 7 viibec nehodi), dospél Euler i k metodé, kterou lze
popsat takto: Je-li dana fada ) ;- ax, utvofime ¢isla by,

bo = be=ao+ (Nar+ (ag ot (*F
o = Ao, k= Qo 1 ai 9 a2 k ag ,

a za jakysi zobecnény soudet fady Y-, ax povazujeme hodnotu

1 1 1 = b
§bO+Zbl+§b2+"':Z_2k+17
k=0
pokud ovsem tada v predchazejici rovnosti vpravo konverguje. Metoda vychazi z predstavy,
ze v mocninné fadé ) - apz” hodnoté x = 1 odpovida pii transformaci

o
14z

r=—2 ,  resp. ¥y
L—y
hodnota y = 1/2. Dnes tento postup oznacujeme jako (E,1)-s¢itaci metodu.

Jakkoli se to mize zdat zacatecnikovi absurdni, je nékdy potifeba pracovat i s diver-
gentnimi fadami. V takovém pripadé se Casto uzivaji sc¢itaci metody. Jsou to postupy, které
rozsiruji pojem souctu fady v nasledujicim smyslu: pokud fada konverguje k souctu s, pti-
fazuji ji jako ,novy soucet” totéz ¢islo s; takova scitaci metoda se nazyva reqularni. Pokud
se sCitaci metodou zachovava soucet fady s i v pripadé s = 400, nazyva se takova me-
toda silné requldrni. Patrné nejznaméjsi s¢itaci metodou je metoda aritmetickych priméri,
zalozena na nasledujicim jednoduchém tvrzeni:
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Lemma 1.3.1. Necht je posloupnost (kompleznich) cisel {ax}2, konvergentni a plati
limy_, ar = a, pak take
apg+ay+ -+ ag

li =a.
e ¢

Diikaz. Sta¢i dokazat, ze pro z, = (ar — a) plati: Jestlize limy .o, zx = 0, pak je také
limyoo(20+21+---+2;)/(k+1) = 0. Ke > 0 najdeme m € N tak, Ze |z;| < € pro vSechna
k > m. Pro kazdé k € N, kK > m je pak

2o+ 24+ 2 Zmt1 t Zma2 + o+ 2k

Zo+21—|—"'+2m’

k+1 k+1 k+1 -
< \zol+|21]+---+]zm|_}_e(k—m)‘
- k+1 k+1

Nyni snadno najdeme n € N, n > m tak, aby pro vSechna £ € N, k£ > m, byl prvni ze
zlomki v predchéazejici nerovnosti na pravé strané mensi nez ¢; tim jsme odhadli primeér
vlevo pro vSechna k£ > m hodnotou 2¢, ¢imz je tvrzeni dokazano. O

Jestlize uplatnime pfechod k posloupnosti primeéri na posloupnost ¢astecnych souct
fady, pak jejich limita je rovna souctu fady, pokud fada konverguje. Popsany postup tedy
dava regularni s¢itaci metodu. Ta skutecné netrividlné zobecnuje ,norméalni soucet®, pro-
toze takto secteme i divergentni fadu Y7, (—1)*. Abychom s¢itani pomoci s¢itacich metod
odlisili od souctu fady, pripojujeme pred znameni sumy néjaky znak. Popsana metoda je
pojmenovana po Cesarovi, proto uzivaime znak (C)> . Snadno zjistime, Ze

o0

1
I (-1 =5

k=0

Jinou sc¢itaci metodu obdrzime prostiednictvim chovani mocninné rady, ktera konver-
guje na konvergencéni kruznici. Konverguje-li mocninna fada (1.3) v bodé konvergenéni
kruznice ( = Re’, kde R € (0,00) a 9 € R, je soucet f fady (1.3) spojitou funkci vzhle-
dem k tsecce spojujici body 0 a (. Na tom je zalozena Abelova scitaci metoda, nebot
disledkem zminéné spojitosti je regularita této metody. Plati totiZz tvrzeni:

Véta 1.3.2 (Abel 1826). Necht ¢ # 0 a 7ada Y a,(" konverguje. JestliZe oznacime
f(2) =372, axz®, pak pro x € R plati

lim f(x¢) = f(¢) .

r—1—

Diikaz. Je-li ( = Re'¥, lze nasobenim celé fady faktorem Re~'¥ pievést obecny piipad na
piipad ¢ = 1. Potom Y ;- ja, = f(1) a staci dokdzat spojitost f pro x € R v bodé 1 zleva.
Ta vyplyva ze spojitosti castec¢nych souctl s, fady a ze stejnomérné konvergence rady
na usecce (0,1] uzitim Dusledku 1.2.5. Nyni jiz staci dokézat stejnomérnost konvergence
sp k f. Volbou vy (t) = a;, dostaneme fadu konstantnich funkei » v;, stejnomérné konver-
gentni na (0, 1], zatimco ux(t) = t", t € (0,1] je nerostouci posloupnost stejné omezenych
funkci; proto podle Abelovy podminky z Véty 1.2.7 fada konverguje k funkci f, ktera je
spojita vzhledem k intervalu (0,1]. O



12 Co budeme potfebovat

Poznamka 1.3.3. Predchazejici tvrzeni je zajimavé v pripadé, kdy fada v bodé ¢ kon-
verguje neabsolutné, tj. lezi-li bod ¢ na konvergen¢ni kruznici mocninné fady Y .-, apz”.
P1i absolutni konvergenci jeho vyznam klesa, protoze pak je f spojitda vzhledem k uza-
véru kruhu U(0, R). Pro s¢itaci metodu je podstatné, ze prislusna limita mize ezistovat
i v pripadé, Ze Tada Y a,(™ diverguje. Pro oznaceni zobecnéného sou¢tu obdrzeného touto

metodou uzivame oznaceni (A)->_: je tedy

(A)—i ay := a;lir{l_ (i aka:k> )
k=0

pokud existuje vlastni (jednostranna) limita na pravé strané rovnosti. Poznamenejme na
zaver, ze dnes existuji sc¢itaci metody, pomoci kterych lze ,témér“ tivodni Eulerovy pred-
stavy o ,souctu” mocninné fady realizovat: Velmi zhruba feceno, mocninna fada lze secist
k hodnoté funkce, pomoci niz je definovana, v tzv. Mittag-Lofferové hvézdé, ne vsak vsude
v C, kde je tato funkce konecna.

1.4 Integrace

Prvni hlubsi poznatky o integralu jsou tésné spjaty s teorii Fourierovych a trigonometric-
kych fad. V dobé, ze které pochazeji prvni poznatky o (bodové) konvergenci Fourierovych
fad, byl k dispozici prakticky pouze integral z funkce spojité na omezeném uzavieném in-
tervalu a zachéazelo se s nim v mnoha smérech spise intuitivné nez na podkladé rozvinuté
teorie.

Vznik rozvinutéjsi teorie je spojen se jménem B. RIEMANNA (1826 —1866), ktery v praci
[70], vénované trigonometrickym fadam, tzv. Riemanniv integrdl definoval. Jiz Weierstrass
si uvédomoval, Ze tento integral je nedostacujici, avsak k dalsimu mezniku dospél r. 1903
na zakladé mnoha dil¢ich vysledki H. L. LEBESGUE (1875-1941). Jim zavedeny Lebesgu-
euv integrdl je dnes nepostradatelnym nastrojem kazdého matematika. Nékteré zakladni
poznatky o téchto integralech pripomeneme.

Riemann byl prvni, kdo zkoumal systém vsech funkci, pro které ma bézna jim uzivana
souctovd definice integralu fab f smysl. Neni prili§ obtizné dokézat existenci Riemannova
integralu z kazdé funkce f spojité na intervalu [a,b] (vyuziva se stejnomérna spojitost
f a dikaz se prezentuje jiz v zdkladnim kurzu matematické analyzy). Uziva se pfitom této
jednoduché nutné a postacujici podminky: Riemanntv integral fab f existuje, prave kdyz
ke kazdému € > 0 existuje takové déleni D = {a =ty < t; < --- < t, = b} intervalu [a,b],
pro které je rozdil mezi hornim souc¢tem S(f, D) a dolnim souc¢tem s(f, D) libovolné maly.
Oznacime-li

mg = mf{f(t), t e [tk—latk]}a M, = sup{f(t) ;€ [tk_l,tk]},

a X charakteristickou funkci intervalu (¢x_1, tx), pak jsou funkce
gp(t) = muxi(t), Gp(t)=> Mixk(t), t€la,b]\D
k=1 k=1

definovany vsude aZ na koneénou mnozinu D a jejich (Riemannovy) integraly jsou rovny
pravé souctim s(f, D) a S(f, D). V bodech mnoziny D existuji jednostranné limity obou
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téchto funkei; rozsitime-li gp v téchto bodech mensi z jednostrannych limit v tomto bodé
a Gp analogicky vétsi z téchto limit, hodnoty integralii se nezméni a plati

b b b
gp < f<Gp a /QDS/fS/GD-

Takové funkce f, pro které lze [a,b] rozlozit na konecny pocet disjunktnich intervali,
na kterych je f konstantni, nazyvame po cdastech konstantni. Neni obtizné nahlédnout, ze
popsanym postupem lze sestrojit posloupnost funkei { gy }, které jsou po ¢astech konstantni,
s vlastnosti g = f na [a, b]. Zfejmé pak plati i fab gL — fab f, a také

b
iim [ g f1=0. (1.10)

Obecnéji, pro riemannovsky integrovatelnou funkci f € R([a,b]) lze sestrojit analogicky
posloupnost {gx} po ¢astech konstantnich funkei tak, Ze opét plati (1.10). S témito vlast-
nostmi Riemannova integralu vystacime.

Ptipojime nékolik poznamek o Lebesgueové integralu. V teorii Lebesgueova integralu
se pracuje s pojmem skoro vsude, tedy vsude az na mnozinu Lebesgueovy miry 0. Mnoziny
Lebesgueovy miry 0 jsou takové mnoziny, které lze pokryt spocetné mnoha otevienymi
intervaly s libovolné malym souctem jejich délek. Podrobnéji: mnozina M C R ma Lebes-
gueovu miru 0, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuji oteviené intervaly (ax,br) C R takové, ze
zaroven je

MCU(CLk,bk) a Z(bk—ak)<5.
k=1 k=1

Je znédmo, Ze funkce f omezend na [a,b] m& Riemanniv integral na [a,b], pravé kdyz je
na [a,b| skoro viude spojita, tj. mnozina jejich bodt nespojitosti v [a, b] méa Lebesgueovu
miru rovnou 0. Zménime-li funkci f na mnoziné miry 0, nezméni se nic ani na existenci,
ani na hodnoté Lebesgueova integralu z f. Prikladem mnozin miry 0 jsou konecné a spo-
¢etné mnoziny. Lebesguetv integral ze znamé Dirichletovy funkce (charakteristické funkce
mnoziny Q) pfes jakykoli interval v R je roven 0, i kdyZ je nespojita vsude v R.

A jesté malé upozornéni: Lebesguetv integral ,,pokryva“ Riemanniv, tedy kdykoli exis-
tuje Riemanntv integral z f, existuje i Lebesguetv integral z f a jsou si rovny. Na druhé
strané vSak ,nepokryva“ integral Newtontv, i kdyz ho ¢asto prostiednictvim Newtonova
integralu pocitame. Existuje-li integral z f v Newtonové smyslu a soucasné existuje i Le-
besguetiv integral z f, jsou si rovny. Dilezitou roli maji v teorii Lebesgueova integralu
tzv. (lebesgueovsky) méritelné mnoZiny. Jsou to ty mnoziny v R, kterym umime ptiradit
jejich Lebesgueovu miru (zatim jsme poznali pouze ty, které mély Lebesgueovu miru rovnou
0). Lebesgueovu miru mnoziny M C R si mtizeme predstavit jako hodnotu Lebesgueova
integralu integralu ffooo Xnm z charakteristické funkce xj; mnoziny M.

Velmi piirozeny a u nas v Ceské republice patrné nejcastéji uzivany piistup k vy-
budovani teorie Lebesgueova integralu je v jistém smyslu opacny: Nejprve se vybuduje
Lebesgueova mira, coz je nezaporna mnozinova funkce zobecnujici délku intervalu, ktera je
pritom definovana na pomérné rozsahlém systému mnozin. Tento systém je uzavieny na
mnozinové operace sjednoceni a priniku, a také doplitku (dokonce na sjednoceni a prinik
spocetné mnoha mnozin tohoto systému); tvori totiz tzv. o-algebru a jeho prvky jsou
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prave jiz zminené métitelné mnoziny. Pomoci miry na této o-algebte se pak v nékolika kro-
cich zavede Lebesguetv integral. Pokud by se ¢tenaf chtél hloubéji poucit o Lebesgueove
integralu, mize sdhnout napt. po textech [20], [42] nebo [71].

Mnozinu vSech (lebesgueovsky) métitelnych funkei definovanych (skoro v§ude) na mé-
fitelné mnoziné M C R™, pro néz je konecny integral

[ 1reraut). (L.11)

znac¢ime LP(M). Toto oznaceni vSak vyzaduje komentaf. Zména funkce na podmnoziné
mnoziny M nulové miry neovlivni hodnotu jejiho integralu na M, proto mizeme pracovat
s funkcemi, které na takové nulové podmnoziné nejsou viibec definovany. Protoze vsak
zavadime pro funkce s koneénym integralem (1.11) pomoci rovnosti

1/p

1= ([ 1P dn() (112

normu, musime uzaviit jesté dalsi imluvu: na mnoziné téchto funkci zavedeme pomoci rov-
nosti skoro vSude ekvivalenci a prostor £P(M) chapeme jako prostor téchto t7id vzdajemné
ekvivalentnich funkci. Tak dosdhneme toho, Ze nulovou normu méa pravé jen jedina t¥ida
funkci, totiz funkci, které jsou rovny nule skoro vsude na M.

Tato mnozina je s obvyklymi timluvami o operacich (soucet prvka £P(M) i jejich na-
sobky jsou definovany skoro vSude na M a jsou to prvky L£P(M)) a o t¥idach funkci, které
jsou si rovny skoro vSude na M, normovanym linedrnim prostorem, definujeme-li na ném
normu pomoci rovnosti (1.12). Obecnéji, v m-rozmérném prostoru R tvoii prostor spoji-
tych funkei s kompaktnim nosi¢em Ci(R™) hustou podmnozinu prostoru £P(R™). Specialné
plati toto tvrzeni:

Véta 1.4.1. Je-li f redlnd funkce z L'(R) nebo obecnéji z LP(R), 1 < p < oo, pak existuje
k libovolnému € > 0 takova spojita funkce g s kompaktnim nosicem, Ze je

£ =gl= ([ 15 =grar)” <.

Uvedena aproximacni véta patii ke standardnim tvrzenim, které se v teorii integralu pro-
biraji; srv. [71], Véta 3.14 1).

Prostor £!(R™) vSech (t¥id) lebesgueovsky integrovatelnych funkci na R™ lze interpre-
tovat jako ziplnéni prostoru Ci(R™); z tohoto zorného thlu se jevi tvrzeni predchézejici
véty jako velmi prirozené.

Trochu podrobnéji pro jednorozmérny pripad: Je-li C(R) systém vsech spojitych funkci
na R, které maji kompaktni nosi¢, Ize systém L£'(R) vSech lebesgueovsky integrovatelnjch
funkci na R interpretovat jako zplnéni metrického prostoru Ci(R) v metrice

Mﬁmszﬂw—mwma

kde integrujeme pres libovolny kompaktni interval, ktery obsahuje oba nosice funkci f, g.
Toto zaroven ukazuje jednu z mmnoha cest, pomoci nichz se da Lebesguetv integral na
R! zavést. Podotykame, Ze se budeme dale vyhradné zabyvat Lebesgueovym integralem
vzhledem k ,,jednorozmérné“ Lebesgueové mire.

Podrobné je tato partie zpracovana napt. v [71] nebo v jinych textech vénovanych teorii
miry a integralu. Pfedpokladame, Ze ctenar je s touto latkou obezndmen.

1) Pokud &tendf neznd tuto vétu, miize zvazit jeji vztah k Luzinove vété.
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1.5 Prostory funkci

V dalsim textu se setkdme s vice metrickymi, resp. normovanymi linearnimi prostory. To
je divod, pro¢ pripomeneme nékterd tvrzeni o metrickych prostorech a o normovanych
linedrnich prostorech. Je-li K kompaktni metricky prostor, tvofi systém vsech (redlnych
nebo komplexnich) funkei spojitych na K linedrni prostor, ktery budeme znacit C(K).
Definujeme-li pro f € C(K) obvyklym zptsobem ,supremovou® normu

If1] == sup{ [f(1)]; t € K}, (1.13)

je prostor C(K) vzhledem k této normé upiny a je tedy Banachovym prostorem. Kazda
funkce f € C(K) je na K omezend a je na K také stejnomérné spojita, tj. pro kazdé ¢ > 0
existuje 0 > 0 tak, ze pro kazdé dva body x,y € K, jejichz vzdalenost je mensi nez J, plati

[f(z) = fy)l <e.

Je-li funkce f realnéa, nabyva na K své nejmensi a nejvétsi hodnoty.

V predchézejici ¢asti pfipomenuté normované linedrni prostory LP(R) jsou jednim
z Casto uzivanych matematickych nastroji; my je nejvice budeme potfebovat pro piipad
p =1, kdy se horni index zpravidla vynechava a piSe se stru¢néji pouze L(R).

Systém vsech spogitych komplexnich nebo realnych 2r-periodickych funkci na R budeme
znadit C(27); je to zfejmé linearni prostor. Pokud to situace bude vyzadovat, vyslovné
upozornime na to, ze pracujeme pouze s realnymi funkcemi. Normu na tomto prostoru
definujeme vzorcem

[fll: = sup{|f(t)];t € R} =sup{[f(t)|;t € [0,27]}.

Je ziejmé, ze supremum lze brat vzhledem k libovolnému intervalu o délce alespon 2.
Podobné budeme v pfipadé potfeby uzivat oznaceni R(27) pro prostor 2m-periodickych
funkci, které jsou lokalné riemannovsky integrovatelné na R.

Déle budeme uzivat oznaceni L£P(27) pro systém vSech (lebesgueovsky) méfitelnych
2m-periodickych funkci f lokalné integrovatelnych na R. Pro né pak definujeme v ptripadé
1 < p < 0o normu

T 1/p
I£1i= ([ trpae)™. (114
Prostor (t¥id) funkci, ktery znac¢ime £P(27), je uping vzhledem k normé, zavedené v (1.14).
Toto tvrzeni plati pro v8echna p € [1,00). Podrobnéji opét viz [71].

Jsou-li X, Y normované linearni prostory, pak je linedrni zobrazeni L: X — Y spojité,
pravé kdyz je ¢islo

IL]] = sup[|Lafly ; floflx <1}

konecné. Jak napovida uzité oznaceni, lze takto definovat na prostoru vsech spojitych
lineadrnich zobrazeni z X do Y normu, ¢imz opét vznikne normovany linedrni prostor.
Snadno se dokaze, ze pak je

I} = sup{[| L[5 |l«]| < 1} = sup{||La[|; [[«]| = 1} = sup{|[ L[| /[|][; = # O} .
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Zobrazeni T obecného prostoru X do prostoru Y nazyvame casto operdtor. Jsou-li to
napi. prostory redlngch funkci a pro T' z nerovnosti f > 0 vyplyva T'f > 0, pak fikame, ze
operator T' je nezdporny (pojem je mozno zavést i za obecnéjsi situace).

Pokud jsou X a Y navic linedrni prostory, pak z nezdpornosti omezeného linearniho
operatoru 1': X — Y vyplyva jeho monotonie, tj. pro f,g € X, f < g, plati téz Tf < Tyg.
Jestlize totiz pro f,g € X plati f < g, pak g— f >0, takzejei Tg—Tf=T(g— f) >0
a tvrzeni plati. Za stejnych predpokladi lze dokazat, ze pro kazdou funkci f € X a kazdé
yeyYje

TF )l < (T ) (1.15)

K tomu stac¢i nasledujici ivaha: libovolné zvolenou f € X vyjadiime jako rozdil kladné
a zdporné Casti, tj. f = fT — f~. Z monotonie T" dostaneme

Tf=Tf =Tf <Tf +Tf =T(f"+f)=T(f]).

Podobnou tvahou pro — f dostaneme —7'f = T'(—f) < T'(|f|), z ¢ehoz jiz snadno obdrzime
|Tf| =sup{Tf,—Tf} <T(|f]); tim je nerovnost (1.15) dokdzana.

Budeme téz potiebovat jednoduchou variantu tvrzeni, kterému se zpravidla fika prin-
cip stejnomérné omezenosti. Je jednim ze zakladnich tvrzeni linedrni funkcionélni analyzy.
K jeho ditkazu budeme potfebovat jednu variantu Baireovy véty, kterou pouze pripome-
neme:

Véta 1.5.1 (Baire 1899). Necht (P,p) je uplng metricky prostor a necht {Gy} je pos-
loupnost oteviengjch podmnoZin prostoru P hustych v P. Potom je prinik G = (\,—, Gk
hustou podmnozinou P.

Diikaz strucné pripomeneme. Stac¢i dokazat, ze pro libovolné zvolenou neprazdnou otevie-
nou mnozinu U C P existuje ( € G N U. Induktivné se sestroji posloupnost uzavrengch
kouli K,, C J;_,(Gx N U) tak, ze {K,} je neklesajici posloupnost uzavienych mnozin
s pruméry diam(K,) — 0. Prinikem mnozin této posloupnosti je podle Cantorovy véty
jednobodova mnozina {(}; podrobnéji viz [71], s. 113 nebo [32], s. 76.

Poznamka 1.5.2. Ac je nasledujici véta témér vyhradné spojovana se jmény S. BANACH
a H. STEINHAUS, objevil ji H. L. LEBESGUE r. 1908 v souvislosti se studiem Fourierovych
fad. Banach a Steinhaus si uvédomili moznost jejiho pouziti v daleko obecnéjsim kontextu.
Jindy byva nazyvana (Banach-Steinhausuv) princip stejnomérné omezenosti. Ukazuje, Ze
za urcitych predpokladii ,,bodova omezenost® linearnich funkcionald dava stejnomérnou
omezenost jejich norem.

Oznaceni 1.5.3. Je-li X normovany linearni prostor, pak linedrni prostor vSech spojitych
linearnich funkcionald f na X, na kterém definujeme normu

1l :=sup{ |f(z)]; z € X, [lz[|x <1}, (1.16)
znac¢ime X*. Tento prostor X* nazyvame dudini prostor k X.

Véta 1.5.4 (Banach, Steinhaus 1927*). Necht X je Banachiv prostor (tedy uplnyg nor-
movany linedrni prostor). Necht L, € X*, n € N. Potom nastavd pravé jedna ze dvou
moznosti:

(a) existuje ¢islo M < oo takové, Ze pro vSechnan € N je ||L,||x- < M, nebo

(b) mnozina {x € X;sup,, |L,(x)| = oo} je mnozinou typu G5 a je hustd v X.
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Dikaz Véty 1.5.1. Pouzijeme Baireovu vétu. Pro kazdé m € N polozme

Sm:ﬂ{xeX;|Lnx\§m}.

neN

Protoze L,, jsou spojité, je S, prunikem (spocetného) systému uzavienych mnozin; mnoziny
S jsou proto uzaviené. Jejich dopliiky G, = X \ S, jsou oteviené mnoziny. Plati

o0

X\ US ﬂ (X\Sm) =[] GCm.

a podle Baireovy véty nastane jedna ze dvou moznosti. Jestlize jsou vSechny mnoziny G,

husté, je i jejich prinik podle Baireovy véty hustd mnozina v X a nastane piipad (b).
Pokud tento pfipad nenastane, alespoii jedna z mnozin G,,, = X \ S,, neni hust4, a tedy

né¢jakd z mnozin S, je ,nékde hustd“. Existuji proto zo € X, r > 0 a k € N takova, ze je

B(xg,r) C Sk.

Zvolme libovolné nenulovy prvek x € X a polozme

T

zZ =X +
]
Je tedy ||zo — z|| = /2 < r, a proto

|L,z| < k pro vsechna n € N.

Pro libovolné n € N tedy plati

r X

|L,z| = ‘L <x0+
2 |||

L,xg+ ———L,x <k.
)l = 2HxH

Pomoci trojuhelnikové nerovnosti odtud dostavame
| L (r/2]|z]]) — | Lno| < K,
a po upraveé obdrzime odhad
| L] < ||#]1(2/7)(k + | Lnao|) < (4k/7)]|] -

Odhad plati pro vSechna n € N a vSechna x € X, ¢imz je dikaz dokoncen. ]

1.6 Funkce s kone¢nou variaci

Systém vSech monoténnich funkei na intervalu [a,b] m4 jistou vadu: netvoii linedrni pros-
tor. Existuje vSak jednoducha pomoc, budeme pracovat s prostorem, ktery vSechny mono-
tonni funkce obsahuje a je pritom mimotfadné jednoduchy.
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Definice 1.6.1. Necht [a,b] C R. Pro komplexni funkci f definovanou na [a,b] a déleni
D={a=xy<x; <--- <x, =0} intervalu |a, b] klademe

V(f,D) =Y |f(z) — fza)] -
k=1

Variact nebo totdlni variaci funkce f na intervalu [a,b] nazyvame ¢islo (ne nutné z R,
hodnota oo se pripousti)

Vo f=sup{V(f,D); D € D([a,b])} ,

kde D([a,b]) je mnoZina viech déleni D intervalu [a,b]. Je-li VPf < oo, fikdme, Ze f m4
konecnou variaci na [a,b]. Mnozinu vSech funkci s koneénou variaci na [a,b]| zna¢ime

BV([a,b]).

Z¥ejmé je VP f > 0. Dopliime jesté definici pro degenerovany interval typu [a, a]: v tom
pripadé klademe Vf = 0. Standardni technika prace s délenimi a supremem dava nasle-
dujici tvrzeni:

Lemma 1.6.2. Necht [a,b] C R, ¢ € [a,b] a necht f,g jsou komplexni funkce na [a,b]
aa € C. Potom

(a) Vo (f +9) S Vi f+V0g,
(b) Vif =Vif+ Vi,
(c) Volaf) = lalV)f.
Diikaz. Protoze se podobné tivahy provadéji napt. v souvislosti s Riemannovym integralem,

dikaz pouze naznacime. Je-li D = {a = zy < 21 < --- < x,, = b} déleni intervalu [a,b],
plati pro jeho intervaly déleni

|(f(xk)+g($k)) - (f(l‘k—1)+9($k—1)){ < ’f(xk>_f($k—1)|+|g<xk)_g(xk—1)

z ¢ehoz po secteni a prechodu k supremu na pravé strané dostaneme

Y

V(f+g,D) <Vlf+ Vb

Dalgim pfechodem k supremu na levé strané dostaneme (a). Podobné (srovnejte s vétami
o Riemannové integralu) se praci s délenimi obsahujicimi bod ¢ dostane rovnost (b): Zvolme
déleni D ={a =29 <z <--- <z, =0b} aukazme, Ze je

V(f,D) < Vif+VIfs

miizeme bez na Gjmy obecnosti predpokladat, ze {c} C D, protoze z platnosti predchozi
nerovnosti pro zjemnéni {c} U D plyne jeho platnost i pro D. Polozme dale DN[a,c| = Dy,
DnNleb] = Dy. Ziejmé

V(f,D)=V(f,D1)+V(f, Do) <Vif+V)f,
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7 ¢ehoZ obdrzime
VIf<VEf+VIF.

K dikazu obracené nerovnosti zvolme libovolné ¢ > 0 a takova déleni D; € D([a,c]),
Dy € D([¢,b]) tak, aby

V(f,D1) > Vif —¢/2, V(fD:)>V)f —¢/2,
takze pro D = {a =129 < x1 < --- < x, =b} = D; U Dy dostaneme
Vof 2 V(D) =V(f, D)+ V(f.Ds) > Vif —e/2+ V] f —¢/2,
a tudiz i
Vif 2 Vef+V2f;
tim jsme dokondili ditkaz ¢asti (b). Cast tvrzeni oznacena (c) je zfejma. O

Disledek 1.6.3. Systém BV ([a,b]) tvori vektorovy prostor obsahugjici funkce monotonni
na intervalu [a,b]. Lze na ném zavést normu napt. rovnosti

LAl = 1 ()] + Vo' (1.17)

Definice 1.6.4. Pro funkci f € BV([a,b]) zavedeme jeji neurcitou variaci (uzivame his-
toricky nazev, ktery neni prili§ $fastné zvolen) vzorcem

g(x):=VFf, x€a,b].

Véta 1.6.5 (Jordan 1881). Funkce f je prvkem prostoru BV([a,b]), prdvé kdyz ezistuji
neklesajici funkce f; : [a,b] = R, j =1,2,3,4 takove, Ze

f=(—f)+i(fs— fa). (1.18)

Diikaz. Neklesajici funkce f : [a,b] — R mé koneénou variaci V’f = f(b) — f(a); proto
staci, s ohledem na pfedeslé tvrzeni, nalézt pouze rozklad f € BV([a,b]) do tvaru (1.18)
s funkcemi f; > 0 neklesajicimi na [a,b].

Ptredpokladejme nejprve, ze f je redlnd funkce z BV([a, b)) a ze g je jeji neurcité variace.
Ziejmé je g(b) < 0o a pro a < x <y < b plati

0 <g(x) <g(x)+Vif=gly) <g(b),

takze g je nezaporna a neklesajici na [a,b]. Polozme h = g — f. Potom proa <z <y <b
plati

h(y) — h(z) = g(y) — g(z) — (f(y) — f(x)) = VIf = [f(y) = f(x)| =0,

¢imz je pro realnou funkci f tvrzeni dokazano. Rozkladem na realnou a imaginarni ¢ast
dostaneme tvrzeni pro komplexni funkci f. ]
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Poznamka 1.6.6. Diusledkem véty o existenci jednostrannych limit funkce monoténni na
[a,b] ve vSech bodech = € [a,b] je, Ze pro kazdou funkci f € BV([a,b]) existuji i jedno-
stranné limity f(xz+), f(z—) ve vSech vnitinich bodech z € (a,b). Pfitom mnozina bodi
nespojitosti funkce f je (nejvyse) spocetna.

Polozime-li

t(z)

(x+) — f(z), x€[a,b),
(x) T

f
f(x) = flz=), =€ (ab],

lze definovat

S(x) = Y ta)+ Y s(a) (1.19)

ala<z a<a<xz

a rozlozit funkci f € BV ([a,b]) na soucet
f(z) =C(z)+ S(x),

kde C' je spojita funkce s kone¢nou variaci a S je funkce skokii, ktera ma spocetnou mnozinu
bodt nespojitosti?).

1.7 Weierstrassova véta o aproximaci

Tvrzeni o stejnomérné aproximaci spojité funkce na intervalu [a,b] polynomy je velmi
dilezité. O jeho historii a rtiznych metodach jeho dikazu se lze poudit v [79] nebo v ob-

e/

Nejprve dokazeme specidlni pripad Weierstrassovy véty o aproximaci rediné spo-
jité funkce f na intervalu [0,1]. Pouzity dikaz je zaloZen na myslence pochéazejici od
S. N. BERNSTEINA (1880-1968). Ten definoval pro f € [0, 1] aproximujici (Bernsteinovy)
polynomy 3) B, f:

an:xHZi:f(§> (Z):ck(l—x)”k, re0,1]. (1.20)

Budeme potiebovat toto pomocné tvrzeni:

Lemma 1.7.1. Nechf fi.(t) =t*, t € [0,1], pro k = 0,1, 2. Potom Bernsteinovy polynomy
By, fr konverguji pro n — oo k fi stejnomérné na intervalu [0,1].

Dikaz. Rovnost B, fo = fo pro vSechna n € N plyne z binomické véty. Uvazme dale, ze
prol <k <nje

%(Z) - % (n —n/i)! K (n —(2)7(/1)!_ n - (Z ) D ' (1.21)

2) Vsechny nespojitosti funkce S jsou navic nespojitostmi 1.druhu. Ctenafe, ktery se nesetkal se zo-
becnénymi fadami, odkazujeme napf. na [41].

3) Uzivame obvyklé transkripce; jde vSak o ruského, resp. sovétského matematika, a v takovych ptipa-
dech transkripce v literature znacné kolisa.
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Dosazenim f; do (1.20) dostaneme pomoci rovnosti (1.21)

n

Bufte) = 3 (Pt o =a 3 (7))t

n—

1
=x (nf1>x]1—x)(” D= =2.1=fi(z), ze€[0,1],
=0

J

takze plati B, f; = f1. Kone¢né pomoci (1.21) spoc¢teme pro 1 < k <n
kN2 [(n k(n—1 k—1(n—1 1/n—-1
i i A — - : 1.22
<n> (k:) n(k—l) n (k—1>+n(k—1>’ (1.22)
prvni ¢len posledniho souc¢tu pro 2 < k < n jesté upravime:
k—1(n—-1 n—1k—1/(n—-1 1\ /n—2
L —(1- —) . 1.2
n (kz—l) n n—l(k—l) ( n (k—2> (1.23)
Po dosazeni f; do (1.20) obdrzime pro vSechna z € [0, 1]

By fo(x) = i (%)2 (Z) b (1 — 2y k

a pomoci (1.22) a (1.23) jednoduchou tpravou postupné dostaneme

R () o1 () EXCE R o () EE A
<>()<>Z(><>

, n
7=0
AR U A 1
-(1-7)e 5 = (=) p@+ 2n).
Odtud plyne By, fo =% f> na [0,1]. ]

Nyni jiz mtzeme dokazat slibeny specialni piipad Weierstrassovy véty:
Véta 1.7.2 (Bernstein 1912). Pro kaZdou f € C([0,1]) plati
B,f=f na[0,1].

Diikaz. Snadno nahlédneme, Ze pro vSechna n € N a « € [0, 1] plati (pouzivime postupt
z Lemmatu 1.7.1)

;(S—wf(z)wku—@w
TN IS o R

1
= 1——)x2+—x—2x-x+x2:— .
n n 4n
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Necht nyni je n € N, § > 0 a z € [0,1]. Oznaéme F = F, mnozinu vSech takovych
ke {1,2,... ,n}, pro néz |(k/n) — x| > § a pouzijme pfedchazejici odhad (1.24). Potom
postupné dostaneme

S0 S E A (e o

keFr keF

Je-li nyni f € C([0,1]) a ¢ > 0, pak ze stejnomérné spojitosti funkce f na intervalu
[0,1] plyne existence takového § > 0, pro které |f(z) — f(y)| < /2, jakmile z,y € [0, 1],
|z — y| < . Pfipomenme, Ze s ohledem na dikaz Lemmatu 1.7.1 pro f, plati pro kazdé
n € N akazdé z € [0,1]

=31 () ()= = [ s (D) (1)o7 <

<3 |r@-1(5) (1)t oy,

k=0

Zvolme libovolné x € [0,1] a ozna¢me F' = F, mnozinu zavedenou v pfedchozim odstavci.
Potom

\f(ar)—f(ﬁ)\ﬁg, k¢ F, a ‘f(x)—f(%)‘SQHfH, keF.

n

Odtud dostaneme odhad

-t g

k¢F keF

€ 1
<Saa2|f|—
ze kterého jiz vyplyva, 7e pro viechna n, pro néz je n > || f|| /62, plati | f(z) — B..f(x)| < e,
a proto je || B,f — f || <e. O

Poznamka 1.7.3. Tento relativné elementarni dikaz je modifikaci dikazu, ktery predlozil
r. 1912 v [9] Bernstein. Lemma 1.7.1 lze interpretovat ,pravdépodobnostné“: Jde v ném
o binomické rozdéleni a rovnosti

Zk() 1-2)"* =nz, i(kz—nx)Q(Z)wk(l—x)”_k:n:zc(l—x)

k=0

davaji jeho stredni hodnotu a rozptyl. Na tomto misté neni viibec zfejmé, pro¢ nelze misto
polynomt B, f volit interpola¢ni polynomy, nabyvajici v bodech k/n, k = 0, ... ,n, stejnych
hodnot jako f. AvSak pravé Bernstein ukazal, ze napt. pro funkci f(z) = |z| a interval
[—1,1] tak dostaneme posloupnost polynomi, ktera k funkci f konverguje pouze ve tfech
bodech —1,0, 1.

Nyni ukazeme, jak ze zdanlivé velmi speciadlniho znéni Weierstrassovy véty pro interval
[0,1] dostaneme jeji obvyklou verzi:
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Véta 1.7.4 (Weierstrass, 1885). Pro kaZdou komplexni funkci f € C([a,b]) ezistuje
posloupnost polynomi, { P,} takovd, Ze || f — P, || — 0 pro n — oo; funkce f je tedy limitou
stejnomeérné konvergentni posloupnosti polynoma.

Diikaz. Popiseme nyni jednotliva zjednoduseni, umoziujici obdrzet Vétu 1.7.4 z jiz doka-
zané Véty 1.7.2.

(a) Je-li f komplexni funkce na intervalu [a,b], f = f1 +1ifs, kde
() =Ref(z), fole) =Im f(z), = €]ab],
a g1, g2 jsou redlné funkce na [a,b] pro néz |fr, — gx| < &, k = 1,2, pak

1(fi +ife) — (g1 +ig)| < V(i —g1)2 + (2 — g2)> < V22 < 2¢.

Funkce g := g1 + igs je (obecné komplexni) funkce, pricemz || f — g| < 2e.

(b) Jsou-li g1, go polynomy s realnymi koeficienty, je g1 +igs opét polynom s komplexnimi
koeficienty. Z uvedenych dvou postiehti plyne, Ze staci tvrzeni staci dokazat pro realné
spojité funkce a polynomy s koeficienty z R.

(c) Je-li f €C([a,b]), je

b—
g(t) = f(a+ 5=t —0)), teled],

d—c
spojitd funkce na intervalu [c,d]. Jestlize je P takovy polynom, pro ktery plati
lg(t) — P(t)| < e pro vSechna t € [¢,d], potom pro funkci
d—c

b—a

Q(x)zP(c—l— (w—a)), x € la,b],

je
|f(x) —Q(x)] <e, x€ab].
Ptitom Q(z) = P(c+ (x — a)(d — ¢)/(b — a)) je opét polynom v .

Staci tedy tvrzeni dokézat pouze pro néjaky interval [a,b]. To jsme vSak jiz udélali pro
interval [0, 1] ve Vété 1.7.2. O

1.8 Korovkinova véta

Weierstrassova véta mé v teorii aproximace vyluéné postaveni. Uvedme citat z dnes jiz
klasické ucebnice [39]: Pokud by bylo nutné oznacit jedinou vétu v teorii aproximace jako
Jeji vliv je pocitovdn nejen uZivdnim jistého ndstroje analyjzy, ale i mnohem hloubéjsim
zpusobem: slouzi jako ldkadlo pro matematiky, aby ji zobecmiovali nebo hledali jin€ jeji
dikazy (Cheney (1966)). I samotny Bernsteiniv dikaz véty poslouzil jako odrazovy mistek
k dalsim elegantnim vysledkum.

Nésledujici elegantni tvrzeni pochdzi od P. P. KOROVKINA (1913—-1985) a byva v lite-
ratufe nazyvano veta o trech funkcich:
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Véta 1.8.1 (Korovkin (1953)). Jsou-li L,, n € N, monotonni linedrni zobrazeni pro-
storu C([0,1]) do C([0,1]), pak jsou ndsledugici dvé podminky ekvivalentni:

(a) L,f=f nal0,1] pro vsechny funkce f € C([0,1]),
(b) L.f;=f; na[0,1] pro funkce f;j(x) =27, x €[0,1], j =0,1,2.

Dokazeme jisté zobecnéni této véty (srv. [62]), které nam umozni snadny piistup k dal-
sim dtlezitym tvrzenim. Nejdiive vsak pripomeneme potiebné pojmy a zavedeme néktera
oznaceni.

Oznaceni 1.8.2. Necht X zna¢i kompaktni metricky prostor a C(X) Banachtv prostor
spojitych realnych funkci na X se supremovou normou

[flloo := sup{[f(z)[; = € X}.
Pro u € C(X) budeme znacit Z(u) :={z € X; u(z) =0}.

Je-li L : C(X) — C(X) monoténni linedrni operdtor na C(X), potom pro vSechna z € X
z nerovnosti | f(z)| < g(x), plyne nerovnost —g(x) < f(z) < g(x). Z ni dostaneme

—Lg(x) < Lf(z) < Lg(z),
neboli nerovnost (,zédkladni odhad*)

Lf()] < Lo(z), =€ X. (1.26)
Lemma 1.8.3. Je-li Y kompaktni metricky prostor a u, v nezdporné funkce z prostoru
C(Y), pro néz je Z(v) C Z(u), pak pro kazdé € > 0 existuje takové C = C(g) > 0, Ze pro
vsechna y € Y je

u(y) <e+Cuoly). (1.27)
Dikaz. Je-li K :={y €Y ; u(y) > e}, je K uzaviend a tedy kompaktni. Jestlize je K = (),
nerovnost (1.27) je zfejmé splnéna, miizeme tedy uvazovat pouze piipad K # (). Pak ale
min{v(y); y € K} =m > 0 a max{u(y); y € K} = M < oo. Nyni staci volit C' > 0 tak,
aby bylo Cm > M, tj. C > M/m. O
Definice 1.8.4. Je-li f € C(X), pak definujeme diagondlu A(f) funkce f rovnosti
A(f) =A{(z,t) e X x X; f(x) = f(t)}.

Je-li h nezédporna funkce z C(X x X) takova, ze Z(h) C A(f), nazyva se h omezugici funkce
pro funkci f.

Je-li L nezaporny linearni operator na C(X) a h € C(X x X), definujme pro kazdé
te X

hi(z) :== h(z,t), ze€X,

a pro h; polozime Lh;(z) := L(h:)(x), = € X. Potom snadno dokdzeme tvrzeni:
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Lemma 1.8.5. Necht X je kompaktni metricky prostor a necht f € C(X), pFicemZ h je
omezugici funkce pro f. Je-li L, : C(X) — C(X) posloupnost nezipornych linedrnich
operdtori na C(X) takovd, Ze

(a) Ly,1=1nalX,a

(b) Ln,h(t) =20 na X,
potom je L, f = f na X.

Diikaz. Necht pomocné funkce u € C(X x X) je definovana predpisem
u(z,t) :=|f(z) - f@)], (z,1) e X xX.

Ziejmé je u nezapornd funkce a Z(u) = A(f). Protoze je h omezujici funkei pro f, je
Z(h) C Z(u). Zvolme € > 0. Podle Lemmatu 1.8.3 najdeme C' > 0 tak, aby

If(x) — fO)| = u(x,t) < e+ Ch(x,t), (v,t)€X xX.

Zvolme pevné t € X a uzijme zdkladni odhad (1.26) pro nezaporné operéatory L, ; dosta-
neme tak:

|Lof(z) — f(t)L,1(x)| <eL,1(z)+C L, hy(z), z€X.
Nyni volime x = ¢, a pomoci pfedchazejici nerovnosti obdrzime jednoduchou tvahou

| Lnf(t) = f@) | = |Lnf(t) = FO) Lul(8) + f (1) Lo (2) — f(B)] <
<L f(8) = FO L1 (O] + [F(O] 1 Ln1(t) = 1] <

< eLy1(t) + C Luhy(t) + || flloo |La1(t) — 1.

Protoze C'L,h:(t) = Ona X a ||f|loo |Ln1(t)—1] =2 0 na X, lze vyraz v posledni nerovnosti
vpravo pfi volbé vhodného n € N odhadnout shora napt. ¢islem 4e, z ¢ehoz dostavame
L,f = fnaX. O

Poznamka 1.8.6. Pro f,g € C(X) a kazdé a € R plati inkluze

A(f)NA(g) CA(f+9), Af)UA(g) CA(f-g), Af) CA(af),

takze pro kazdou nezdpornou h tvoii systém vsech funkei f € C(X), pro které je h ome-
zujici funkee, (pod)algebru v C(X). Proto lze podminku L,1 =1 na X v Lemmatu 1.8.5
eventualné nahradit podminkou L,1 =1, n € N.

1.9 Skalarni soudin

V prostoru R™ je pro u = [uy,... ,Up], v = [v1,... 0], definovan skaldrni soucin
predpisem

m
(u,v) := Zukvk :
k=1

Tento prostor je uplny a eukleidovska norma na tomto prostoru souvisi s timto soucinem
tak, ze je ||ul| = v/(u,u). Pokud pracujeme s m-ticemi komplexnich ¢isel, piSeme v pred-
chazejicim vzorci vy misto vy.
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V piipadé prostori L£P(]0, 27 ]) je pro nas velmi dilezity pfipad p = 2. I v tomto ptipadé
je norma generovana skalarnim soucinem, ktery je pro komplexni funkce definovan rovnosti

(f.9) = / " fadt (1.28)

Pak pro odpovidajici normu zfejmé plati rovnost ||f|| = +/(f, f). Funkce f, g, pro které
(f,g) = 0, nazyvame (vzajemné) ortogondlni. DtleZity je poznatek, ze funkce u,(t) = ™,

n € Z, jsou na intervalu [ —7, 7 | vzdjemné ortogonalni v nasledujicim smyslu: pro m,n € Z

plati
(um 7un) _ / eimt eint dt = / ei(m—n)t dt =

—Tr —Tr

:/F(cos(m—n)t+isin(m—n)t)dt :{ gﬂ :Zig’

—T

(1.29)

Popsany poznatek stru¢né vyjadiujeme tvrzenim, ze funkce {u,}ncz tvofl na intervalu
[ —m, 7] ortogondlni systém.

Podobné lze ukazat, ze funkce {1,coskx,sinkx}2, jsou také vzajemné ortogonalni
napf. na intervalu [0,27], coz jednoduse vyplyva ze vzorcu, znamych ze stfedoskolské
latky

2cosa - cosb = cos(a + b) 4 cos(a — b) ,
2cosa-sinb = sin(a + b) — sin(a — b) , (1.30)

—2sina - sinb = cos(a + b) — cos(a — b) ;
z nich obdrzime nésobenim faktorem 1/2 a dosazenim mt za a a nt za b po tpravé

cosmt - cosnt = (cos(m + n)t + cos(m —n)t) /2,
cosmt - sinnt = (sin(m + n)t — sin(m — n)t) /2, (1.31)
sinmt - sinnt = (cos(m — n)t — cos(m +n)t) /2.

Odtud dostaneme integraci ptes interval [0, 27 | vétSinu vztaht, potfebnych pro zdivodnéni
ortogonality systému {1, cos kz, sin kx }2;; zbyvajici jsou trivialni.



Kapitola 2

Trigonometrické rady

V této casti se seznamime s terminologii a jednoduchymi vztahy, které budeme
v dalsim vykladu neustale pouzivat. Z teorie integralu vystacime zatim prakticky
jen s Riemannovym integralem.

2.1 Zakladni poznatky

Zékladnim objektem naseho vykladu je trigonometrickd rada. Je to fada funkci tvaru

a oo
30 + Z (ak cos kx + by, sin k:a:) , (2.1)
k=1
kde proménna x probiha R a jejiz koeficienty ag, a1, by, ... jsou redlna ¢isla. Nema valného

smyslu vySetfovat obecnéjsi pripad komplexnich koeficienti, vzdy 1ze totiz fadu rozlozit na
jeji redlnou a imaginarni ¢ast a vySetfovat je oddélené. Obé ¢asti jsou Ffadami typu (2.1)
s realnymi koeficienty.
Dosadime-li do trigonometrické fady za goniometrické funkce vyjadieni plynouci z Eu-
lerovych vzorcii
eix + e—ix eia: _ e—ia:

cosr =———, sinxr=———, (2.2)
2 21

dostaneme po uprave

1 > ap — lbk ik ap + lbk ik
- a _"_ —el X _"_ —efl ll?7
20 ; 2 2

takze po oznaceni

Qo A — 1bk ap + lbk
Co — —
2

o= T =Tt ke, (2.3)

lze (2.1) formélné zapsat v ,komplexnim tvaru“ jako fadu

> et (2.4)
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Podle obvyklé definice tato fada konverguje, pokud existuje vlastni limita

n
lim E cpet®.
n—oo

k=—n

Jevi se tedy ucelné studovat fady typu (2.4) s komplexnimi koeficienty ¢, k € Z a ptipadné
z jejich chovani odvozovat vysledky pro fady typu (2.1), nebo studovat pfimo nékteré
otazky pro fady (2.1) s redlnymi koeficienty ay, by, k € Ng, (by = 0).

Dale je ucelné definovat pro n € Ny analogicky jako u polynomi

T.(z) = % + Z(ak coskx + bysinkx), resp. T, (z) = Z cre. (2.5)
k=1

Tyto castecné soucty se nazyvaji trigonometrickeé polynomy. Pro rozliseni nékdy, jevi-li se
to vhodné, dodavame v prvnim pripadé v redlném tvaru a ve druhém pripadé v komplexnim
tvaru. Trigonometricky polynom 7, je stupné nejugse n-tého. Jestlize je |a,| + |b,| > 0, je
T, stupné pravé n-tého (kromé piipadu, kdy jsou koeficienty vesmés rovny 0).

Pokud vyjadiujeme polynom typu (2.1) ve tvaru (2.4), plati pro reélné koeficienty ay, by
rovnosti

ak:Ck—i-C_k,bk:i(Ck—C_k), c_p=¢, k=0,1,2,... (26)

Poznamenejme jesté, ze fada (2.1) je redlnou ¢asti mocninné rady
1 [e.e]
gk
5 + kgl(ak —ibg) 2",

dosadime-li do ni z = e, tj. 2¥ = (coskx + isinkz). Toho se ¢asto vyuziva pii scitani
konkrétnich trigonometrickych rad.

Pokud trigonometrické fada konverguje alespor v jednom bodé z R (jinak je vySetfovani
jejiho souctu nezajimavé), je tento soucet 2m-periodickd funkce. Proto budeme v dalsim
pracovat nejcastéji s 2m-periodickymi funkcemi nebo funkcemi definovanymi na intervalu
délky 27, které si predstavujeme periodicky rozsitené na R. Trigonometrické polynomy jsou
redlné nebo komplexni funkce z C(R), periodické s periodou 27.

Pro (linearni) prostor vSech spojitych 2m-periodickych funkeci na R budeme uzivat jiz za-
vedené oznaceni C(27). Podobné jsme zavedli (linearni) prostor £(27) vSech (t¥id) lokalné
lebesgueovsky integrovatelnych 2m-periodickych funkei na R a (linedrni) prostor R(27)
vsech lokalné riemannovsky integrovatelnych 27-periodickych funkci na R. Pfi pouziti ozna-
¢eni CC pro oznaceni vztahu byt podprostorem ziejmé plati

C(2m) CC R(2r) CC L(27).

Prostor £(27) uvazujeme vzdy s integralni normou, tj. pro f € £(27) klademe
I#1= [ 1rlat, (27)

zatimco na prostorech C(27) nebo R(27) mizeme kromé takto definované normy uzivat
téZ normu supremovou. V pripadé potfeby na to vSak vzdy upozornime.
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Priklad 2.1.1. Protoze je (pouzivame elementdrni poznatky z teorie funkci komplexni
proménné)

22 28

k
log(l—i-z):z——+—+-~~+(—1)k+1%+--~:

k
-1 k4—lfi_
5 T3 (1)

k
k=1
pro v8echna z # —1, |z| < 1, plati pro vSechna t € (—m, )

eit/2 4 git/2

) . t t
log (1+€") =log2 e’ = log <2 cos 5) +i 3

Odtud vyplyva porovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti

o

kt 2t 3t t
321(—1)’““% =cost — COZ + COZ —---=log <2 cos 5) :
= pSinkt sin2t sin3t ot
E (-1 —— =sint — 5 + 3 T35

B
Il
—

Avsak i rozvoj exponenciély (konvergentni v C) muZe vést k zajimavym vysledktim: miizeme
tak nalézt vzorce

cost

cost = e“*"gin(sint).

= €°" cos(sint),
k=0 ' k=0

Priklad 2.1.2. Jak jsme vidéli jiz v vodni ¢asti, trigonometrické fady nemusi konvergovat pro
zadné t € R. Vskutku, z nasledujicich dvou fad

o0 (e.¢]
Z cos kt , Z sin kt
k=0 k=0

prvni diverguje ve vSech bodech z R, protoze pro zadné t € R neplati cos kt — 0.
VysSetfeme jesté druhou fadu: pokud pro néjaké ¢ € R je sin kt — 0, pak také

sin(k + 1)t — sin(k — 1)t = 2sint coskt — 0.

Protoze vSak {cos kt}7° , nekonverguje pro zadné t € R, musi tedy byt sint = 0, tj. t = k7, k € Z.
V téchto bodech vsak fada zfejmé konverguje k 0.

Jestlize trigonometricka rada

[e.9]

Z cpel®t. (2.8)

k=—o00

konverguje stejnomeérnée k souctu f, je tato funkce limitou stejnomérné konvergentni po-
sloupnosti trigonometrickych polynomi a je tedy spojita. K jeji integraci pres libovolny
uzavieny interval [a,b] C R posta¢i uziti Newtonova nebo Riemannova integralu. To je
tfeba mit na paméti: tvrzeni formulujeme vzdy pro Lebesgueiiv integral a je na c¢tenari,
aby si uvédomil, za jaké situace vystacime se ,slabsim“ Riemannovym integralem.
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Odvodime jednoduchy vztah mezi funkci f a koeficienty trigonometrické rady. V Kapi-
tole 1 jsme ukazali, Ze definujeme-li skalarni souc¢in (komplexnich) funkei f, ¢ na intervalu
[ —m, ] pomoci vzorce

(f.9) = / " f(adt (2.9)

plati (1.29) a funkce u,(z) = €"*, n € Z, jsou na intervalu | —m, 7] vzdjemné ortogonalni.
Zvolme m € Z a pro fadu (2.8) spoc¢téme soucin (f, ™). Je

00 T oo

(f7 elmx) — ( 2 : Ckelkz’eflmx) — 2 : Ckel(kfm)m dr =
k=—o0 T k=—00
00 - 00
_ E Clc/ el(k—m):v dr = E Ck<elk$’ elmw) = 27Con
k=—o0 - k=—o0

z ¢ehoz dostaneme vzorec pro vypocet koeficientd pomoci souctu f
1 " —ima
Cm = — f(z)e dz, meZ. (2.10)
2 J_,

Stejnomérnd konvergence fady (2.8) ndm umoznila zaménit poradi integrace a scitani fady,
a tak integrovat ,¢len po ¢lenu“. S ohledem na (2.9) jsme tak ziskali explicitni vyjadieni
koeficientt ¢, pomoci f vzorcem (2.10). To nas vede k nésledujici definici:

Definice 2.1.3. Je-li f € L£(27) a &isla ¢, jsou pro funkci f a m € Z definovana vzorcem
(2.10), nazgvame c,, koeficienty Fourierovy fady funkce f (v kompleznim tvaru). Casto je

pak znacime symbolem f(m). Jsou-li v trigonometrické fadé (2.8) definovany pro f € L£(27)
koeficienty ¢, pomoci vzorce (2.10), nazyvame ji Fourierovou fadou funkce f a piSeme

Fty~= > Jlk)et (2.11)

k=—o00

Podobnym zptisobem lze postupovat ptimo pfi studiu fady v trigonometrickém tvaru.
Pomoci rovnosti (1.31) snadno zjistime, ze funkce {1, cos kz, sin kx }2; jsou ortogonalni na
intervalu [ —m, 7]. Je

/cos2lmdx:/ sinkxdr =7, keN,

a pokud rada konverguje stejnomérné a

f(z) = % + Z(ak cos kx + by sin kx) (2.12)
1

[e’e)
k=

lze vyjadrit analogicky a a by vzorci

1 [ 1 [
ak:—/ f(z)coskxdx, bk:—/ f(z)sinkzdzr , keN. (2.13)
ﬂ- —Tr

™ -7
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Specialné dostavame po dosazeni za f s ohledem na ortogonalitu

/_:rrf(:ic)dx :/:Tf(:zc)ldx :/_:%-1@5 .

coz vysvétluje vyhodu zépisu Fourierovy fady ve tvaru (2.12), nebot pak vzorec (2.13) pro
ay platiipro k = 0.

Definice 2.1.4. Je-li f € L(27) a ¢isla ax, k € Ny, b, k € N, jsou pro funkei f defi-
novana vzorcem (2.13), nazyvame ay, by koeficienty Fourierovy tady funkce f (v redlném
tvaru). Obvykle je ze souvislosti patrné, s jakym tvarem Fourierovy fady pracujeme, proto
koeficienty nazyvame struc¢néji Fourierovy koeficienty.

Poznamka 2.1.5. V dal$im se budeme zabyvat prevazné fadami vyse popsanych tvart; je
proto na misté si povSimnout, zda to nepfinasi do nasich tvah néjaka neprirozend omezeni.

Jestlize je lokalné integrovatelna funkce f téz 2p-periodicka s p > 0, nic podstatného
se neméni. Napf. v ,redlném pripadé“ jsou koeficienty Fourierovy fady f definovany pro
prislusna k vzorci

1 [P k 1 [P k
ap=— [ f(x) cos ——dz , b= —/ f(x) sin 2% dg | (2.14)
PJ_y p PJy p

a Fourierova fada méa pak tvar
kmt kmt
30+Z<akcosl+bksin%> : (2.15)

Posunutim se 2p-periodicita funkce neméni, tj. je-li funkce f 2p-periodicka a a € R, je
2p-periodicka i funkce

gt)y=f(t+a), teR

pro kazdé a. Jde-li nam o (lokalni) chovani periodické funkce f, lze posunutim dosahnout
napt. toho, ze studujeme chovani ,,posunuté” funkce v pocatku.

K definici Fourierovy fady 2p-periodické funkce f staci znat hodnoty f pouze na inter-
valu [—p, p| a pokud Fada konverguje, je jeji soucet 2p-periodicka funkce. Je proto pohodlné
pracovat vzdy s 2p-periodickymi funkcemi a piipadné funkci, ktera je definovana pouze na
intervalu (—p, p|, nahradit jejim 2p-periodickym rozsifenim na R. Ve zfejmém smyslu ana-
logicky pracujeme s funkcemi z C(2p), nebo z L(2p).

Nésledujici lemma ukazuje, ze integral 2p-periodické funkce pies jakykoli interval délky
2p dava stejny vysledek. Toho budeme dale vyuzivat. Zachézime-li pouze se spojitymi
funkcemi, vyplyva to jednoduse ze vztahu (derivujeme primitivni funkei k f)

d z+2p

@) de = fa o) - fa) =0,

Obecnéjsi piipad je disledkem tvrzeni:

Lemma 2.1.6. Je-li f € L(2p), potom pro redlnd c¢isla a < b a n € Z plati rovnosti

[ﬂv)dv :/a::pf(wdv, /_:f(v)dv :/;pr(v)dv.
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Dikaz. Je-li f € L(2p), pak pro kazda a,b € R a kazdé n € Z plati vzhledem k periodicité

f
b b+2np b+2np
/ f(fc)dSUZ/ f($—2np)dx=/ f(v)dv .

a+2np a+2np

Zvolme nyni libovolné a € R a v jiz dokdzané rovnosti polozme n = 1 a za a dosadme
a — 2p a za b dosadme a. Tak dostaneme druhou rovnost. [l

Predchazejici lemma se mj. uplatiiuje pii vypoctu Fourierovych koeficientti
2m-periodické funkce f € C(27), kde muzeme pracovat s Riemannovym integralem. Na
misté je vSak poznamka: Podle toho, jaky integral pouzivame, se Tidi i nasSe moznosti
vytvorit Fourierovu fadu pro danou funkci. Funkce tedy nemusi mit Fourieriv rozvoj,
pouzivame-li pouze Riemanntiv integral (viz nize).

Jedno dtirazné upozornéni: mame-li Fourierovu fadu funkce f € £(27), potom nésle-
dujici symbol ~ ve vztahu

o
ao .
E + Z ay, cos kt + by, sin kt)
k=1
vyjadiuje pouze to, Ze ¢y, resp. ay a by jsou uréeny pomoci vzorct (2.10) a (2.13) a je obecné
svelice daleko“ od rovnosti pro vSechna ¢ € R. Prozradime jiz nyni, ze r. 1926 dokézal
A.N. KoLMOGOROV (1903—-1987), Ze existuje takova funkce f € L£(27), jejiz Fourierova

fada diverguje pro vSechna t € R. Zatim pouze vime, zZe rovnost plati napf. pro takové
funkce f € C(2w), jejichz Fourierova fada konverguje stejnomeérné.

Poznamka 2.1.7. Uvedeme jesté maly komentar k oznaceni: Nékdy se hodi 2m-periodické funkce
interpretovat jako funkce na jednotkové kruznici X C C. Je-li F' funkce na K, potom funkce
f(t) = F(e'), t € R, je 2m-periodick4 funkce na R. Poznamenavame, ze pii piechodu od f k F
definujeme F na K tak, ze klademe F(z) = f(t), kde z = e'*. Zde miizeme brat napi. t € (—n, 7],
tj. t = arg z, nebo obecné t € Arg z, kde t je jakékoli redlné éislo, pro néz z = e'. Je-li F spojité na
K, je f € C(2m). Neékdy se pak pise f € C(T) (volba oznaceni souvisi s terminem torus). Funkce
f a F se pak Casto ztotoznuji, i kdyz jde o podstatné rozdilné objekty. My budeme pracovat
s funkcemi z C(27) a oznaceni s T se budeme vyhybat (byva interpretovano napt. jako libovolny
interval délky 27, napt. [—m, 7], nebo [0, 27 ] apod.).

S trigonometrickymi a Fourierovymi fadami je spojena fada vcelku prirozenych otéazek,
Zit podat uspokojivé odpovedl. Poznamenejme na tomto misté, ze pritazeni Fourierovych
koeficientt dané funkci zavisi podstatné na uzivaném integralu: Pracujeme-li naptiklad se
spojitou funkci f € C(2m), postaci nam ke spocteni jejich Fourierovych koeficienttt Rieman-
nuv integral. Obecnéjsi Lebesguetiv integral umoznuje ptitadit Fourierovu fadu i daleko
obecnéjsim funkcim. Zakladnimi otdazkami o Fourierovych radach jsou:

(a) Je kazda konvergentni trigonometricka fada zaroven Fourierovou fadou svého souctu ?

(b) Je-li pro f definovana jeji Fourierova fada, musi tato fada v néjakych bodech konver-
govat, a

(c) jaky je vztah souctu této Fourierovy fady k funkei f 7
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2.2 Stejnomérna konvergence

O stejnomérné konvergenci trigonometrické fady se patrné nejsnaze rozhoduje pomoci
Weierstrassova kritéria, pokud je lze pouzit. Jestlize trigonometricka fada v exponenci-
alnim tvaru (2.8), obecné s komplexnimi koeficienty ¢, konverguje v néjakém bodé t € R
absolutné, pak

kZ_mlckel’ﬂ = lim Z | ene®™ | = lim Z k| —k;m <o
Odtud jiz plyne jednoduché tvrzeni:

Lemma 2.2.1. Konverguje-li fada (2.8) absolutné alespori v jednom bodé t € R, konver-
guje absolutné a stejnomeérné na R a je Fourierovou Tadou svého souctu.

Stejné snadno ovérime, ze trigonometricka fada v goniometrickém tvaru

+ Z (a cos kt + by sin kt)
k=1

-0
2

s realnymi koeficienty ay, by, pro kterou je splnéna podminka

o0

> (lal +[bx]) < 00, (2.16)

k=1

konverguje absolutné a stejnomérné na R Pri préci s timto tvarem fady je vsak situace
> re ; sinkt z Poznamky 2.1.2 absolutne konverguje ve vSech bodecht = nm,n € Z, a presto
ve vSech ostatnich bodech z R diverguje.

Priklad 2.2.2. Snadno nahlédneme, Ze fada

o0
Zsin k'z
k=1

konverguje na husté mnoziné v R: je-li x = 27p/q, p,q € Z, ¢ > 0, potom sin k!lz = 0 pro vSechna
k > q a fada konverguje absolutné na mnoziné 27 Q husté v R. Ctenaf nechf si pov§imne, ze
koeficienty této fady nekonverguji k 0. Jak dale ukazeme, takova fada neni Fourierovou tadou
zadné funkce z L£(27).

Bez dtikazu uvedme, Ze trigonometricka fada (2.12) spliluje podminku (2.16), jestlize konver-
guje absolutné na mnoziné M C R, kterd ma kladnou Lebesgueovu miru. Toto tvrzeni dokazali
r. 1912 A. DENJOY (1884-1974) a N. N. LuzIiN (1883—-1950). Pro Fourierovy fady plati rizna
dalsi tvrzeni o absolutni konvergenci; srv. [5] a [85].

Pokud by kazda Fourierova fada konvergovala stejnomérné nebo absolutné, bylo by
vysSetfovani jejich konvergence jednoduché. Zpravidla vsak vyzaduje nasazeni kritérii pro
neabsolutni konvergenci: Shriime na tomto misté, co z Abel-Dirichletova kritéria pro kon-
vergenci Fourierovych tfad jednoduse vyplyva.

Jestlize lima,, = limb,, = 0 a tato konvergence je monoténni (bez jmy na obecnosti
je-li a, N\, 0, b, \, 0), fada konverguje bodové vSude s vyjimkou bodu x = 2nmw, n € Z.
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Konvergence je stejnomérna na kazdém uzavieném intervalu I, ktery neobsahuje body 2n,
n € Z. Pokud pracujeme se ,sinovou fadou“, tj. napt. kdyz koeficienty b,, jsou rovny az na
konecné mnoho 0, pak tato fada konverguje bodové dokonce vsude v R.

Fourierovy koeficienty lze vSak pocitat i pro nespojité funkce z £(27). MiZeme pro né
vytvorit jejich Fourierovy fady a zjisfovat, zda viibec v néjakych bodech konverguji. Nutnou
podminkou pro konvergenci fady (2.8) v bodé t € R je, aby cpe!*® — 0 pro |k| — oo, neboli
aby |cx| — 0 pro |k| — oo. Ukdzeme, Ze tuto podminku spliuji Fourierovy koeficienty
kazdé funkce f € L£(27). Nejprve v8ak pouZijeme dal$i omezujici predpoklady.

Véta 2.2.3 (Riemann, 1853). Necht f € R([a,b]). Potom

b

lim / f@®)e ™ dt =0.
|z| =00, z€R  J,

Dikaz. V pribéhu dikazu vyuzijeme nékterych poznatkt z teorie Riemannova integralu.

Je-li f = X[ap] charakteristicka funkce intervalu [a,b], pak pro kazdé x # 0 plati

b ) b 1 ) ) 2
‘ / f(t) eflzt dt ‘ — ‘ / efla:t dt ’ — ‘ _‘<efwcb o eflza> ‘ <=
a a —1r |ZE |

Odtud tvrzeni vyplyva pro tuto konstantni funkci f. Zrejmé také plati pro kone¢né linearni
kombinace takovych funkei, tedy i pro po ¢astech konstantni funkce (snadno nahlédneme,
Ze jak jsou definovany v koncovych bodech ,intervalt konstantnosti“ nehraje podstatnou
roli). Oznacime-li pro déleni

D={a=xy<x1 <+ <z, =0}

symbolem Y, charakteristickou funkci intervalu I = [z,_1,2), k = 1,... ,n—1 a y,
charakteristickou funkci intervalu I, = [z, _1, x, |, pak pfi standardnim oznaceni

my =1inf{f(¢t); t € I}, My =sup{f(t);t € I},

jsou dolni a horni souc¢ty pro f € R([a,b]) rovny integraliim po ¢astech konstantnich funkci
>k MieXks »p Miexk. Nyni snadno nahlédneme, ze kazdou spojitou, ¢ obecnéji kazdou
riemannovsky integrovatelnou funkci na intervalu [a,b] lze stejnomérné aproximovat po
¢astech konstantnimi funkcemi, a ze tvrzeni tedy plati pro kazdou f € R([a,b]). O

~

Disledek 2.2.4. Plati lim . f(k) = 0 pro kaZdou funkci f € R([—m,7]). Pro Fourie-
rovu tadu funkce f € R([—m,7]) ve tvaru (2.12) plati

lim ak:klim b, =0.

k—oo

Nasledujici tvrzeni je zobecnénim predchazejiciho; bézné se oznacuje jako Riemann-
Lebesgueovo lemma a popisuje Lebesgueovo zobecnéni veéty dokazané diive Riemannem.

Véta 2.2.5 (Riemann 1853, Lebesgue 1903). Necht f € L(R). Potom

lim / ft)e ™ dt =0.

|z|—o0
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Dikaz. Vétsi ¢ast prace na tomto dikazu jsme jiz odvedli pii ditkazu Véty 2.2.3. V kazdém
pripadé vsak nyni musime vyuzit nékterych poznatki z teorie integralu.

Je-li f spojitd funkce na R, kterda ma kompaktni nosi¢ spt f (pfipomenme, Ze nosic¢
funkce f definujeme jako uzavér mnoziny {z € R; f(z) # 0}), potom je spt f C [a,b] pro
néjaky interval [a,b] a tvrzeni pro ni plyne z jiz dfive dokdzané Véty 2.2.3. Systém vSech
spojitych funkei s kompaktnim nosi¢em v R tvoii linearni prostor Cx(R). Podle Véty 1.4.1
existuje k libovolnému ¢ > 0 takova spojita funkce g € Cr(R), Ze

=gl = ([ -gtopar)” <e.

—00

odtud jiz platnost dokazované véty snadno vyplyne standardni aproximacni technikou. Pro
f € L(R) plati

[ e <| [T o@-awy e ar] 4] [ owe ]
< /_: |f(t) —g(t)] dt + ’ /_Zg(t)e—ixtdt‘ _

Protoze druhy z integralt na pravé strané posledni nerovnosti pro |z| — oo konverguje
k 0 a v prvnim lze volit g tak, aby prvni integral byl odhadnut /2, je tvrzeni dokézano
pro funkce z £(R). Rozkladem na redlnou a imagindrni ¢ast dostaneme dikaz véty i pro
wkomplexni“ L(R). ]

2.3 Které trigonometrické rady jsou Fourierovy ?

Nebudeme se podrobnéji zabyvat konvergenci trigonometrickych fad, v tomto smeéru se
spokojime pouze s elementarnimi vysledky. Pfirozenou otazkou je, zda kazda (vsude) kon-
vergentni trigonometrickd fada neni jiz Fourierovou fadou. Odpovéd je zédporna a to nyni
dokézeme. Zacneme jednoduchym, avsak dileZitym prikladem:

Priklad 2.3.1. Predpokladejme, ze posloupnost {b;}7°, je nerostouci a konverguje k 0.
Déle necht je posloupnost {kby} omezend. Odhadneme pro vSechna ¢ € R nezévisle na
n € N ¢astecné soucty rady

> by sinkt . (2.17)
k=1

Protoze jde o soucet periodickych lichych funkei, staci se misto intervalu [—m, 7] omezit
na interval [0,7]. V krajnich bodech 0 a 7 jsou ¢leny fady vesmés nulové, sta¢i proto
odhadovat pouze pro 0 < t < 7.

Predpokladejme, ze |kby| < M < oo, k € N, a zvolme pevné ¢t € (0, 7). Ozna¢me m
celou ¢ast [r/t]. Pro 1 < n < m plati pro ¢astecny soucet fady

‘Zbksinkt’ < Zk‘bkt < Mnt < Mm.
k=1 k=1
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Je-li n > m, staci jesté provést odhad vyrazu |y 7 ., bysin k’t). Ze vzorce (3.13) vyplyva

’ Z Sinkt’:‘cost/2—cos(n—|—1/2)t—cost/2+cos(m+3/2)t B

W 2sint/2

| —cos(n +1/2)t + cos(m + 3/2)t 1
B ‘ 2sint/2 ‘ ~ |sin(t/2)]’

z ¢ehoz pouzitim odhadu (1.6) dostaneme

- 2b,, 2 1)by,
’ S bksinkt‘g b 2m 4 Db
| sint /2| (m+ 1)t

Z obou odhadi jiz vyplyva, Ze fada (2.17) mé absolutni hodnoty ¢asteénych souc¢ti odhad-
nuty konstantou M (7 + 2).

Nyni dokézeme jesté jedno pomérné jednoduché tvrzeni o Fourierovych koeficientech
funkci z L£(27).

Lemma 2.3.2. Je-li f € L(27) a {b}, k € N, je posloupnost Fourierovych koeficienti
funkce f uréené pomoci (2.13). Potom je fada Y -, bp/k konvergentni.

Diikaz. Polozme g,(t) = > ;_,(sinkt)/k, n € N. Tyto funkce jsou trigonometrické poly-
nomy a podle Abel-Dirichletova kritéria bodové konverguji k 27-periodické funkci g. Pro-
toze podle Prikladu 2.3.1 existuje 0 < K < oo takové, Ze je |g,| < K a g,(t)f(t) — g(t) (1),
teR,je Kf(t), t € R, integrovatelnou majorantou {g, f} a podle Lebesgueovy véty o ma-
joranté

~ [ swawar = tm = [>T e =S,

" k=1 k=1
coz jsme meéli dokazat. O]

Piiklad 2.3.3 (dulezity). Trigonometricka fada

Zsm I, (2.18)

ktera konverguje vsude v R, je trigonometrickou fadou, kterd neni Fourierovou fadou.
Podle predchézejiciho Lemmatu 2.3.2 by musela byt fada >~ by/k, tj. Tada

o0

—~ klogk

konvergentni. Tato fada vSak podle integralniho kritéria ziejmé diverguje (a tedy funkce
[, ktera je souctem fady (2.18), neni z L£(27)).

Je mozné, aby trigonometricka fada konvergovala stejnomérné na R, a pritom nebyla
absolutné konvergentni? Ano, to ukazuje nasledujici priklad:
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Priklad 2.3.4. Trigonometricka fada

je stejnomeérné konvergentni. Podle Lemmatu 2.3.2 jsou totiz castecné soucty rady
Y pe (sinkz)/k stejné omezené na R a 1/logk — 0; stejnomérnd konvergence je tedy
dusledkem Dirichlet-Abelova kritéria. Kdyby vySetfovana rada konvergovala v néjakém
bodé z € R\ {nm; n € Z} absolutné, tj.

i k;x] |

k=2

pak by konvergovala i ji majorizovand fada > -, (sin kz)/klog k, a tedy i fada

i 1 —cos2kx

= klogk

Na mnoziné R\ {n7; n € Z} fada >, ,(cos 2kz)/klog k konverguje. Odtud vSak plyne, ze

by pak musela konvergovat i fada -, 1/klog k. Nalezeny spor ukazuje, Ze vySetfovand
fada nekonverguje absolutné v zadném bodé z R\ {n7; n € Z}.

2.4 Fourierovy rady
Prosty nahled na vzorce (2.10) a (2.13) dava jednoduchy vysledek:
Lemma 2.4.1. Pro kaZdou funkci f € L(27) plati

70| < o= 171, ke

Diikaz. Snadno nahlédneme, ze plati

R 1 2 ) 1 2w 1
k)| <sup | — te_lktdt)<su — ) dt = — ,
[F | < sup |5 [y ar| <swp o [ 1@l = 510
a ze zobrazeni f — f(k) zobrazuje L£(2m) do prostoru omezengch funkci na Z. O

N 24

7 jiz dokazané Véty 2.2.5 dostaneme presnéjsi informaci. Jeji jednoduchy disledek dava
zékladni vlastnost koeficientis Fourierovy fady funkce z £(27):

Disledek 2.4.2. Pro koeficienty Fourierovy tady funkce f € L(2m) plati
f(k:)—>0 pro k| - 00 a ap — 0, by =0 pro k— 0.

Diikaz. S ohledem na vztahy mezi ag, by a ¢; stacéi tvrzeni zdivodnit pouze pro f(k:) = k.
Pro tento pripad je vSak disledkem jiz dokazané Véty 2.2.5. O
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Poznamka 2.4.3. Otazka, ktera trigonometricka fada je Fourierovou fadou, je zna¢né de-
likatni. Jak je uvedeno v [73], zatimco fada ) -, sin kt/ log k neni Fourierovou fadou, fada
> r, cos kt/ log k Fourierovou fadou je. Jiz r. 1875 dokézal P. D. G. DU Bo1s-REYMOND
(1831—1889), Ze je-li soucet trigonometrické fady f riemannovsky integrovatelnou funkci
na intervalu (—m, ), je tato fada Fourierovou fadou. Pozdéji r. 1912 dokézal analogicky
vysledek pro funkce z £(27) CH. DE LA VALLEE-POUSIN (1866 —1962); ptesné&ji: Pokud
trigonometrickd tada konverguje bodové vsude v R ke (konecné) funkci f € L(2m), potom
je tato Tada Fourierovou radou funkce f.

O fadéach podobného typu je zndmo obecnéjsi tvrzeni: Jsou-li {ar} a {bx} klesajici
posloupnosti kladnych cisel konvergujici k 0 a

a - > '
f(t) = EO—I—;akcosk‘t, g(t) :;bksmkt,

pak tyto tady jsou Fourierovymi fadami, pravé kdyz f,g € L(27).

To, ze mohou existovat vsude konvergentni trigonometrické rady, které nejsou Fourie-
rovymi fadami, bylo chapano jako jisty nedostatek Lebesgueova integralu. Motivovalo to
Denjoya k dalsimu zobecnovani integralu.



Kapitola 3

Fourierovy rady

V této kapitole si budeme vsimat jiz vyhradné Fourierovych fad, a to jak v realném,
tak i komplexnim tvaru. Seznamime se se zakladnimi vztahy a vzorci, které pro
nas budou mit v dalsim textu pomocny charakter.

3.1 Proc jsou Fourierovy ?

V obdobi do vydéani Fourierovy prace byl D. BERNOULLI (1700—1782) patrné jediny, kdo
byl hluboce pfesvédcéen o moznosti vyjadieni ,,jakychkoli“ funkci pomoci trigonometrickych
fad. K tomuto poznatku dospél pfi vySetfovani chvéni strun a pri snaze k vysledktim na-
1ézt uspokojivy matematicky model. Soudobi matematici vSak zili v zajeti predstav hrubé
charakterizovatelnych heslem ,,spojitost = existence analytického vyjadreni®, kterému Ber-
noulliho pfesvédceni hrubé odporovalo.

V&imnéme si nyni podrobnéji Fourierovy prace o Sifeni tepla [31], kterd méla velmi
slozity osud. J. B. FOURIER (1768 —1830) podal k posouzeni paiizské akademii véd r. 1807
svij Mémoire ... ; viz [29]. Vychézel z nékolika zakladnich principt:

(a) Prvotni pfi¢iny jevii nejsou znamy, ale jevy podléhaji jednoduchym zdkonitostem,
které l1ze odhalit pozorovanim.

(b) Fyzikalni problémy lze pfevést na problémy matematické a ty pak feSenim dovést ke
koneénym (numerickym) vysledktim.

(c) Matematika je stejné rozmanité jako pfiroda.

V praci Fourier velmi uspésné feSil nejen fyzikdlni, ale i matematické pro-
blémy. Od =zacatku vykladu ukazoval, Ze soudobé matematické nastroje a pro-
sttedky jsou nedostacujici. Pro nas je zajimava jen cast matematického aparatu,
ktery pouzival, a to podstatné vice nez problémy, které jim ftesil. Praci posuzovali
velmi znadmi matematici: P.S. LAPLACE (1749-1827), J.L. LAGRANGE (1736-1813),
S.F. LACROIX (1765—1843) a G. MONGE (1746—1818). Posudek nebyl pfiznivy, ne vSak
zcela odmitavy. I pro soudobé matematiky byla Fourierova prace natolik zajimava, ze se
rozhodli jeji tstfedni problém (vedeni tepla) vyhlésit jako hlavni téma pro velkou cenu
akademie pro r. 1912.

Prakticky stejné grémium pak praci, kterou Fourier podal po pfepracovani r. 1811,
prisoudilo tuto cenu. Na druhé strané byla v posudku obsazena kritika Fourierovy presnosti

39
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a uzitych metod. Prace nebyla publikovana v memoarech pafizské akademie a objevila se
v prepracované a rozsitené verzi az r. 1822.

Pro ilustraci uvedme trochu zjednodusené jeden z problémi, kterym se Fourier zabyval.
Slo o popis vedeni tepla v nekone¢né tenké ,,obdélnikové“ desce. V R? tuto oblast popiseme
jako mnozinu M = {[z,y] € R*; z > 0, —7/2 < y < 7/2}. Hledan4 funkce z = z(x,y) na
M méla vyhovovat podminkam

f(y) = 2(0,9), y € [—7/2,7/2] je sudé funkee, a
2(x,—7/2) = z(x,7/2) =0, z € (0,4+00),

a byt FeSenim (Laplaceovy) rovnice, kterd popisuje ustaleny stav

0? 0?
) (3.1)
ox?  Oy?

Prvni a nejdutlezitéjsi piipad, ktery fesil, byl f(y) = 1. Fourier hledal feSeni ve tvaru

z(z,y) = p(2)Y(y) (tomuto zplisobu Fesenti se fika metoda separace proménngjch). Z rovnice
(3.1) dostal

¢ (@) (y) + ()0 (y) =0,
a za predpokladu, Ze obé derivace ¢, ¥" nenabyvaji hodnoty 0, rovnici

plr) _ Y)

(,0”(1') ¢/I (y)
Leva strana predchazejici rovnosti zavisi pouze na x a prava zase pouze na ¥, jsou proto
konstantni (a neméni znameni). S ohledem na okrajové podminky ¢(—1) = (1) = 0 musi

bt

Y(y)
V' (y)

Fourier nyni polozil ¢ = 1/n? a dostal pro kazdé n € N obecn4 feseni

plr)

— —¢<0.
¢ () ‘

>0,

o(x) = 167" 4+ €™, Y(y) = czcosny + cysinny .

Protoze hledana funkce musi byt suda vzhledem k proménné y, dostaneme c; = 0. Déle
usoudil, Ze ¢; = 0, nebot s rostouci vzdéalenosti od zdroje tepla musi teplota konvergovat
k 0. Tak dospél k vyjadreni

z(z,y) = ce " cosny , (3.2)

kde konstanty c a n je tfeba urcit. ,,Obecné feseni“ popsal v analogii k obycejnym diferen-
cidlnim rovnicim jako ,nekonecnou linedrni kombinaci®

z(z,y) = are” ™" cosnyy + agze” "2¥ cosnay + aze” T cosngy + - -

Okrajova podminka ¢ (—7/2) = ¢(7/2) = 0 je splnéna pron; = 1, ny = 3, ..., a tak pro
obecnou sudou f po dosazeni x = 0 obdrzel

f(y) = ay cosy + ag cos 3wy + azcos 5wy + - -, (3.3)

coz je vyjadfeni f pomoci Fourierovy fady.
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Jeden detail. Fourier pro f = 1 hledal koeficienty rozkladu pomérné komplikovanym zpisobem,
a to fesenim ,nekonecéné soustavy rovnic o nekone¢né mnoha nezndmych“. Tuto soustavu obdrzel
postupnym derivovanim:

l=ajcosy+agcosdy +ascosdby +agcosTy +---

0=aysiny + 3assindy -+ Sagsindy + TagsinTy +---

0=ajcosy+ 3245 cos 3y + 52a3 cos oY + 72a4 cos Ty+---

0 = a1 siny + 33assin 3y + 53azsin by + Tassin Ty + - - -

Do této soustavy dosadil y = 0 a po slozitém vypoctu dostal napr. vyjadfeni a; pomoci nekonec-
ného soucinu tvaru

32 52 72 92
32_12 52 _12 72_12 92_12 7’

a)p =
analogickd vyjadieni obdrzel i pro as, as, ... Po zjednoduseni dospél k rovnosti

s 1 1

1= cosy — gcos?)y—&- 5cos5y—~--
Na tehdejsi dobu ptedvedl Fourier neoby¢ejny vykon! CH. E. PICARD (1856—1941) o tom poz-
déji napsal: Byl to ve své dobé odvdzny vyzkum a my v nem nemusime hledat presnost Zddanou
v dnesni dobé. V kazZdém pripadé bychom meméli zapomenout, Ze se Fourier jako pruni odvdZzil
resit nekonecnou soustavu rovnic o nekonecné mnoha nezndamych. V analyze je mnoho problémai,
které vedou na 1eseni takovych soustav. Poznamenejme, ze Fourier zcela moderné definuje konver-
genci funkénich fad, ale nezabyva se ji. U popsané fady jeji diikkaz prenechava c¢tenafi a podotyka,
Ze v intervalu (/2,37 /2) konverguje k —7/4, atd. Na jiném misté konstatuje, ze tato fada kon-
verguje pomalu. Uvadi i obvyklé vzorce pro vypocet koeficientt fady pomoci integralu, s nimiz
se dale sezndmime.

Cviceni 3.1.1. Pomoci vztahu (4) z Gvodni ¢asti odvodte ,eulerovsky“ pro vSechna z € (0,7)
formalné, bez hlubsiho zdivodnéni, vyjadieni

1_é<sinx+sin3x+sin5x )
N 1 3 5 '

Podobné odvodte pro vSechna z € (7/2,7/2)

1 3+5

1 4 (cosx cos3x = sindz )
Pozdéji, az budeme mit dokdzanu tzv. Fejérovu vétu, tyto vzorce dostaneme velmi jednoduse
nzadarmo*.

Cviceni 3.1.2. Opakovanou integraci odvodte ze vzorce (5) z iivodni ¢asti s dosazenou hodnotou
Coy = 7% /6 vzorec

o
coskx 2t wxd w2 oot

= T = 4 — 3.4
— k4 48+12 4 +90’ (34)

ze kterého vyplyva » 2, k=% = 7%/ 90. Hodnotu integracni konstanty uréete obdobné jako pii
odvozovani vzorce (5) dosazenim z = 7/2 a x = 7.
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Nyni ukazeme, ze vzorec (4) z tvodni ¢asti je jednoduchym piikladem Fourierovy fady
nespojité funkce f, takze tato rada nekonverguje stejnomérné; proto na ni tivahu o stejno-
meérné konvergenci nemtizeme pouzit.

Priklad 3.1.3. Oznacme f(x) = (1 —x)/2, x € (0,27), a spo¢téme Fourierovy koeficienty
funkce f, resp. jejiho 2m-periodického rozsiteni na R. Pro k = 0 je ziejmé

1 ™
= — t)dt =
o= | SOt =0,

protoze f je licha integrovatelna funkce. Pro k # 0 je

1 (7o —t

—ikt
= — dt = 3.5
“=or ). T2 € (3:5)
1 —t —ikt 1 L 1 —ikt 1
WY NCHICT T S
2r 2 —ikli=—x 2w J__ 2/ \ —ik 2ki

Protoze ar, = ¢, + c_, = 0, by = i(cx — c_x) = 1/k, je

sin kx

k )

m™T—X

2

NE

~
~

ey
Il

1

ale to je zatim vsSe, co mizeme o fadeé tici. Je vsak zfejmé, Ze ve vSech bodech tvaru x = n,
n € Z, je soucet fady roven f(x) = 0.

3.2 Trigonometrické polynomy

V této casti si blize vSimneme vlastnosti systému vsech trigonometrickych polynomi,
zejména jejich vztahu k prostorim spojitych a integrovatelnych funkci. Pokusime se rov-
néz pomoci srovnani ukazat, jak 1ze pouzitim vhodného zapisu pracovat vyhodnéji, pokud
chceme ,specifické“ tvrzeni. Pfi prvnim ¢teni lze tuto ¢ast vynechat zejména pokud c¢tenar
jiz nékdy absolvoval néjaky diikkaz Weierstrassovy véty.

Lemma 3.2.1. Soucet a soucin trigonometrickjch polynomi (tedy také i mocnina trigo-
nometrického polynomu s exponentem k € Ny) je opét trigonometricky polynom. Systém
T wvsech trigonometrickych polynomai tvori algebru. Posunutim o a € R prejde trigonome-
tricky polynom T'(t), t € R, opét v trigonometricky polynom T(t + a), t € R.

Dikaz. Pokud pracujeme s exponencidlnim vyjadienim, je trigonometricky polynom konec-
nou linedrni kombinaci funkei e* tvaru Y cxe'* s komplexnimi koeficienty ;. Odtud
je tvrzeni ziejmé, snad s vyjimkou ¢asti o posunuti. Ta plyne z toho, ze rovnost

e+ — ( Ch eika) . okt
aplikujeme na jednotlivé ¢leny polynomu. O]

Poznamka 3.2.2. Predchéazejici tvrzeni platii pro polynomy v ,trigonometrickém tvaru“
s realnymi koeficienty ay, by; dikaz je opét snadny, staci si uvédomit platnost vzorcu ze
stfedoskolské latky. Tvrzeni o soucinu si staci rozmyslet pro dva cinitele. To vSak vyplyne
ze vzorcu (1.29) a(1.31), které jsme jiz pfipominali. Koneéné tvrzeni o posunuti je disled-
kem souc¢tovych vzorci pro sin(t+a) a cos(t+a). Celkové je to patrné jednodussi nez préace
s podminkou symetrie c_, = ¢ z (2.6).
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Dusledek 3.2.3. Systém 7, vsech trigonometrickych polynomi stupné mejvyse n-tého
tvort linedrni podprostor prostoru 7T ; pokud znacime symbolem CC wztah byt podpro-
storem linedrniho prostoru®, je T, CC T CC C(T).

Budeme-li na prostoru C(27) pracovat s normou, plati

11} = [[fllee = sup{[f(£); ¢ € I},

kde I je libovolny interval délky alespon 2. Pti uziti jiné normy to vzdy explicitné uvedeme.
Pfipomenme, ze pokud f,, € C(27) a posloupnost { f,} stejnomérné konverguje k funkci f,
je nutné f € C(2m). Plati téz ziejmé inkluze

T CC C(2m) CC Lo(27).

Dalsi analogie mezi polynomy a trigonometrickymi polynomy se tyka stejnomérné aproxi-
mace.

Poznamka 3.2.4. Obé véty, tj. klasickou o stejnomérné aproximaci (komplexni) funkce na uza-
vieném intervalu [a,b]| ,obyéejnymi“ polynomy i tu, kterou nyni dokdzeme, publikoval Weier-
strass v praci [82] z r. 1885. Véty nejsou nezévislé, z kterékoli z nich lze dokazat tu zbyvajici,

..........

tzv. Fejérovy véty. Pro zajimavost uvedeme elementarni ponékud pracny klasicky dikaz.

Véta 3.2.5 (Weierstrass 1885). Necht f € C(T) a necht ¢ > 0. Potom existuje trigo-
nometricky polynom T, pro ktery je || f —T|| < e.

Diikaz. Budeme provadét elementarni tivahy zalozené na vlastnostech trigonometrickych poly-
nomtl, popsanych v Lemmatu 3.2.1. Nejprve dokdzeme Castecny vysledek, ktery ndm pak pomuze
dokézat obecné tvrzeni: Ke kazdému ¢ > 0 a kazdé funkci f € C([0,7]) existuje trigonometricky
polynom T, ktery je sudou funkci a pro ktery je |f(t) — T'(t)| < € pro vSechna ¢t € [0, 7].

Funkce z +— f(arccosz), x € [—1,1] je spojitd, takze existuje takovy polynom Y }_, arz”
stupné n € N, pro néjz

n
‘f(arccosx) - Zakxk’ <e.
k=0
Polozime-li x = cost, dostaneme pro vSechna ¢ € [0, 7]
n
‘f(t) - Zakcoskt‘ <e,
k=0

kde soucet je zfejmé sudym trigonometrickym polynomem. Nyni jiz prejdeme k dikazu vyslovené
véty: Je-li f € C(27), rozlozime ji na sudou a lichou ¢ast

sy = {OHICD SO - 5D,

Funkce g1(t) = (f(t) + f(—t))/2 a g2(t) = sint - (f(t) — f(—t))/2 jsou obé& sudé, a tak k danému
€ > 0 existuji trigonometrické polynomy 717, 15 tak, ze

e =T < 7. k=12 a te[0n].
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Protoze gi 1 Tk, k = 1,2, jsou sudé funkce, plati nerovnost i na intervalu [ —m, 7 |. Tyto funkce jsou
vsak i 2m-periodické, a tak nerovnost plati pro vSechna ¢t € R. Odtud vyplyva, Ze trigonometrické
polynomy

Ts3(t) = Ti(t)sin?t a Ty(t) = Th(t)sint
aproximuji s presnosti £/4 funkce g (t)sin?t a go(t) sint, takze pro jejich soucet
g1(t)sin?t + go(t) sint = f(t)sin®¢
dostavame pro Ts = T3 + T4 odhad

| F(t)sin2t — Tx(1)] < g

Pfipomernime, Ze jsme v této vaze pracovali s libovolnou funkei f € C(27). Analogicky lze k libo-
volné 2m-periodické funkci g : t — f(t — 7/2), t € R, nalézt trigonometricky polynom Tg tak, ze
pro T7(t) = Te(t + 7/2)

| f(t)cos®t — T (t) | = | f(t) cos® t — To(t + 7/2)| = |g(t) sin® t — Ty(t)| < g .
Konec¢né pro Ty = Ts + T7 dostaneme pro vSechna t € R
| f(t) — Ts(t)] = | £(t) (sin®t + cos? t) — Tx(t) — Tx(t)| < €,
¢imz je dtkaz tvrzeni dokoncen. O

V dalsi vété budeme silné vyuzivat poznatk z teorie integralu. Pfipomenme, ze z vlast-
nosti stejnomérné konvergence a predchazejici véty vyplyva hustota systému vsech trigo-
nometrickych polynomu v prostoru C(27) i v pfipadé, Ze je uvazujeme jako podprostory
L,(2m) s normou || . ||. DokadZeme vSak jesté vice. Plati nasledujici tvrzeni.

Véta 3.2.6. Necht1 < p < oo, e >0 anecht f € L,(21). Potom existuje trigonometricky
polynom T tak, Ze | f —T ||, <e.

Diikaz. Uvedeme strucny popis jednotlivych kroki dikazu. Uvédomime si, Ze stac¢i nalézt
spojitou funkei g na intervalu [ —m, 7], pro kterou g(—m) = g(m) a tuto funkci periodicky
rozsitit s periodou 27 na R. Tuto funkci g pak aproximujeme trigonometrickym polynomem
T podle Véty 3.2.5 tak, aby napt. platila nerovnost ||g — T||, < €/4.

Funkci f € Li(27) nejprve aproximujeme jednoduchou omezenou funkci g; tak, ze

[ 150 - a@ra =i -alp < E/ar,
Funkci g; dale aproximujeme pomoci Luzinovy véty (srv. [71], Véta 2.23) a sestrojime
spojitou funkci go s kompaktnim nosicem tak, Ze mnozina

{xe[-mn]; gi(x) # g2(2)}

bude mit tak malou miru, aby platilo ||g1 — ¢2||, < ¢/4. Kone¢né definujeme spojitou
funkci g na intervalu [—m, 7] tak, Ze g = go na [—m,m — 0], 0 < § < 27, a g je linearni na
intervalu [7 — ¢, ], pfi¢emz g(7) = g(—m). Pfitom pouZijeme mozné volby ¢ k tomu, aby
lg2 — gll, < /4. Zbytek je dusledkem trojihelnikové nerovnosti. O



3.3. DIRICHLETOVO A FEJEROVO JADRO 45

3.3 Dirichletovo a Fejérovo jadro

V této casti zavedeme funkce, které se nazyvaji obvykle Dirichletovo a Fejérovo jadro, a shrneme
jejich vlastnosti, které budeme v dalsim vykladu potiebovat. Jak ukazeme pozdéji, Fejérovo jadro
ma ,lepsi* vlastnosti.

Hodnotu castecného souctu prvnich n + 1 ¢leni Fourierovy fady v bodé x € R budeme
znadit s, (f, x), tj.

+ Z(ak cos kx + by sinkx) = Z c ef (3.7)

k=1 k=—n

Sn(f,:B) = %

Budeme se snazit najit podminky, které zaruc¢i pro dostatec¢né sirokou t¥idu funkei f kon-
vergenci s, (f, x), dle moznosti pfimo k hodnoté f(z), a to nejen ve smyslu oby¢ejné konver-
gence, ale i ve smyslu jednoduchych sé¢itacich metod. Proto bude pro nas dilezité vyjadrit
sn(f, ) v takové formé, abychom mohli s s, (f, ) jednoduse pracovat. Zavedeme proto dvé
dulezité funkce (jadra), které nam takové elegantni vyjadfeni s,(f,z) umozni. Budeme
pracovat s Dirichletovym jadrem D,, a Fejérovym jadrem K,. Oznac¢ime-li pron € N

Dy(t) =5 > et (3.8)

k=—n

lze ¢asteény soucet s, (f, z) Fourierovy fady funkce f v bodé x vyjadrfit ve tvaru

wlfr)= 3 et = zn: (% / : ) et )b =
:/( Ze””) /f Wz —t)dt |

takze plati vzorec

/f Wz — 1) dt (3.9)

Podobné pro vyjadieni primeért posloupnosti ¢aste¢nych souctii zavedeme oznaceni

on(fix) =1/(n+1) >, _, sk(f, ). Snadno nahlédneme, ze

/ FOK(x — 1) dt | (3.10)

kde jadro K, je vyjadfeno pomoci jader D,, vzorcem

K, (z) = ! > Di(x). (3.11)

n—i—lk:O

Pravé ,zprimérovani“ je pticinou podstatné odlisnych vlastnosti obou jader. VSimneme si
nejprve vyjadfeni Dirichletova jadra, avsak pfed tim uvedeme nékolik poznamek.

Poznamky 3.3.1. (a) Znovu pfipomindme, Ze pojem Fourierovy fady je podstatné spjat
s uzZivanym integralem. Pti pouziti Lebesgueova integralu miizeme Fourierovu radu vytvorit
pro podstatné Sirsi t¥idu funkei f, nebot koeficienty ay, by, a ¢ jsou definovany praveé pomoci
integralu, jehoz existence zavisi na f.
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(b) Velikost periody neni pfili§ podstatna: mizeme analogicky pracovat téz se systémem
funkei {1, sin(2knz), cos(2knx)}, k € Z, které jsou 1-periodické, nebo pro [ > 0 s funkcemi
{1,sin(2kmx /1), cos(2knzx/1)}, k € Z, které maji periodu .

(c) Existuji-li integraly definujici Fourierovy koeficienty f, pak pro sudou funkci f plati
b, = 0 pro vSechna k € N a podobné pro lichou funkci f je a; = 0 pro vSechna k € Ny. To
hraje roli naptiklad pii formulaci piikladi typu: ,, ... rozvedte v sinovou tadu funkci f*
nebo ,, ... rozvedte v kosinovou fadu®, apod. S takovymi formulacemi, které je tfeba chapat
prikladi a cviceni.

(d) Budeme uzivat oznaceni J/C\(/{Z) pro ¢, k € Z; je z néj patrné, s jakou funkci pracujeme
a pozdéji vede ke zvyraznéni forméalni souvislosti s Fourierovou transformaci funkce f

fA(DS)Z%/_ f@)e™dt, x€(0,00).

Pro snadné vyjadieni Dirichletova a Fejérova jadra se ndm budou hodit nékteré ele-
mentarni vzorce. Z Moivreovy véty vyplyva pro vsechna n € N rovnost

n n n
g el — E cos kx +1i g sinkx ;
k=1 k=1 k=1

snadno nahlédneme, ze také

i S oit/2 _ gi(n+1/2)x
£ © 1 oz o-ia/2 oin/2 _ o—in/2
[cos(n +1/2)x +isin(n + 1/2)x] — [cosz/2 +isinz/2]
B 2isin z/2 B
[sin(n +1/2)x —sinx/2] +1i[cosx/2 — cos(n + 1/2)x ]
B 2sinx/2 '

Odtud dostaneme vzorce

= sin(n + 1/2)z — sinx/2
n = kx = 5 12
Ch(x) ,;1 cos kx Ysin )2 (3.12)
. _ cosx/2 —cos(n+1/2)x
Sn(x) == kgl sinkz = Ssnz/2 , (3.13)

které plati pro z € R\ {2n7; n € Z}, resp. kratéeji x € R\ 27Z (posledni ,soucin® chapeme
,MNozZinove*).

Dusledek 3.3.2. Z (3.12), (3.13) plynou pro vSechna n € N a z € R\ 27Z odhady

- 1 - 1
k:‘<—, ‘ k;)<— 3.14
‘;“’S I = Tsin(z/2)| ;Sln 1= Tsin(z/2)| (3:14)

Je vhodné si povSimnout, ze druhy ze soucti je pro kazdé x € R omezeny nezavisle na
n € Ny: pro = 27k jsou totiz ¢asteéné soucty fady » ,-, sin kz vesmés rovny 0. Odhad je
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zavisly na z, stejnomérny odhad vzhledem k x € R nalézt nelze. Na druhé strané vsak na
kazdém kompaktnim intervalu I neobsahujicim nasobek mm, m € Z, lze soucty odhadnout
nezéavisle na x € I. Podle Véty 1.2.7 za predpokladu, ze nerostouci posloupnosti {a}, {bx}
konverguji k 0, je konvergence fad > ;- agcoskz a Y - bysinkzr na kazdém takovém
intervalu I stejnomérna.

V dalsim budeme mnohokrat pouzivat vyjadieni z néasledujiciho tvrzeni:

Lemma 3.3.3 (Dirichletovo jadro). Dirichletovo jidro D,, n € Ny, md ndsledugjici
vlastnosti:

(a) Dy ( +Z ke 4 ﬂkr)) = <%+icosk‘x> =

_ _sin(n + 1/2)

2 sinz/2 = (1/2)(sin(nz)-cotg(x/2) + cos(nz)) ,

pricemz vyjadrent na druhém tdadku maji smysl pouze pro x € R\ 277,
1 s
(¢) Dy(z) = D,(—x) pro vSechna x € R\ 27Z,

(d) Du(z) < 2n+1

pro vdechna © € R\ 277Z,

(©) D) < o=,z € 0.1

Diikaz. Prvni dvé rovnosti v (a) plynou z definice jadra (3.8) a Eulerovych vzorci (2.2).
Z tohoto vyjadteni téz vidime, ze D,, jsou vesmés sudé funkee, plati tedy (c).

Vyjadfeni na druhém fadku v (a) dostaneme tpravou ze vzorce (3.12) nebo z druhé
rovnosti v (1.30) dosazenim (k + 1/2)x za m a (k — 1/2)x za n. Dostaneme tak pro volbu
k=1,2,... n rovnosti

: 1 : 1 . T
sin </<: + §>m — sin (k - §>x = 2 cos(kx) sin 3

a jejich sectenim spolu s vyuzitim ,teleskopic¢nosti“ souc¢tu vzorec

1
sin <n—|— 2>x—sm— = sin — < ZCOS]CQS)

Levou stranu jesté upravime pomoci druhé rovnosti v (1.30) a po dalsi jednoduché upravé
obdrzime s pfihlédnutim k jiz odvozenému vyjadieni D,

1 z 1 - T
sin ( k —)x:2sin—<— coskx) = 2sin — D, (z). 3.15

( * 2 2 \2 + kz; 2 (@) ( )
To jiz pro x € R\ 2nZ dava tfeti rovnost. Dalsi rovnost dostaneme z (3.15) rozepsanim
levé strany pomoci souctového vzorce pro funkci sinus a upravou, ovsem opét pouze pro
x € R\ 27Z.
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Konstantni funkce f = 1 je prvkem trigonometrického systému, jehoz prvky jsou vza-
jemné ortogonalni. Odtud plyne

1 (7 1 [T dx
| D (x)dz == | ===1
w/_w (z) dz w/_W 2

pro v8echna n > 0; tim jsme dokézali rovnost v (b). Odhad v (d) vyplyva z ,kosinového“
vyjadieni D,, v (a). Konecné snadno nahlédneme, ze funkce sin je na intervalu [0,7/2]
konkévni, takzZe je na tomto intervalu zdola odhadnuta funkci 2z /7. Proto je

SlmE < >/2— x e (0,7], (3.16)

7 ¢ehoz uz snadno obdrzime

sin((n +1/2)z < L _ T (3.17)
2sin(z/2) 2-x/m 2
Tim jsou vsechna tvrzeni lemmatu dokazana. O

Cviceni 3.3.4. Odvodte analogicky z odhadii (3.14) jako jednoduchy diisledek tyto odhady:
|Sp(x)| <7/2x, z € (0,7], a |Dy(zx)|<w/2z, z€ (0,7], (3.18)
které nam i v dalsim budou uzite¢né.
Priklad 3.3.5. Ukazeme si, jak odvodit tvar Dirichletova jadra z vyjadreni
Qo . .
sp(f,x) = 5 1 ;(ak cos kx + by, sin k)

a vzorcu pro Fourierovy koeficienty (2.12). Po dosazeni dostavame

sn(f,z) = 1dt+z f cosktdt)coska:—i—z - ()sinktdt)sinkx:
k=1

/f +Z cosktcoskx+51nk:ts1nkx)>d =

/f +Zcosx—t) f() n(x —t)dt,

coz dava jiz odvozeny vzorec.
Lemma 3.3.6 (Fejérovo jadro). Fejérovo jadro K, n € Ny, ma ndsledugjici vlastnosti:
2
I o« 7] . 2 sin ((n + 1)z/2)
a) K,(r) =2 1— eVt = ,
(2) (z) ZZ( n—i—l) (n+1)< 2sin (z/2)

j=—n

kde druhd rovnost plati pouze pro v & 277 ,

1 ™
S Ky (2)dr =1,
7T/_7r (x)dx
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(c) K,(z) = K,(—x) pro vSechna x € R\ 27Z

1
(d) 0< K,(z) < % pro vSechna x € R\ 277

7T2

() 0< K, (x )_W,

xz € (0,7].

Dikaz. 7 definice Dirichletova jadra plyne pro n > 0
1 - ikx
ORSICE SUICED 9D SEEEE) SIS RS
k=0 ]_— =—n

coz dava prvni ¢ast (a). Posledni rovnost nejsnaze nahlédneme z néasledujiciho schematic-
kého rozpisu vyrazu za prvni sumou:
(610m +

elO:c + e11x+e—11x+

elO(L‘ + ellx+e—11r+ 612r+e—12z 4

N —

eiOx + eilx _'_efilx_i_ ei2x +efi2x+ . +ein:r: _i_efinx) .
’
zde se vyskytuje €% v prvnim sloupci (n+1)-krat, e'* a e je obsaZeno ve druhém a tietim
sloupci n-krat, atd., az kone¢né €™ a e " jsou v poslednich dvou sloupcich jedenkrat.
Toto schema ¢ini posledni rovnost velmi nazornou.
Pro dikaz druhé rovnosti v (a) vyjdeme z vyjadieni (3.11), z néhoz plyne

(n+1 Z D (3.19)

dosadime-li za Dy(x), k = 0,...,n, ,sinovd“ vyjaddfeni z Lemmatu 3.3.3, dostaneme po
vynasobeni vzniklé rovnosti faktorem 2 sin?(x/2)

n

2 (n+ 1)sin?(z/2) K, (x) = Z sin ((k + 1/2)z) sin(z/2) .

k=0

Souciny, které s¢itdame na pravé strané predchézejici rovnosti, upravime pomoci tietiho
vzorce v (1.30) na tvar, ve kterém vyuzijeme teleskopi¢nosti kone¢ného souctu. Tak po-
stupné dostaneme

~ coskr —cos(k+ 1)z 1—cos((n+1)z) x
Z 5 = 5 = sin ((n + 1)§> :

z ¢ehoz jednoduchou upravou plyne zbytek (a) a zaroven téz i (c).

k=0
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Rovnost (b) plyne z definice K, a z Tvrzeni 3.3.3 (b). Z vyjadfeni Dirichletova jadra do-
stavame z Tvrzeni 3.3.3 (a) ,hrubym® odhadem |Dy(z)| < (2k+1)/2, takZe pro nezdporné
Fejérovo jadro K,(x) je

n

(n+ 1)K, (z) = kZ:ODn(J:) < %kzzo (2k+1) = w :

odtud jiz snadno plyne (d). Protoze jsme pro z € (0, 7] odvodili odhad (3.16), dostavame
jeho uzitim

O<K()<<7T>2 ! 0<z<

W) < =) 70—, x <.

- x/ 2(n+1)

Tim jsou vsechny vyse uvedené vlastnosti jadra K, dokazany. O

Poznamka 3.3.7. Néktera vyjadieni jader budi podezieni, ze mohou byt obé jadra v okoli
bod, které vylu¢ujeme (,nulové body jmenovateli*), neomezena. Vyjadfeni pomoci kosini
v Lemmatu 3.3.3 a vyjadreni K,, pomoci D, vSak ukazuji, ze obé jadra lze ve skutecnosti
spojité rozsirit na R.

Casto se proto uzavird tmluva (nékdy i micky!), ze se za jidra povazuji pravé tato
spojita rozsiteni i v pfipadé vyjadreni, ve kterych jsme body tvaru 277Z vyloudili. Pozna-
menejme jesté, ze vsechny tvary jader nebudeme vyuzivat, uvedli jsme je zejména proto,
aby Ctenar vidél, jak se vypocty v oblasti teorie Fourierovych fad provadéji. Podotykame,
Ze rizna vyjadfeni nejsou samoucelnd, pii provadéni vypocti miize byt jiny tvar jadra
velmi uzitecny.

Tim uzavieme pripravné tvahy pro vysetfeni bodové konvergence Fourierovy rady. Bu-
deme se ji vénovat v nasledujici kapitole. Z historického hlediska Slo o relativné slozity
problém, ktery vyzadoval vytvoreni nového aparatu pro vysSetfovani konvergence neab-
solutné konvergentnich fad. Konvergencni kriteria pro tento typ konvergence se objevila

vvvvvv



Kapitola 4

Bodova konvergence Fourierovy rady

V této kapitole si podrobnéji vSimneme otazek konvergence Fourierovy fady a doka-
Zeme nékterd tvrzeni o jeji bodové konvergenci.

4.1 Nejjednodussi pripad
Pfipomenme, Ze pro funkci f € £(27) jsme jiz dokazali, Ze plati
|fA(k)| — 0 pro |k| — +oo.
Tvrzeni 2.2.5, ze kterého jsme tento poznatek odvodili, a¢ byva ,skromné“ nazyvano

Riemann Lebesgueovo lemma je ve Skuteénosti velmi dﬁleiitym a silnym tvrzenim. V jeho

T

rovy fady. Dokazeme jednoduchou variantu takového tvrzeni, diikaz vsak 1ze dale bez rela-
tivni ztraty jednoduchosti zobecnovat; srv. [38]. Dtikaz je proti klasickému kratsi a umoz-
nuje jiny pohled na problematiku konvergence Fourierovych fad, ale je zejména pii prvnim
studiu této problematiky , méné prihledny“.

Tvrzeni 4.1.1. Necht f € L(27) a necht t € R je takovy bod, ve kterém ma f vlastni
derivaci f'(t). Potom pro ¢astecné soucty Fourierovy tady plati

sn(f,t) — f(t) pro n — +o0.

Diikaz. Budeme pracovat s exponencialnim tvarem Fourierovy fady. Jestlize funkce f je
z L(27) a f(k) jeji k-ty Fourieriv koeficient, definujeme pro m,n € N

Sman(f,1): Zf e

k=—n

tak jen nepatrné zobectniujeme ,symetrické soucty“ a dokazeme tedy o trochu vice, totiz ze
Sman(f 1) = f(t) pro m,n — +oo.

Rozmyslime si dtikaz pro t = 0 a f(t) = 0, ktery diky této volbé bude formalné velmi
jednoduchy. Tato redukce je bez ztraty obecnosti mozna diky tomu, Ze zavislost s, (f,?) na

o1
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funkcich je linearni, a ze po posunuti je vznikla funkce opét z L£(27). Protoze nyni plati
f(0) =0 a f'(0) je vlastni, existuje pro funkci

g(x) = = =—i . | (4.1)

konecna lim, .o g(z) a g je tudiz v okoli bodu 0 omezena. Proto lezi g také v L(R). Jelikoz
je f(x) = (e —1)g(z) = e®g(x) — g(z), snadno nahlédneme, 7e pro Fourierovy koeficienty
funkce f plati

-~

f(k) =gk —1) —g(k). (4.2)

Odtud vsak vidime, ze Fourierova fada funkce f je ve zfejmém smyslu teleskopickd. Proto
plati podle Dusledku 2.4.2

Sman(£,0) = Y f(k) =G(—n —1) = G(m) — 0= f(0) pro m,n — +oo,

k=—n
¢imz je dikaz dokoncen. O

Poznamky 4.1.2. 1. Jiz pfedchazejici Tvrzeni 4.1.1 ndm umoznuje v jednoduchych piipadech
rozhodnout o bodové konvergenci Fourierovy fady. Tak napf. Fourierova fada funkce z Pri-
kladu 3.1.3 konverguje k této funkci ve vSech bodech R a vzorec (4) z uvodni kapitoly plati
pro vSechna ¢ € (0, 27).

2. Ze vztahu (4.1) je zfejmé, ze pro omezenost funkce g v okoli nulovych bodu jmenovatele staci
omezenost
f(z) — f(0) f(x) — f(xo)

, Tresp.
z—0 T — X0

v néjakém okoli bodu 0, resp. zg.

Priklady 4.1.3. 1. Polozime-li f(x) = z, x € (—m,7), je 2mw-periodické rozsifeni f; této funkce
definovano na R\ {z; © = 2km, k € Z} a je to licha funkce, lezici v £(27). Proto bude platit pro
Fourierovy koeficienty f; rovnost ax = 0, k € Ny, zatimco pro k € N je

2 [T 2 k
bk:/ rsin kx dz _ _Lreoshr
0

T T k

T ™ 2(=1 k+1
— coskxdxr = (=1)
x=0 k’/T 0 k

Proto, vzhledem k diferencovatelnosti f; na R\ {z; z = 2kw, k € Z}, plati na této mnoziné

[ee)
(—1)*+Lsin kt sint sin2t sin3t
£ =2 — ( _ . ) ‘
A =23 12 3

k=1
Snadno téz nahlédneme, ze ve zbyvajicich bodech ¢ € R konverguje tato fada z definice k 0.
2. Podobné pii analogickém oznadeni, ale jiz trochu rychleji, pro funkci f(z) = 2%, z € (—7,7) a
jeji 2m-periodické rozsireni f; dostaneme

2 [T, 203 |7 272
= — d = — = —
a0 71'/0 v 3T lz=0 3
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a pro ostatni k, tj. k € N,

2 [T 222 sin kx| ™ 4 [T
ak—/ x2coskxdx:m —
0

- = o Fr rsinkrdr =

4z cos kx|™
- k

1 (™ 4
o_k/o coskrdr = (—l)kﬁ.

=

Proto plati pro t # 7 + 2k7, k € Z,

cosx  cos2x )

Al =5 +4) () = S (- (4.3)

ProtozZe rovnost (4.3) plati pro ¢t = 0, dostaneme jako vedlejsi vysledek vzorec pro soucet zajimavé
¢iselné rady

Gw:io:(_l)k—l-lkl2 :ﬂj (44)

fada v (4.4) konverguje absolutné. Ozna¢me

o 1 o0
E=) s oa F= > ﬁ . (4.5)
k=1 k=1

Snadno zjistime pomoci elementarnich operaci s fadami, ze plati £ = F + E/4, tj. F = 3E/4, a
G = F — E/4 = E/2; z téchto vztaht pak snadno obdrzime pro fady z (4.5)

1 2 > 71'2
—_ = — F = . 4.
kz—: 2 ; 2k:—1 ) ( 6)

3. Je-li f definovana na intervalu (0, 7), 1ze ji rozsifit na interval (—m, 7) riznym zptusobem. Tak
1ze ziskat rizné rozvoje f na intervalu (0, 7). Je-li toto rozsifeni sudou funkci na intervalu (—7, ),
jsou koeficienty by tohoto rozvoje vesmés rovny 0, je-li toto rozsifeni lichou funkei na (—m, ),
jsou rovny 0 vSechny koeficienty aj. Toho se ¢asto pouziva.

Jednu z téchto moznosti jsme vysSetiili v predchéazejicim piikladu, porovname ji proto s pfi-
padem lichého rozsifeni a uréime jesté Fourierfiv rozvoj funkce fi(x) = x?sgnz, z € (—m,m).
Snadno spoc¢teme

2(—Dk g 4((-1)F -1
(D A

bk:/ sinkrdr =+ =
T Jo

Proto plati pro t # 7 + 2km, k € Z,

sint sin2t sin3t
fl(t)_27r< 1 2 + 3 _”')_
8 ssint  sin3t sinbt
ff(lz,) + 33 + 53 +~-); (4.7)

srovnejte ,nazorna vyjadieni“ obou rozvoju (4.3) a (4.7). Pro body nespojitosti funkce fi, které
jsou tvaru t = 7w + 2kmw, k € Z, vidime, Ze Fourieruv rozvoj fi v téchto bodech konverguje k 0,

coz je pramér limit fi(t+) = lim,—¢+ f1(x) a fi(t—) = lim,—— f1(x).
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4. Vratime se jesté jednou k funkci f(z) = 22 a nalezneme Fourieriiv rozvoj funkce fi, coz bude
2m-periodické rozsiteni restrikce f\[ozﬂ). Snadno opét spocteme

s 4 an
ag = 3 ak_kQ’ k — L’

z ¢ehoz dostaneme pro ¢ # 7 + 2km, k € Z,

472 . cos kt >, sin kt
fl(f)=3+4; 4w; =

k.2

477r2 4<cost+cos2t+cos,'3t+_“>_
3 12 22 32
_47T(sint n sin 2¢ n sin 3t +) ]
1 2 3 ’
srovnejte nalezené vyjadfeni s rozvoji (4.3) a (4.7). Snadno téz nahlédneme, ze v bodech t = 2k,
k € Z, je soucet fady 272 a je opét primérem jednostrannjch limit funkce f; v téchto bodech.
Dosazenim ¢ = 0 dostaneme vztah

(4.8)

472 =1
2 _ §
27T —?"‘4 E,
k=1

ze kterého pomoci tipravou opét dostaneme prvni rovnost v (4.6).

Poznamka 4.1.4. Poznamenejme, %e v predchozich piikladech jsme pomoci jiz dokéza-
ného jednoduchého Twvrzeni 4.1.1 odvodili vSechny poznatky zminéné v tivodni kapitole,
kde jsme je odvodili intuitivnimi nekorektnimi postupy tak, jak k nim dospéli matematici
v 18. stol.

Piiklad 4.1.5. Nékdy vede vyjadreni Fourierovou fadou k ,teoreti¢t&jsim* vysledktim. Funkce
cos zzx je sudou funkci proménné x € R pro kazdé realné z. V jejim vyjadieni Fourierovou fadou
budou koeficienty b vesmés nulové. Dale snadno spoc¢teme

2 /7r 2sinzx|™ 2sinmz
ag = — coszrdxr = — = .
T Jo T 2z la=0 Tz
Pro k € N dostaneme postupné
2 (7 1 (7
ar = — / cos zxcoskrdr = — / (cos(z + k)z + cos(z — k)z) dz =
T Jo T Jo
1 /sin(z+ k)z  sin(z — k)z\|™ 1 /sin(mz + km)  sin(nz — k)
- (e ety e sl
m z+k z—k =0 T z+k z—k
L 2zsinmz

= (=1 (22 — k%)~

Po vSechna x € R tedy plati rovnost

(4.9)

. o0
2zsinmz /1 cos kx
cosS 2z = ———— .

222 k2 — 22
k=1

s

Polozime-li nyni z = 7 a délime-li vjyrazem sin 7wz, dostaneme zndmy vzorec rozkladu funkce
cotgmz, z # km, k € N:

1/1 &K 22
COtgﬂ'Z:ﬂ_(z"‘kZlM). (410)
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Poznamka 4.1.6. I kdyz dale budeme dokazovat tvrzeni se slabsimi predpoklady, vsim-
neme si jesté na okamzik vlivu predpokladt silnéjsich. Predpokladejme naptiklad, ze
f € C(2m) mé spojitou druhou derivaci f”. Pak pouziti metody per partes dava

1 27 1 2
may = o f(t)sin kt 0T i f(t)sinktdt =
1 '(t) cos kt o1 " "(t) cos kt dt ;
k2 =0 k2 J, ’

je-li M = max{’f”(t)’ ;t € R}, dostaneme odtud |az| < 2M/k*. Analogicky lze stejné
snadno obdrzet odhad |by| < 2M/k?, takZe je

| akcosk‘t—{—bksink‘t‘ <4M/k*, teR,

a Fourierova fada pro f konverguje k f stejnomérné a ,dost rychle. Ctenaf jisté snadno
toto pozorovani zobecni.

4.2 Fourierova rada spojité funkce

Ctenaf, povzbuzeny tspéchem pii vcelku snadném ziskdni pozitivnich vysledkt, miize
snadno nacrtnout dalsi plan postupu: funguje-li popsana technika v bodech, ve kterych
mé funkce rozvijena ve Fourierovu fadu, vlastni derivaci, mohli bychom nyni analogicky
vysledek o bodové konvergenci dokézat pro funkce z C(27). Jde vSak o tézky a, jak déle
ukazeme, i nefesitelny problém. Plati totiz nasledujici tvrzeni:

Véta 4.2.1 (du Bois-Reymond 1876). Ezistuje takovd funkce f € C(27), jejiz Fourie-
rova 1ada diverguje alespon v jednom bodé.

Poznamka 4.2.2. Ptvodni a soucasné prvni dukaz této véty, ktery podal P. bu Bois-
REYMOND (1831—1899), byl konstruktivni. I kdyZ ptivodni diikaz byl zjednodusen a byly
nalezeny pristupnéjsi konstruktivni dikazy, pouzijeme ezistencni dikaz, zaloZeny na
tzv. Banach-Steinhausové vété. Ta vyplyva z Baireovy véty, kterou nejdiive pfipomeneme.

Dikaz Véty 4.2.1. Vyuzijeme poznatky z teorie metrickych prostorti a Vétu 1.5.4. Nejprve
si uvédomime, ze C(27) je uplny normovany linearni prostor, protoZe supremova norma
dava stejnomérnou konvergenci. Budeme pracovat s Dirichletovym jadrem D,,. Z vyjadieni
(3.9) ¢astecného souctu s,(f,z) Fourierovy fady funkce f v bodé x plyne, Ze s,(f,x) je
v zévislosti na f € C(27) spojity linedrni funkcionél na C(27).

Zvolme déle x = 0 a odhadnéme normu linedrniho funkcionalu L,f = s,(f,0) na
prostoru C(27). Snadno obdrzime

1 [7 1 [7
Ll = s {|3 [ s D@5l <1} <= [ Daoldr = D,
V tomto odhadu plati ve skutecnosti rovnost, protoze funkci sgn D, (t), pro kterou hodnota
L, je rovna ||D,]|1, lze libovolné pfesné aproximovat spojitymi funkcemi (ovSem v normé
L(27), nikoliv supremové!). Dostaneme tedy ||L,| = ||D,|/1. Nyni normu ||D,||; odhad-
neme zdola: z nerovnosti |sin(t/2)| < t/2, t € (0,00), plyne (integrand je suda funkce)
1 [™|sin(n+1/2)t dt
IDull =5 [ |t .

2 s
dt > 2 | |si 1/2)6)| =
2sint/2 ’ —W/O [sin((n +1/2)0)15
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V poslednim integralu v predchazejicim vztahu provedeme nejprve substituci
v = (n+ 1/2)t a obdrZzeny integral pak budeme déle odhadovat:

2 [(n+1/2)m /2 d 2N [T s
_/ |Sinv|-n+ /2 dv >_Z/ |Slnv|dvZ
T Jo v n+1/2 =« ~ e v

Qe 1 [7 4 <1
>—§ - inv|d :-E —.
T4 kw/o |sinv]dv w2 =k

Z divergence harmonické fady dostavame ||L,|| = || Dn|l1 — 400 pro n — oo, takZe normy
| L,,|| nejsou stejné omezené. P¥ipometime, ze za L,, byly zvoleny ¢astecné soucty s, (f,0);
existuje tedy f € C(2), pro niz Fourierova fada v bodé 0 diverguje (a dokonce je takovych
funkei ,hodné“, nebot tvofi hustou mnozinu v C(27)). O

Poznamka 4.2.3. (a) Vyslovili jsme pouze velmi jednoduchou verzi Banach-Stainhausovy véty;
tuto vétu neni obtizné dale zobecnit.

(b) Celkem snadno lze ,S$patnou mnozinu“, pro jejiz body Fourierova fada diverguje, déle zvét-
Sovat v tomto smyslu: 1ze najit f € C(27), pro kterou Fourierova fada diverguje ve vice bodech,
napf. v bodech nekoneéné podmnoziny intervalu [0, 27 ]. Tato mnozina muZe byt dokonce husta
typu Gs v intervalu [0,27 ] a proto nemusi byt spocetnd, protoze hustd Gs-mnoZina v uplném
metrickém prostoru je 2. kategorie (srovnejte napf. s [32] nebo s [71]).

(c) Dnes vime, ze Fourierova fada funkce f € C(27) nemuze divergovat napf¥. ve vSech bodech
nedegenerovaného intervalu: konverguje totiz skoro vsude ve smyslu Lebesgueovy miry. Tento
vysledek, ktery je feSenim velmi dlouho nefeseného problému, nalezi L. CARLESONOVI (*1928).
Na druhé strané jiz r. 1926 dokazal A. N. KOLMOGOROV (1903 —1987), Ze existuje funkce z £L(27),
jejiz Fourierova fada diverguje ve vsech bodech R. K témto otdazkam se jesté vratime.

4.3 Fejérova véta o scitatelnosti

V této casti dokazeme tvrzeni, které ukaze cestu, jak se s problémem mozné divergence
Fourierovy fady funkce f € C(27) vyrovnat. Pro nés bude v dalsi ¢asti vykladu voditkem

vvvvvv

Casti (tj. 2.13) této kapitoly.
Budeme velmi casto pracovat s jednostrannymi limitami vysetfovanych funkci; pro né
budeme uzivat standardni oznaceni

flat) = lim f(t),  flz—):= lim f(?).

t—ax_

Véta 4.3.1 (Fejér 1904). Necht funkce f je z L(27) a necht v (pevné zvoleném) bodé
x € R existuji (konecné) jednostranné limity f(z+), f(x—). Potom plati

lim Un(f7 m) _ (C) _Z f(k?) eikr f($+) + f(l‘—) .

n—00 2
k=—o0

Je-li navic funkce f spojitd, primery

)= Y (1 - n|i|1) f(k)ets

k=—n

konverguji k f(x) pro vsechna x € R.
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Diikaz. Pro fixované x ze znéni véty polozme

sy = HoHl 1)

Déle si uvédomime, ze jednoduchou substituci dostaneme

— %/_W fOK,(z—t)dt = %/_ﬁ flx =) K, (t)dt .

S ohledem na vlastnost (b) z Lemmatu 3.3.6 plati (dokonce pro jakékoli ¢islo z C na misté

s(w))
on(fx) — s(x /f t——/K

Rozdil vyjadiime jedinym integralem a ten pak vyjadiime jako soucet dvou integrald pres

-----

intervaly (—m,0) a (0,7); prvy jesté jednoduchou substituci prevedeme na integrél pres
interval (0, 7) a soucet vyjadiime jedinym integralem. Dostaneme

1 ™
on(f,2) — s(x) = %/ (@ + )+ fz—t) — 25(2)] Kn(t) dt |
0
Vyraz v posledni hranaté zavorce oznacime @(z,t). Z pfedchoziho dostaneme pro0 < 6 < 7

onlfx) — s(x)| < /|d5xt|K dt+/ B 1) K (1))

- 27T
Plati
| (, 1)

< [fle+t) = flat)| +flz =) = fla=)];

to nam umozni odhad: Volme £ > 0 libovolné a pak zvolme 6, 0 < § < 7 tak, aby pro
vSechna t, 0 < t < ¢, platilo

| D(x,1) | <

DO | ™

Snadno odhadneme prvy z integrald

1
/yqsxtu( t)dt < = / K ;/Kn(t)dtzg.

Déle z Lemmatu 3.3.6 (e) postupné dostaneme

/|Q3a:t|K Had < /[@xt 1)t2dt§

Sm /|f$+t + fle—t)—2s(z )|1d t <
< sy g (1 + @) 0.

pro n — oo. Odtud plyne moZnost odhadu druhého integralu rovnéz pomoci £/2 pro
vSechna n > m. Pro tato n je tedy

lon(f,z) —s(z)] <e.

Posledni vzorec plyne z vyjadieni Fejérova jadra. ]
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Poznamka 4.3.2. Odhady v pfedchozim dtkazu ,funguji“ i pro pfipad, Ze f je spojitd na né-
jakém intervalu [a,b] (vyjime¢né pfedpokladame oboustrannou spojitost i v koncovych bodech
a,b). Pak lze tyto odhady provést nezavisle na = € [a,b] a konvergence je stejnomérna na [a,b].
Dokazeme toto tvrzeni jingm zpisobem pro formélné jednodussi piipad f € C(27); ponechame
¢tenafi k rozmysleni, jak lze obdrzet tvrzeni pro obecny interval [a,b].

Véta 4.3.3 (Fejér 1904). Necht funkce f je z C(2m). Potom

lim o,,(f,z) = (C))

n—oo k=—o00

o0

f(k)e™ = f(z),
pricem?Z tato konvergence je stejnomérnd, tj. on(f, -) = f na R.

Diikaz. Ptipomenme nejprve, ze ze vzorce (3.10) a z Lemmatu 3.3.6 vyplyva vyjadieni

1T 2 sin((n+ 1)(x — u)) ’
on(f,x) = ;/_Wf(U) CESY ( 2sin ((z — u)/2) ) du . (4.11)

Definujme operéatory L, : f — o,(f, -) na C(27). Z (4.11) vidime, Ze tyto operatory jsou
nezdporné linearni operatory na C(2m), protoze L, f € C(2m) pro kazdou f € C(27); funkce
L,(f) jsou totiz trigonometrickymi polynomy. Nyni sta¢i dokazat, zZe

O'n(f,w):?f(ﬂf) na [-7?,7?],

coz vzhledem k periodicité dava jiz pozadované tvrzeni. Pro dikaz této stejnomérné kon-
vergence pouzijeme Lemma 1.8.5. Z Lemmatu 3.3.6 vyplyva

1 K
L,1(zx) = —/ Ky(u)du =1,
™ —T

takze podminka L,1 =1 na [ —7, 7] je splnéna. Pro [z,t] € [-7, 7] x [—7, 7] definujeme
h(z,t) =1 — cos(z —t) = 2sin® ((z — t)/2) .

Zrejms je h(x,t) > 0 a Z(h) = {z € [—m,7]; sin ((x — t)/2) = 0} je mnoZina téch [z,¢],

pro néz x —t = 2km, k € 7Z, pri¢emz tato mnozina je podmnozinou diagonaly A(f) pro

kazdou funkci f € C(|—m,7]), pro niz f(—m) = f(m). Proto je h omezujici funkce pro
kazdou takovou funkeci f. Pak je s ptihlédnutim k (4.11)

Lohi(z) = —2— /7r 2sin® ((u—1)/2) (Sm((” D@ = “))> du

m(n+1) J_, 2sin ((z — u)/2)
T, o 2
= m/ﬂsm (n+1)(x—u))du < Tt l) ntl

a tedy pro n — oo je L,hi(t) = 0 na [—7, 7], coz dava potiebné predpoklady k aplikaci
Lemmatu 1.8.5. Z néj dostavame L,, f = f na [ —m, 7] pro vSechny uvazované funkce f. [J

Poznamka 4.3.4. Jak jsme jiz ukédzali, samotny pfedpoklad f € C(27) neumoziniuje dokazat
ani bodovou konvergenci jeji Fourierovy rfady. Otazka jak ,velkd“ mutze byt mnozina téch x € R,
v nichz fada diverguje, ztistavala po dlouhou dobu otevienym problémem. L. CARLESON r. 1966
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dokézal, ze naptiklad nemiiZze obsahovat zadny nedegenerovany interval. Jeho odpovéd na zmi-
nénou otézku byla jen vedlejsim vysledkem, dokézal totiz obecnéjsi tvrzeni: pro kazdou funkci
f € La(27) konverguje jeji Fourierova fada skoro vsude v R. Tento vysledek pozdéji rozsiril
R. A. HUNT a Carlesonovou metodou dokazal, Ze i Fourierova fada kazdé funkce f € L£,(27)
s 1 < p < oo konverguje skoro vSude v R.

Je snadné nahlédnout, ze Fourierovy koeficienty Dirichletovy funkce rozsifené z intervalu
(0, 27 | periodicky s periodou 27 na R (pozor, toto rozsifeni neni Dirichletova funkce na R!) jsou
tytéz jako pro funkci rovnou identicky 0. Soucet pfislusné Fourierovy fady je rovnéz identicky
nulova funkce, kterd se od rozvijené Dirichletovy funkce (je v £,(27) pro vSechna p € [1,00)) lisi
na mnoziné Lebesgueovy miry 0; tato mnozina je husta v R.

Disledek 4.3.5 (Weierstrass 1885). Pro kazdé ¢ > 0 a pro kaZdou funkci f € C(27)
existuje trigonometricky polynom T takovy, Ze pro vSechna x € R je

| f(z) =T(x)| <e.

Tvrzeni z tohoto Dusledku 4.3.5 plyne z Fejérovy véty: Dokazali jsem, ze o,(f, - ) = f
na R a o,(f, ) jsou trigonometrickymi polynomy.

4.4 Konvergence Fourierovy rady

O dikaz bodové konvergence Fourierovy fady se pokusili L. A. CAucHY (1789-1857)
a S. D. Porsson (1781-1840), avsak jejich ditkazy nebyly uspokojivé. Prvni skuteény
ditkaz takového tvrzeni pro po castech monotonni funkci s konecné mnoha nespojitostmi
1. druhu (jednostranné limity funkce v téchto bodech existuji) f € C(2m) podal r. 1829 P.
G. L. DIRICHLET (1805 -1859). Popisoval tyto funkce pomoci mnoziny lokalnich extrému
a veril, ze jeho ditkaz bude mozno prizptisobit obecnéjsi situaci. Dokazeme o trochu obec-
néjsi tvrzeni, avsak diive dokdzeme tzv. Riemanniv lokalizacni princip. K tomu budeme
potfebovat dvojici technickych lemmat.

Prvni tvrzeni, které nyni budeme dokazovat, je jistym vylepsenim jiz dfive dokazaného
Riemann—Lebesgueova lemmatu:

Lemma 4.4.1. Necht f,g € L(27), pFicemZ funkce g je omezend na R. Potom

lim /7r flx—t)g(t)e™dt =0 (4.12)

| —o00
stejnomeérné vzhledem k x € R.

Poznamka 4.4.2. Funkce t — f(x —t) g(t) je z L(2), takze Dusledek 2.4.2 nam dava bodovou
konvergenci, tj. pro kazdé x € R; prinosem dokazovaného Lemmatu 4.4.1 je tedy stejnomérnost
této konvergence.

Diikaz. Zvolme ¢islo M tak, aby |g(t)] < M < oo pro vSechna t € R. Ve Vété 3.2.6 jsme
dokazali pomoci latky z teorie integralu, Ze pro p € R, p > 1, je nejenom 7 CC L?(27),
ale e T je i husty podprostor LP(27), specidlné i pro p = 11!). Odtud plyne existence

1) Jde o hustotu v prostoru L£(27) s integralni metrikou, definovanou pomoci normy prostoru £(27).
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trigonometrického polynomu 7" takového, ze pro vSechna n € Z a vsechna z plati

’ / flz —t)g(t)e™ dt — /7r T(x —t)g(t)e™ dt

—Tr

< [ 1= 0-T( — 0] gfo)] e e <
<[ |fw) - T()|du =M 7 - T].

pfi¢emz vyraz vpravo muizeme volbou 7" udélat mensi nez £/2 pro zvolené ¢ (pouzili jsme
omezeni |g(t)| < M a rovnosti |e"| = 1).
Protoze je

‘/_ﬂ flx—1t)g mtdt) ‘/ flx—1t)g mtdt /7r T(x—t)g(t)ei”tdt‘+

—Tr

+ (/ T(z — t)g(t)e™ dt ( ,
staci ukazat, ze rovnéz vyraz
‘ / (z — t)g(t)e™ dt‘ (4.13)

umime volbou dostatecné velké hodnoty |n| udélat také mensi nez /2. Piedpokladejme,
ze T’ je stupné m, tj.

Vyraz v (4.13) postupné odhadneme:

\/ T(x—t)g(t)ei"tdt‘ _
_ )/ (Z cn eik(z—t) ot dt ‘ < ’Ck’ |elk‘x| ‘/ —1(k:—n)t dt
A\ 4

|ck|\/ *”f”)tdt(: exl [k — ).

Jelikoz podle Dusledku 2.4.2 jde o konecnou linedrni kombinaci posloupnosti konvergu-
jicich k 0, tento vyraz pro |n| — oo také konverguje k 0; 1ze ho tedy pro velka |n| odhadnout
pomoci €/2, coz spolu s pfedchozim odhadem déava zadané tvrzeni. O]

Disledek 4.4.3. Necht f,g € L(27), pFicemZ funkce g je omezend na R. Potom

/ f(z —1t)g(t) cosntdt = 0, / flz —t)g(t) sinntdt =0, (4.14)

pricemz tato konvergence je stejnomeérnd vzhledem k x € R.
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Diky zavedeni Dirichletova jadra v (3.9) lze n-ty Casteény soucet s,(f,z) Fourierovy
fady funkce f € £(27) v bodé z zapsat ve tvaru
1 ™ 1 ™
sul(f.z) = —/ FODu(z—t)dt == [ @ —6)Du(t) dt . (4.15)
T . T/ .

Ukazeme, ze s malou chybou lze tento integral zjednodusit. Presnéji, plati nésledujici
lemma:

Lemma 4.4.4. Necht funkce f € L(27) a ¢islo 0 < 0 < 7 jsou pevné zvoleny. Potom

sul(f,7) = 1/0 (Fle— 1)+ flz+ 1)

sin nt

- dt + e, (x), (4.16)

kde funkce ¢,, definované vztahem (4.16) zdviseji na volbé f a d, avsak vzhledem k proménné
T je

en(z) =20 na R. (4.17)
Specidalné je €/, — 0 pro
2 [ sinnt
1= —/ Ly (4.18)
T Jo t

kde e/, zdviseji na 0 a jsou uréeny rovnosti (4.18).

Diikaz. Budeme postupné nékolikrat uzivat predchéazejiciho tvrzeni. Pfedné podle Twvr-
zeni 3.3.3 (a) plati

sn(f,x) = %/Z flz—1) % cotg (%) sinntdt + a,(x) ,
kde
an(x) = L /7T f(z —1t)cos(nt)dt
2 J .
coz opét plyne z téhoz tvrzeni. Déle plati
i (5 s (5) =7) =0,
coz dokazeme napt. uzitim Taylorovych rozvoji funkei: pro ¢t — 0 je
1 (t) 1 tcos(t/2)—2sin(t/2)  t+o(t?)—t+o(t?)

— cot
5 COt8

2

t 2t sin(t/2) B 24-0(t2)
_ o(t?) _ o(t?)/t?
2 +o(t?)  1+o(t?)/t?

— 0.

Ozna¢me nyni ¢ (t) limitovanou funkci pro 0 < |t| < 7, ¢1(0) = g1(7) = 0, rozsifenou
27m-periodicky na R. Je to omezena funkce z £(27), kterd je s vyjimkou lichych nasobkt 7
dokonce spojita. Je tedy

sin

salfi7) = / 1= a4, (0) 4 ),
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kde
Bu(x) = % ' flz—1t)g1(t)sinntdt .

—T

Kone¢né (9 je pevné zvoleno) polozme go rovno 27m-periodické funkci na R, kterd vznikne
jako 2m-periodické rozsireni funkce

[ttt pro o< |t <,
gQ(t)_{o pro |t|<d, a t=m

na R. Plati tedy konecné

sin(nt)

saldir) = = [ f =0 =t 9,0)+ 5,0) + ).

kde
() = % /_ " F@ — 1) ga(t) sin(nt) dt

a go € P(27). Protoze a,(x) + Bu(z) + vu(z) — 0 pro |n| — oo podle diive uvedeného
Lemmatu 4.4.1, lze tento soucet oznacit e,(z) a tvrzeni je dokdzano, nebot zbytek je
disledkem rozdéleni intervalu (—d,4) na intervaly (—0,0) a (0, 6). O

Tim mame pripraveno vse pro tzv. Riemanniv lokalizacni princip. Tim se rozumi na-
sledujici tvrzeni:

Véta 4.4.5 (Riemannuv lokalizaéni princip). Predpokladejme, Ze jsou ddny funkce
f1, f2 € L(27) a necht

fl(l’):fg(l’), ZEEICR,
kde I je neprazdny otevreny interval v R. Potom pro castecné soucty Fourierovych tad plati

lim |s,(f1,2) — s,(fa,2)| =0

n—oo
pro vSechna x € I. Tato konvergence je lokdlné stejnomérnd na I (tj. stejnomérnd na
kazdém uzavreném J C I).

Dikaz. Zvolme uzavieny neprazdny interval J C I. Pak zvolime 9, 0 < § < 7, a to tak,
aby bod x + t lezel v I pro kazdé x € J a kazdé t, 0 < |t| < 0. Definujeme-li f = f; — fo,
dostavame v (4.16) nulovy integrél, takze plati

sn(f, 1) = sn(f1, ) — sn(f2, ) = enf2) = 0
stejnomérné pro vsechna = € J. 0

Poznamka 4.4.6. Riemanntv lokaliza¢ni princip ukazuje, Ze o konvergenci Fourierovy fady roz-
hoduje ,lokalni chovani“ rozvijené funkce a v jakém smyslu: zménou funkce ve ,vzdalenych®
bodech lze samoziejmé dosdhnout zmény koeficienti, nikoli vSak konvergence ve vySetfovaném
bodé, pokud Fourierova fada v tomto bodé diverguje.
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Pro bodovou konvergenci Fourierovych rad existuje cela fada kritérii. Piedtim, nez se

vvvvvv

Pro nékterd tato potieba témér nevznika, s témi se proto seznamime nejdiive.

Véta 4.4.7. Necht jsou dany funkce f € L(27), ¢islo §, 0 < § < m, a mnozina X C R.
Polozme

D(x,t) = f(x +t)+ f(z —t) —2f(x). (4.19)
Predpoklddejme, Ze pro vsechna x € X je
[f(z)] <M < oo
Potom pro cdstecné soucty Fourierovy Tady plati

lim s,(f,z) = f(x) stejnomérné na X ,

pravée kdyz plati
1 [°®(x,t
fim L[ 2D G = 0 (4.20)
n—oo T Jo
steyjnomeérné na mnoziné X.
Diikaz. 7 (4.15) a (4.16) plyne
1 /° sin nt
sulfi2) = f(@) = — | (fle+1) + fle—1)) dt +e,(x) —
0
1[0 sinnt
——/ 2 dt — & =
- [ 2 S w =@
1 [°®(x,t
— _/ (i’ ) sinntdt + (e,(z) — &, f(x)) .
T Jo

Jelikoz |f(z)] < M < o0, x € X, konverguje vyraz v zavorce stejnomérné k 0 na X. Proto
sn(f,x) = f(z) na X, pravé kdyz plati

1 [°®(x,t
_/ (z, )sinntdtjo na X;
T Jo t

tim je tvrzeni dokazano. ]
Véta 4.4.8 (Dini 1872). Necht funkce f je z L(2m) a necht o € R. Necht ddle exis-
tuje 9, 0 < 6 <7 tak, Ze
5
P t
/ Mdt < (4.21)
0

(kde funkce @ je urcena vzorcem (4.19)). Potom je

lim s,(f,x0) = f(z0) ,

n—oo

tj. Fourierova tTada funkce f konverguje k f v bodé xg.



64 KAPITOLA 4. Bodova konvergence

Diikaz. Volme X = {x,}. Pak z (4.21) a Riemann-Lebesgueova lemmatu, aplikovaného na
funkci g,

0 D(xo,t)/t pro 0<t<§,
g 0 vsude jinde ,

déava (4.21) informaci o tom, Ze g € L1(R) a tedy pro n — oo

0
b
/ ($t0, H sinntdt — 0
0

na X = {xo}, takze z pfedeslého dostavame tvrzeni. O
Dusledek 4.4.9. (a) Je-li f € P(27), 2o € R a plati

[f(zo +8) — flao) < MJE]*, 0<[t] <0,
pro jista a, 0, M, 0 < «, 9, M < oo, kterd nezaviseji na t, pak pro n — oo je

sn(f,0) = (o).

Je totiz

Bz, t
Mgm&a—l, 0<t<§.

Specialné to plati pro funkce, kterym se u néas casto tikd a-hdolderovské funkce a které
vyhovuji nerovnosti

lp(z) —p(y)| < M|z —y[~.

Poznamenejme, ze v souvislosti s Fourierovymi fadami se jimi pro 0 < o < 1 zabyval r. 1864
R. LipscHITZ (1832—1903); tiidy téchto funkei se uplatnily pii FeSeni mnoha matematic-
kych problémt. Lipschitz tak byl prvni, kdo se dokazal zbavit omezujicich predpokladi,
vyskytujicich se v Dirichletové kritériu (kone¢nost mnozin bodii, v nichZ se nabyva ex-
trémi, kone¢nost mnoziny bodi nespojitosti). Ptispél také k polozeni zékladu k teorii
nekone¢nych mnozin, na ktery navazal G. CANTOR (1845-1920).

(b) Je-li f € P(27m), xo € R a existuji (vlastni) f’ (zo), f"(z0), pak pro n — oo je
sn(f, o) — f(x0)
K tomu staci volit « =1 a M < oo tak, ze

max{f} (zo), f* (z0)} < M,

a uzit toho, co jsme jiz ukézali v pfedchozim bodé (a). Specidlné to plati ,v intervalu
konvexity“ funkce f.
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4.5 Dirichletova véta

Pokusime se ¢asteéné objasnit, jak P. G. L. DIRICHLET (1805 —1859) dospél r. 1829 k prvé
vyznamnéjsi vété o bodové konvergenci Fourierovy fady. Dirichlet byl velmi talentovany
némecky matematik (vyjimecné to zduraziiujeme, byva totiz nékdy kvili kiestnim jméntim
povazovan za Francouze), ktery v 17 letech odesel studovat do Patize. Zde se seznamil se
soudobou francouzskou matematikou a mnoha vyzna¢nymi matematiky. V Pafizi se setkal
mj. i s Abelem, ale také s Fourierem, jehoZ préace o (Fourierovych) fadach ho zaujaly. Svoji
praci publikoval ve 23 letech.

Ptredpokladejme nejprve, ze f € C(2m). V pfipravnych uvahach je vhodné si uvédomit,
ze ve Fourierové dobé byly predstavy o integralu jesté velmi mlhavé. Upozornime vzdy, kde
a jaké predpoklady hraji svoji dilezitou roli.

Budeme opét pracovat s Dirichletovym jadrem D,,; viz Tvrzeni 3.3.3. Pomoci n€j lze ¢as-
tecny soucet s, (f, r) Fourierovy fady funkce f v bodé = vyjadfit ve tvaru (potfebujeme tedy
zarudit existenci ptislusného integralu a pro druhou rovnost potiebujeme 27-periodicitu f)

. (2n+1
1 s 1 x+7 Sin < n2 (f]f - t))
salfa) = [ D —na =1 [ g2
- = 2sin ( >
Integral rozdélime na integral pfes interval (x — 7, z) a na integral pfes interval (z,z + 7).
V prvnim provedeme substituci ¢ = x — 2u, ve druhém substituci ¢ = x 4+ 2u. Dostaneme
tak vyjadreni

o (f.) = 1 ﬂ/;(x_2u)sin(2n+1)u du + 1 7r/;(ijZU)sin(QrkH)u
T Jo T Jo

A7 dosud lze shrnout ,,pfirozené naroky“ na predpoklady tak, Ze pro urceni koeficient po-

ttebujeme integrabilitu f k vypoctu integrali, jimiz jsou definovany Fourierovy koeficienty;

vyuzili jsme také periodicitu f pfi posunu integra¢niho oboru a také jsme provadéli substi-

tuci. Néjakou formu véty o substituci ¢tendf patrné zna, patrné pro Lebesguetv integral.

Vyjadreni lze jesté upravit:

1 (™2

sulf.z) = _/0 (f(z—2u) + f(e+2u))

™

du

2sinu 2sinu

sin(2n+1)u
2sinu

du . (4.22)

Je dobré si povSimnout, Ze vyraz nezavisi na hodnoté f(z), zavisi vSak globélné na hodno-
tach f v celém intervalu (r — 7,z 4+ 7). P¥itom bychom radi dokazali, Ze

f@) = lm s,(f,2) = T (f; (2) + (@)

kde f, (z) je ,polovina“ integralu (4.22) bez f(z+2u) a f,f () je ,druha polovina“ integralu
(4.22) bez f(x—2u). Az sem prakticky dosel i Fourier, avSak Dirichlet dospél dale: pov§iml
si, ze ,prispévek k hodnoté integralt® zavisi podstatné vice na chovani f v blizkosti =z,
nezli na chovani v bodech vzdalenéjsich. Dirichlet si také jako prvni uvédomil, jak je nutno
pracovat s nespojitymi funkcemi. V nepfesné roviné lze jeho tivahu popsat, napt. pro f,7(x),
takto:

fo () du ~

™

Q

1 [/t sin((2n + 1)u)
/0 [z + 2u) S ()

17rf< n T ) 1f< n T )
- x = — T .
T2 2n +1 2 2n +1

Q
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Pro velkd n jsou tyto hodnoty blizké f(z+) = lim,_.,, f(t), pokud tato limita existuje.
Dalsi Dirichletova tivaha spocivala v tom, Ze chtél mit eventualni nespojitosti ,,oddélené
(po ¢astech spojita funkce) a také ,kontrolu“ nad znamenim f(¢) — f(x) (funkce po ¢astech
monoténni). Pfipomindme, Ze slovnim spojenim ,po ¢astech se opét mysli existence ta-
kového déleni D = {—7m =z < --- < x,,, = 7} intervalu [ —m, 7], Ze vySetfovana funkce je
spojité rozsifitelna na kazdy délici interval [z,_1, 2, ], 7 = 1,... ,m a je na ném monoténni.
Dospél tak posléze k tvrzeni:

Véta 4.5.1 (Dirichlet 1829). Necht je funkce f omezend, po éastech spojitd a po cdstech
monotonni na intervalu [ —m, 7 ]. Predpoklddejme ddle, Ze f je 2m-periodickd na R a Ze plati

f+) + f(t-)
2

ft) =

pro vSechna t € R. Jsou-li éisla ay, by Fourierovymi koeficienty f, tj. plati (2.13) pro
vsechna k € Ny a definitoricky dle umluvy by = 0, pak plati rovnost

f(t :@—l— ay cos kt + by, sin kt
2
1

pro vSechna t € R, neboli Fourierova rada funkce f konverguje k f.

Predchézejici ponékud filozoficky vyklad méa nejenom motivac¢ni charakter, ale mél by ctenafi
napomoci se zorientovat, k ¢emu a jakymi prostfedky se pomoci nize uvedenych lemmat chceme
dostat. Dospéjeme k obecnéjsimu a elegantnéjSimu tvrzeni, nez je Véta 4.5.1, bez predchoziho
vykladu by vsak mohlo byt obtiZzné roli jednotlivych predpokladt pochopit.

Historicka poznamka 4.5.2. Kritické hodnoceni vyvoje pro nékteré matematické oblasti
dodnes chybi, ale to neni pripad Fourierovych fad nebo obecnéji harmonické analyjzy; viz napft.
¢lanek [86], nebo knihy [1] a [66]. Jim jsou poplatné historické komentéfe v tomto textu. Zhod-
notme jesté Dirichletv vysledek pohledem [66].

Jestlize povazujeme Dirichletovo kritérium a jeho diikaz za prvni dostatecné piesné s ohle-
dem na dnesni méfitka, je tfeba se zminit i o jejich drobnych nedostatcich. Jak jsme vidéli, je
predpoklad ,,monotonie po ¢astech® (tedy v intervalech né&jakého déleni) zbyteéné silny. Totéz lze
fici o predpokladu konec¢nosti mnoziny boda nespojitosti. Omezenost je naopak prirozend vzhle-
dem k pouzitému integralu. Nékdy se uvadi, ze Dirichlet byl pfesvédcen, ze jeho diikaz ,projde“
i v ptipadé, ze pocet intervalti monotonie je nekone¢ny, avsak dle [66] mél Dirichlet na mysli jing
dukaz (psal o tom v dopise K. F. Gaussovi). Bohuzel v8ak Dirichlet nikdy zddny dalsi dikaz ne-
publikoval, a tak prvnim, kdo se dokazal zminéného technického predpokladu zbavit, byl patrné
Lipschitz (viz jesté nize).

Dalsim nedostatkem, ktery byl v Dirichletové praci shledan, byl fakt, ze pouzil vysledek

® sint T
—dt = — 4.2
| e =3, (123)

ktery nedokazoval. Drichlet si v8ak byl patrné védom této slabiny, nebot v pozdéji publikovaném
dikaze tuto pasaz predélal. My si tohoto integralu vSimneme podrobnéji.

Priklad 4.5.3. K vypoétu hodnoty integralu (4.23) nestaci zcela elementarni uvahy. Nejde o
integrél, ktery by existoval v Riemannové smyslu, nebot integrujeme pies neomezeny interval
(0, 00). Mohli bychom ho vysetfovat jako nevlastni Riemanniv integral nebo integral Newtonuv,
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avSak primitivni funkci F' k funkci (sint)/¢ na intervalu (0, co) nelze vyjadfit pomoci ,elementér-
nich funkci“. Presto neni obtizné zdtvodnit, Ze obé limity lim¢ o+ F'(t) a lim; o F(t) existuji
a jsou vlastni. Odtud plyne existence M € R takového, ze |F'| < M. Pro libovolnou dvojici ¢isel
a,b, 0 <a<b< o tedy plati

/ sinf dt‘ < oM. (4.24)

Integral (4.23) patii k tém, na nichz se ¢asto ilustruje existence Newtonova integralu i v pfipadé,
ze integral nekonverguje absolutné, a tedy neexistuje v Lebesgueové smyslu. K ditkazu existence
Newtonova integralu v (4.23) muZeme ostatné pouzit Dirichletovo kriterium; jde o standardni
ilustrativni pfiklad. Poznamenejme jesté, ze odhad (4.24) 1ze vcelku snadno zpfesnit: vyjadiime-li
integral v (4.23) jako soucet integralt ptes intervaly (km, (k + 1)w), k = 0,1,..., jde o fadu se
stfidavymi znaménky, pficemz absolutni hodnoty jejich ¢leni konverguji monotonné k 0. Staci
tedy nalézt odhad prvniho ¢lenu rady.

Tvrzeni 4.5.4. Necht f € BV(27). Potom plati

~ 1,
nfn)l < {Vi¥'s
pro vsechna n € 7.

Dikaz. Odhad zfejmé plati pron = 0. Necht k,n € Z, n # 0. Potom substituci v = t+kw/n
dostaneme

1 27 ] 1 27 L ) )
_ —inu 4, — (t _) —int _—inkw/n dt
o /o flu)e u =g i flt+ ) e

(_1)k /2Tr Lk it
- 4 ) et
2t Jo f( + n )e

Odtud dostaneme sectenim s obdobnou rovnosti pro £ — 1

o) = G [ [ 55 (e S e

Nyni volbou vhodnych k dostaneme 2|n| rovnic, které secteme a upravime na tvar

o= 3 [ 3| (+0) - (- B

Integrand je shora odhadnut ¢islem V2™ f, z éehoZ plyne dokazované tvrzend. ]

Véta 4.5.5 (Dirichlet 1829, Jordan 1881). Necht f € L(27) a necht [a,b] je nedege-
nerovany interval v R takovy, Ze f € BV([a,b]). Potom pro vSechna x € (a,b) plati

fla4) + f(z—)
: :

s(f,x) = lim s,(f,z) = (4.25)
Je-li navic I C (a,b) uzavieny interval a f € C([a,b]), potom
Sn(fu ' ) = f na I.

Specidlné pro spojitou funkci f € BV (2m) dostavame s,(f, -) = f na R.
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Dikaz. Diky Vété 1.6.5 mizeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze funkce f je ne-
klesajici na [a,b]. Zvolme libovolné £ > 0. Déle zvolme z € (a,b) a polozme

2s(x) = fla+) + fla—);

z Véty 1.6.5 vyplyva, ze tyto limity existuji pro kazdé = € (a,b). Téz je

flx+t)+ f(z—1t) —2s(x) = [f(x—l—t) —f(x+)] + [f(x—t) —f(:c—)} , (4.26)

kde v hranatych zavorkach na pravé strané rovnosti pii libovolné, avSak pevné zvoleném
x, stoji monoténni funkce v proménné ¢, jejichz limita pro ¢ — 0+ je rovna 0. Zvolme nyni
J, 0 < 0 < m, tak, aby jednak {z +¢; [t| < §} C (a,b) a zaroven aby pro vSechna tato
t platilo

[f(z+1) = fla+)l <e, |flz—1t) = flz—)| <e; (4.27)
tento moment volby ¢ ozna¢me (x). Ve Vété 4.4.4 jsme dokazali rovnost (4.16)

su(f.2) = 1/0 (Flz—t) + fla +1))

sin nt

dt +en(x),
™

kde funkce ¢,, zdvisely pouze na volbé f a §, 0 < § < 7w, a pro n — oo platilo £,(z) =0 na
R. Specialné z rovnosti (4.18), tj.

2 [ sinnt
1:_/ SN gy e
o t

kde pro n — oo je £/, — 0, dostaneme

1/ in nt
s(x) = —/ 2s(x) SR g+ el . (4.28)
T Jo t

Z obou rovnosti (4.16), (4.28) tak dostavame

salf2) =) < |2 [0 - o) a4
1 O‘S sin nt (4.29)
|2 [ U= ) T [+,

pticemz ¢ (x) = 0 pro n — oo. Diikaz nyni dokonc¢ime tak, Ze ukdZeme, jak lze odhadnout
oba vyrazy na pravé strané nerovnosti v zavislosti na zvoleném ¢ > 0.

Odhad integrali provedeme pomoci druhé véty o stfedni hodnoté integralniho poctu: viz
napf. [41], Véta 101. Jeji elementérni verzi jsme pouzili v souvislosti s Dirichlet-Abelovym
kritériem pro konvergenci integralt; viz [78], Véta 10.6.6. Ve znéni pro Lebesguetv integral
v [41] Fika:

Véta. Necht f € Li((c,d)) a necht g je konecnd monotonni na [c,d] C R. Potom existuje
¢ € ¢, d] tak, Ze plati

d ¢ d
/ F(t)g(t) dt = g(c) / £(t)dt + g(d) /C F(t)dt (4.30)
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Vétu pouzijeme v intervalu [0,0] a na kazdy integral v (4.29) zvlast. Zde se ukazuje
klicovym odhad pro integral z funkce (sint)/t. Pro vhodné zvolené ¢, 0 < ¢ < 4, plati podle
(4.30)

sin nt

/0 (f(z+1t) = f(z+)) dt =

Csinn % sinn
:o./O i ’Z:hs+((f(:c+5)—f(:c+))-/C LT

a protoze prvni ¢len v rovnosti vpravo je nulovy, dostaneme

]/06 (F+ 1)~ fe) Bt | < |7+ 0) —f(x+)\-‘/; gy

Zcela analogicky s vhodnym 0 < (' < § dostaneme
-/ (e~ fla—0) 0
_ ./OC' siint dt — ((f(a—) — fla— 51))_/; sin nt a .

z ¢ehoz ziskdme podobny odhad

[0 ) P ] < 19 - -] / g
Z rovnosti (4.29) a obou provedenych odhadt ziskdme odhad

lsn(f,z) — s(x)| < dme + €], (4.31)

z ¢ehoz jiz plyne dokazované tvrzeni pro bodovou konvergenci v (a, b).

Jestlize je funkce f navic spojitd v [a,b], je na tomto intervalu i stejnomeérné spojitd.
Proto v okamziku volby 4, ktery jsme oznadili (x), lze volit toto J tak, ze je | f(t)— f(t')| < ¢,
jakmile |t — /| < 0, t,t' € [a,b]; toto ¢ lze volit tak, ze {x +t; x € I, |[t| < 6} C (a,b).
Tim dosdhneme stejnomérnosti vzhledem k = € I ve vztahu (4.31) a dokdzeme i druhou
¢ast tvrzeni. [

4.6 Operace s Fourierovymi radami

Neni obtizné si uvédomit, ze zobrazeni f — f je linearni, zkoumame-li je ve vhodném
kontextu; alespon pro jeden specialni piipad se k tomuto problému jesté vratime. Jde vsak
o jiny problém: lze, eventualné za jakych okolnosti, Fourierovu fadu derivovat nebo integro-
vat ,,Clen po ¢lenu“? Motivaci k této otazce je srovnani s mocninnymi radami, kde vysledek
je veelku jednoduchy a obecné znamy. Derivovanim se konvergence Fourierovy rady ,,znacné
zhorsuje“, coz ukazeme na historickém Weierstrassové prikladu spojité nediferencovatelné
funkce.

Jiz jsme se zminili o rozdilu mezi funkcemi, které lze vyjadrit jako soucty mocnin-
nych a trigonometrickych fad. Pripojme jesté jednu historickou ukazku: K. WEIERSTRASS
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(1815—-1897) sestrojil spojitou funkeci, o které dokazal, ze nema derivaci v zddném bodé R.
Zatimco funkce, které jsou (lokalné) souctem mocninné tady, jsou vsude nekone¢né dife-
rencovatelné, tato ,patologicka* funkce je definovana je souc¢tem specialni Fourierovy rady.
Pro Fourierovy rady je tato ukazka malo vyznamna, ukazuje vsak jejich fadoveé podstatnéjsi
slozitost.

Ukézku uvedeme delsim citdtem z Weirstrassovy prace [81], v niz je tato fada popsina 2).
Weierstrasstv zajem o spojité nikde diferencovatelné funkce souvisel s jeho prednaskami.

Doneddvna se obecné vérilo, Ze jednoznacnd spojitd funkce redlné proménné md derivaci,
jejiz hodnota neni definovdna nebo je nekonecnd pouze v nékterych izolovanych bodech. Dokonce
ani v pracich Gausse, Cauchyho, Dirichleta, matematiki zvyklych silné kritizovat vse
z jejich oboru, nenalezneme, alespori pokud vim, zndmku jiného minéni 2). Jak jsem se dozvédél
od posluchaci, Riemann byl proni, kdo vyjadril presvédcéeni (r. 1861, nebo snad jesté drive),
Ze toto turzeni neplati napr. pro funkci vyjddrenou nekonecénou radou

i sin(n?x)
n?

n=1

Riemann bohuZel dikaz nepublikoval a zdd se, Ze nebyl zachovdn ani v jeho pozndmkdch ani for-
mou ustniho podani. Tim vice je mi lito, Ze jsem se ani jedenkrdat s jistotou nedozvédél, jak presné
se Riemann o tomto prikladu vyjddril. Matematici, kteri se po sezndmeni s touto Riemannovou
domnénkou problémem zabyvali, byli (prinejmensim vétsina z nich) toho ndzoru, Ze staci dokdzat
existenci funkce, pro kterou v libovolné malém intervalu existuje bod, v némz neni funkce dife-
rencovatelnd. Ze existuje funkce s touto vlastnosti *) se dokdZe velice snadno, a proto vérim, Ze
Riemann mél na mysli takovou funkci, kterd nemd v Zadném bodé derivaci. Diukaz toho, Ze
wvazovand trigonometrickd tada definuje takovou funkci, se mi zatim zdd ponékud tézky; je vsak
lehké sestrojit spojitou funkci redln€ promeénné x, pro kterou lze dokdzat jednoduchymi prostiedky,
Ze nemd v Zddném bodé derivaci.
Weierstrass definuje tuto funkei jako soucet fady (oznaceni je nepodstatné modifikovano)

flz) = Z a* cos(brrz), (4.32)
k=0

kde 0 < a < 1 a b je liché ¢islo takové, ze ab > 1 + 3w /2. Idea Weierstrassova dikazu je takova:
pro libovolny bod zy € R a kazdé § > 0 je ,diferen¢ni podil“

f(@) = f(@o)
r — X

neomezeny na (xrg — 0, xg + 0). Volba 0 < a < 1 zarucuje stejnomérnou konvergenci fady (4.32).
Parametr b ,zajistuje“ potfebnou neomezenost. Jsme tedy vedeni k vySetfovani vyrazu

ko)

)

i o cos(bFmz) — cos(b
=0 r — X0

pri¢emz princip ,triku“ je zalozen na tom, Ze

%) Weierstrass o ni referoval v Berlinské akademii r. 1872, poprvé se objevila v tisku r. 1875.

3) Zde m4 Weierstrass na mysli veobecné akceptovani tvrzeni, které r. 1806 ,dokazal® A.-M. AMPERE
(1775—1836), a to ze spojitd funkce ma derivaci v§ude az na koneénou mnozinu.

1) Komentéi: Jiz takova funkce poslouzi jako protiptiklad k uvedené , Amperové vété“. Takovou funkci
mohl Riemann snadno sestrojit jako ,neurcity integral® k funkci nespojité v bodech husté podmnoziny
intervalu [a,b]; takovou funkci je napf. tzv. Riemannova funkce.
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(a) pro dané b a xg a n € N vzdy existuje m € N tak, ze
1 <|m—>b"z| <3/2, (4.33)

(b) a pro z1, pro néz b"x; = m, maji cos(b"mwx1) a cos(b"mwxy) opatna znaménka.

Pomoci sou¢tového vzorce pro cos snadno dostaneme
cos(b"mx1) — cos(bmxg) = cos(mm) — cos(mm + ww(b"xg — m)) =
= (—1)"[1 4 cos(m(b"zp —m —1))],
pricemz pro ¢len v hranaté zavorce plati
1+ cos(m(b"xg—m—1)) >1

Jestlize je b liché celé ¢islo a k > m, potom

bk:—n

cos(bfmay) — cos(b¥mxg) = cos( m) — cos(bFmag) =

=(-1D)"[1+ cos(bk_”w(b"xo -m—1))],
pri¢emz nyni pro ¢len v hranaté zavorce plati
14 cos(b* "m(bxg —m —1)) > 0.
Ze Ctyt predchazejicich rovnosti vyplyva, Ze sc¢itanci ve vyjadieni
o
Z a® (cos(bFmay) — cos(bimag))
k=n
maji stejné znaménko a n-ty sé¢itanec ma absolutni hodnotu alespon a”, takze je

n

’ Z i cos(bEmr) — cos(b¥rag) S _ @
T — Zo |z — x|

Nahradime-li m v rovnosti (4.33) vyrazem b"x1, dostaneme
|r1 — 2] < — . (4.34)

Zvolime-li dostatecné velké n tak, ze 3/20" < 4, je x1 v intervalu (z¢ — J, 29 + §). Odhad shora
pro |z — xo| dava spolu s rovnici (4.34)

COS 7T33 — COS kTrCL‘

Tr — X0

w

k=n
Pokud je ab vétsi nez 1, muZzeme najit x1, pro které je zbytek rady tak velky, jak budeme chtit.
Tim vSak jesté nejsme hotovi: Musime jesté ukazat, ze prvnich n s¢itanct fady se nemiize zrusit
se souCtem zbytku. Proto potrebujeme shora odhadnout shora vyraz

‘ Z . cos(bFmx) — cos(bFmag)
T — X0

Z Lagrangeovy véty o prirdstku plyne existence x2, leziciho mezi body x¢ a x1, pro néz

cos(bFrx) — cos(brmay)

= —btFrsin(biray),

Tr — X0
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takze lze vySetiovany soucet odhadnout absolutni hodnotu kazdého jeho ¢lenu hodnotou b7, z
¢ehoz dostaneme

n—1
‘ Z . cos(bEmz) — cos
a
— T — o —
k=0 k=0

krx n_l ab)™ — ab)™
b 0))§Z(ab)k7r:7r(jg_11<7Ta(bb_)1.

Jestlize zvolime ab tak, aby 7/(ab — 1) < 2/3, neboli plati-li ab > 1+ 37/2, pak

flay) — f(:Co)‘ = ‘ o ixo iak [COS(bkﬂ'SU) — COS(bkﬂ'l‘O)] ) > (ab)n<g u ) )

T1 — Xo —0 3 ab—1

a s ohledem na ab > 1 a mozZnost volby n odtud plyne potfebna neomezenost diferen¢éniho podilu
v okoli bodu xy.

Zéavér je veelku jednoduchy: Pfi vhodné volbé parametrti je Weierstrassova funkce, de-
finovana jako soucet stejnomérné konvergentni trigonometrické fady, Fourierovou fadou.
Pritom je Fourierovou fadou funkce, jejiz derivace neexistuje v zadném bodé = € R. Po-
¢itat tedy Fouriertiv rozvoj derivace funkce derivovanim jeji Fourierovy fady bez dalsich
dodatecnych predpokladi, je beznadéjné. Je to ziejmé mozné, ovéfime-li napf. (lokalné)
stejnomérnou konvergenci fady obdrzené derivovanim ,,¢len po ¢lenu”.



Kapitola 5

Hilberttv prostor

5.1 Zakladni vlastnosti

Prostor X se skalarnim soucinem je strukturou na linedrnim prostoru s ,nejsilnéjsimi“ axi-
omy. Je to normovany lineadrni prostor, v némz je norma definovana pomoci tzv. skaldrniho
soucinu. Proto v ném mizeme vyuzivat vSech poznatki, se kterymi jsme se v ramci metric-
kych prostortt nebo normovanych linearnich prostorii seznamili. Skalarni sou¢in umoznuje
zavést v prostoru se skalarnim sou¢inem navic kolmost (ortogonalitu) prvku. Je-li tento
prostor navic tplny, budeme ho nazyvat Hilbertiv prostor. D. HILBERT (1862—1943) po-
lozil zaklady studia této struktury. Vznik teorie abstraktniho Hilbertova prostoru se vsak
klade az do r. 1927 a je spojovan se jménem J. VON NEUMANN (1903 —-1957). Latka o Hil-
bertové prostoru patii do tzv. funkciondlni analyjzy a je vykladana v mnoha ucebnicich

16zt napf. v [53] nebo [52].

Definice 5.1.1. Necht X je linearni prostor nad télesem K realnych nebo komplexnich
¢isel s binarni operaci (-, - ), kterd mé nésledujici vlastnosti:
Pro vSechna x,y,2z € X a vSechna o, € K plati

(1) (x,z) >0, (2) (z,z)=0, pravé kdyz z =0,

B) (@y) ==z, @) (ar+fyz)=alr,2)+05y=2).
Pak fikdme, Ze dvojice X spolu s (-, -) tvofi prostor se skalarnim soucinem (nékdy téz
unitdrni prostor). Operaci (-, - ) nazyvame skaldrni soucin na X ).

Polozime ||z| := v/(z,x), z € X, a ukadzeme, Ze takto definovana funkce je opravdu
normana X, jak to odpovida pouzitému oznaceni béznému v teorii normovanych linearnich
prostorti. Skutecné, primo z vlastnosti skalarniho soucinu a definice normy plyne, Zze pro
vSechna z € X je ||z]| > 0, pfi¢emz ||z| = 0, pravé kdyz x = 0. Pro vSechnaz € X aa € K
je téz ||azx|| = |al||z||. K dikazu trojihelnikové nerovnosti pro normu dokdzeme lemma :

Lemma 5.1.2 (Schwarzova nerovnost). Je-li X prostor se skaldrnim soucinem, pak
pro vsechna x,y € X plati

@@ 9) < fl=ll-llyll 5 (5.1)

rovnost v (5.1) nastdvd, prave kdyz jsou prvky x,y € X linedrné zdvislé.

1) Jde o dalsi licenci, logi¢téjsi by bylo ifkat skaldrni soucin na X x X.

73
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Diikaz. Pro x = 0 nebo y = 0 plati v (5.1) dokonce rovnost a x, y jsou linedrné zavislé.
Nerovnost rovnéz trivialné plati pro (z,y) =0. Pfiy # 0,z € X aa € C je

0< (v —ay,z—ay) = 2]’ - aly,7) — a(x,y) + aa|Jy|*. (52)
Volme o = (z,z)/(y, ) a dosadme do pfedchozi rovnosti; tak dostaneme

[l

0 < fl|® = [l[* — [l=]|* + ToRIE (7

(5.3)

z ¢ehoz jiz plyne (5.1). Jestlize plati v (5.1) rovnost, plati postupné v (5.3) a také v (5.2),
tedy x — ay = 0, neboli x = ay a x, y jsou linedrné zavislé. Abychom ukazali, ze v (5.1)
nastava rovnost, pravé kdyz jsou z, y linearné zavislé, zbyva vysetrit pripad nenulovych
zavislych x, y. Pak existuje § € C tak, ze x = By, a je

@) = 1By, v)| = 18] [y )| = 1Byl - lyll = |zl - Iyl
a tedy v (5.1) plati rovnost. Tim je dikaz tvrzeni dokoncen. O

Lemma 5.1.3 (trojihelnikova nerovnost). Je-li X prostor se skaldrnim soucinem a
poloZime-li ||z|| := /(z,x), x € X, pak pro kazdé dva prvky z,y € X plati

[zl =Nyl | < llz £yl < |2l + Iyl - (5.4)
Diikaz. Podle (5.1) plati

lz+yl*=|@+yz+y)| < (z,2)+ [(z,9)] + (v, 2)] + (y,y) <
2
< lzl)? + 2/l [lyll + [lylI* = (]l + [Jy]])” .

7 ¢ehoZ dostaneme odmocnénim

[z +yll < llzll + lyll - (5.5)

Uvazme déle, Ze plati |[zf| = [z +y —yl| < [lz+yll +[lyll, a tedy [lz]| = [ly[| < [l= +yl|. Ze
symetrie dostavame stejny odhad pro ||y|| — ||z|| a spojenim obou

[l =Nyl ] <l + yll; (5.6)

nyni staci jesté uvazit, ze ||y|| = ||—y/||- Tim je trojihelnikova nerovnost (5.4) dokdzéna. [J

Dusledek 5.1.4. Funkce z — ||z| := \/(z,z), x € X, definuje na X normu.

Definice 5.1.5. Prostor se skalarnim souc¢inem, ktery je vzhledem k normé timto souc¢inem
generované uplny, nazyvame Hilbertiv prostor.

Priklad 5.1.6. Nejjednodussim piikladem Hilbertova prostoru je kone¢nérozmeérny pros-
tor l;" uspofaddanych m-tic redlnych nebo komplexnich ¢&isel, jestlize definujeme pro
x=(21,T2, ... ,Tm), ¥y = (Y1,Y2,- - , Ym) skaldrni soucin vztahem

k=1
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Snadno se ukaze, Ze soucin ma potiebné vlastnosti z Definice 5.1.1. Proto plati Cauchyho
nerovnost

3] = () () 5
k=1 k=1 k=1

Uplnost prostoru l3" je disledkem tuplnosti R a C, protoze konvergence v tomto linearnim
prostoru je konvergenci ,,po soutadnicich®.

Cviceni 5.1.7. Jedna z vyhod prace s ortonorméalni bazemi spoc¢ivd v jednoduchém vyjadieni
koeficientti linedrni kombinace: Je-li {x}}}_, baze prostoru se skalarnim soucinem X, pak lze
kazdy prvek x € X vyjadrit jednoznac¢né ve tvaru linedrni kombinace

n
T = Z QRTE .
k=1

Je-li tato baze navic ortogonélni nebo dokonce ortonormaélni, je toto vyjadieni velmi jednoduché,
koeficienty linearni kombinace «j snadno uréime. Je

n

n
x, Ty,
= Z (||$’k||2) x5, resp. T = Z(x, Tg) T -

k=1 k=1

Odkud to vyplyva?

Historicka poznamka 5.1.8. Existuji tvary nerovnosti (5.1), spojované s nékolika jmény; to
ma4 nasledujici kofeny: L. A. CAUCHY (1789 —1858) odvodil r. 1821 nerovnost (5.7), ktera je Sch-
warzovou nerovnosti (5.1) v konkrétnim Hilbertové prostoru. V. JA. BUNJAKOVSKIJ (1804 —1889)
dokézal integralni variantu nerovnosti r. 1859. Nezavisle na ném k ni dospél r. 1875 také
H. A. ScHWARZ (1843—-1921), ktery ji pak zobecnil r. 1885 i pro piipad vicerozmérného inte-
gralu.

Cviceni 5.1.9 (Cauchy 1821*). Necht zx, yi, £ = 1,...,m, jsou nezédporné ¢isla. Dokazte
pfimo (bez odvolani na Schwarzovu nerovnost), ze pak plati

S < (Y02) " (L) (58)
k=1 k

=1 1=1

Néavod: Pro ||y

| = 0 tvrzeni plati. Zvolte libovolné z, « € R a y # 0. Potom z nerovnosti
Db (k4 ayg)? >

, plyne, ze pro diskriminant kvadratické rovnice s nezndmou «

m m m
Zwi+2a2xkyk+a22y% =0
1 1 1

0
0

musi byt nekladny.

Piiklad 5.1.10 (dualezity). Ozna¢me symbolem [y systém vSech posloupnosti = = {z}
realnych nebo komplexnich ¢isel z, & € N, pro néz plati

> Janl? < oo (5.9)
k=1
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Snadno lze nahlédnout, Ze /5 je vzhledem k pfirozenym definicim sé¢itani ,,¢len po ¢lenu“ a
nasobeni skalarem ,.¢len po ¢lenu“ linearni prostor: pro kazdé x € [y zfejmé plati rovnost
vy laxk? = |a)?d>or2 |2kl?, z niZ plyne ax € ly. Pro libovolnd dvé &isla a,b vyplyva
snadno z nerovnosti (Ja| — [b])? > 0 jednoduchy odhad 2|a||b] < |a|? + |b]?, takze

la +b* <al® + 2]al|b] + |6 < 2(|a®* + |b]?) . (5.10)

Aplikujeme-li nerovnost (5.10) na xy, yx a se¢teme pro vSechna k € N, dostaneme

>l el < 2( Dl + Y Iel?) < oo,
k=1 k=1 k=1

coz dokazuje, ze prostor [y je uzavieny vzhledem ke sc¢itani. Chceme-li ukazat, ze
oo
(T,y) == 21y1 + Toyg + - = Z%%
k=1

definuje na [y skalarni soucin, staci dokazat jeho konecnost pro kazdé dva prvky z,y € ls.
K tomu staci dokazat nasledujici lemma.

Lemma 5.1.11. Pro kaZdé dvé posloupnosti x,y € ly plati nerovnost

< > 12 ;= 1/2
‘ Zlﬂk?/k ’ < (Z ‘%‘2) ‘ <Z |yk|2> : (5.11)
k=1 k=1 k=1

Diikaz. Stac¢i uvazit, ze podle (5.7) plati nerovnost s koneénymi soucty pro kazdé m € N.
V nerovnosti (5.7) ptejdeme k suprému pres vSechna m € N nejprve na pravé strané, a tak
dostaneme na pravé strané nekonecné rady; pak udélame totéz na levé strané, a obdrzime
nerovnost (5.11). O

Omezeni (5.9) zarucuje, Ze pracujeme pouze s posloupnostmi, pro které jsou piislusny
skalarni soucin a odpovidajici norma konecné. Protoze jiz vime, Ze [5 je prostor se skalarnim
soucinem, je prirozené se ptat, zda je tento prostor tplny, tj. zda je Hilbertovym prostorem.
To se vétsinou dokazuje v daleko obecnéjsim kontextu, neni vSak obtizné to dokazat pfimo
z definice.

Véta 5.1.12. Prostor ls je uplny a je tedy Hilbertovym prostorem.

Diikaz. Pro praci s posloupnostmi prvki z [, zavedeme dalsi index n pro ,,celou posloup-
nost“ a misto =, = {Z,1, Tna, ... } budeme psat pomoci dvojitych indext {z,;}. Pro cau-
chyovskou posloupnost {x,} prvku (posloupnosti) x,, € [, plati: ke kazdému € > 0 existuje
p € N tak, ze pro vsechna m,n > p

© 1/2
Zm — |2 = (mek_m |2> <c. (5.12)

k=1

Protoze s¢itdme nezaporna ¢isla, plati pak i |, — 2nk| < € pro kazdé k € N a tak {z,;}>2
je pro kazdé k € N cauchyovska posloupnost. Tyto posloupnosti ,indexované parametrem
k* konverguji stejnomérné vzhledem ke k € N k néjaké posloupnosti xg = {zox}. Vzhledem
ke stejnomérnosti v k& € N lze zaménit v (5.12) limitni pfechod pro n — oo se s¢itdnim
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fady vzhledem ke s¢itacimu indexu k, a tak ,limitovat vzhledem k n“ za znamenim sumy.
Dostaneme tak podle varianty Véty 15.3.3 z [78] z (5.12) odhad ||z, — xo|| < €. UkaZme
jesté, ze tato posloupnost g lezi v prostoru ly. Pro ¢tverec normy xy plati odhad

[zol|* < llzo — @0 + zal|* < 2(Jlzo — 20 1* + [[201?)
coz dava xg € ls. O

Poznamka 5.1.13. Ctenaf patrné zni obecnou vétu o ziplnéni metrick§ch prostori. Uvedme
bez dikazu, Ze kazdy prostor se skalarnim soucinem lze zaplnit a Ze toto ziplnéni je Hilberto-
vym prostorem: tak lze kazdy unitarni prostor X vnotit ,prirozenym zptusobem“ do né&jakého
Hilbertova prostoru H, ktery neni ,,piili§ veliky“, takze pro néj plati X = H.

Priklad 5.1.14. Nyni méme k dispozici jeden velmi dilezity piiklad Hilbertova prostoru,
ktery nema konecnou dimenzi. Je mozné, ze je pouze specialnim pripadem obecnéjsi situace,
se kterou jste se jiz setkali. Uvedeme bez ditkazti néktera dalsi dilezita fakta, navazujici
na latku z teorie miry a integralu, kterd pozdéji pouzijeme. Tykaji se prostort £,. Budeme
pracovat s prostorem (tf¥id) funkci, pro které je pro —oo < a < b < 00

b
112 = / At < oo, (5.13)

Oznac¢ime L((a, b)) prostor t¥id redlnych (resp. komplexnich) funkei definovanych A-skoro
vude na (a,b), pro néz plati (5.13). Zde pracujeme s tridami funkci podle rovnosti A-skoro
vsude, kde A je Lebesgueova mira v R, bézné se vsak nerozliSuje mezi témito tiidami a funk-
cemi, které je reprezentuji. Tento prostor je vzhledem ke skalarnimu soucinu definovanému
pomoci

(f.9) = / £(t) 9(0) d (5.14)

prostorem se skalarnim souc¢inem. Tzv. Holderova nerovnost méa pro tento specialni piipad

tvar
/ablf(t)g(t){dt < (/ab}f(t)\zdt>l/2- (/ab|g(t)\2dt>1/2.

Pro dalsi vyklad je zejména podstatné, ze Lo((a, b)) je Hilbertav prostor, tj. Ze je uping.
Toto tvrzeni, které je mimoradné dilezité, dokazovat nebudeme. Poznamenavame, ze praveé
v ném hraje prominentni roli Lebesguetv integral.

Poznamka 5.1.15. Predchozi zévéreénou vétu jesté okomentujeme : Lze zkonstruovat posloup-
nost funkci {fx}, které jsou (R)-integrovatelné na intervalu [0, 1], a posloupnost {fi} je cauchy-
ovska vzhledem ke vzdalenosti

”fn*kaz— /!fn (t)|? dt) /2, tj.  lim /|fn ®)|2dt =0,

n,k—o00

avsak neexistuje Zdadnd riemannovsky integrovatelnd funkce f na [0, 1], pro kterou by platilo

hm /|fk t)|*dt =0.

Jinak fedeno, Riemanntiv integral ndm nestaci, nebot lineadrni prostor R([O, 1 ]) v takto zavedené
normeé neni uplny.
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Shriime tedy vSechny tyto pfipomenuté (a nedokazané) poznatky do nasledujiciho tvrzeni:

Véta 5.1.16. Prostor L2((a,b)) je uplny, separabilni a je to vzhledem ke skaldrnimu sou-
¢inu definovanému pomoci (5.14) Hilbertiv prostor.

K uvedenym prikladim se jesté vratime, nyni dokaZeme nékolik obecnych tvrzeni o
Hilbertovych prostorech.

Lemma 5.1.17. Necht H je Hilbertiv prostor, yo € H. Zobrazenix — (x,yo), x — (Yo, ),
x +— ||x|| jsou (pri pevné zvoleném o) stejnomeérné spojita na H. Zobrazeni [x,y] — (x,y),
kde dvojici | x,y | pFitazujeme hodnotu skaldrniho soucinu (z,vy), je spojité zobrazeni H x H

do C (resp. R).

Dikaz. Zacneme se stejnomérnou spojitosti vSech tii zobrazeni z prvni ¢asti tvrzeni na-
jednou. Snadno uzitim (5.1) dostaneme odhady

(@, 90) = (@o, yo)| < [lwoll |z — 2ol ,  [(50, 2) = (50, 0)| < [lyoll [l — ol| ;
z trojuhelnikové nerovnosti dostaneme
[zl = llzoll | < lla = =ol| -

Z téchto nerovnosti vyplyva stejnomérna spojitost vSech tii zkoumanych zobrazeni (zobra-
zeni jsou dokonce lipschitzovskd). Nakonec dokazeme spojitost skalarniho sou¢inu. Snadno
ovérime piimym vypoctem

(ZL‘ — X0, Y — yO) = (ZL’,y) - (xuyO) - (x07y> + (x07y0) =
= (z,9) — (z0,y0) — ( — 20, %0) — (0,¥ — Yo) ,

z ¢ehoz dostaneme pomoci (5.1) a jiz odvozenych nerovnosti

| (2,9) = (20, 90) | <z — ol lly = woll + [lzoll |y — woll + ol 1z — ol
a tedy i prvou c¢ast tvrzeni. O
Tvrzeni 5.1.18. V Hilbertové prostoru H plati pro kaZdou dvojici prvki x,y € H
lz + yll* + llz = ylI* = 2(llz]1* + [ly[I*) - (5.15)

Dikaz. Staci secist rovnosti

|l +ylI* = (z,2) + (2,9) + (v, 2) + (4, 9) ,

lz = yl* = (z,2) = (2,9) = (y,2) + (4.9)
a po upravé dostaneme okamzité (5.15). a

Poznamka 5.1.19. Je zajimavé, ze timto vztahem je ,hilbertovskd norma“ plné charakterizo-
vana. Kazdou normu s pravé popsanymi vlastnostmi lze generovat pomoci vhodného skalarniho
souc¢inu. Napf. jde-li o normovany linedrni prostor nad R, sta¢i polozit (pfedchozi rovnosti nyni
odecteme)

|z + yl|*> = [lz — y||?
(x,y) == 1 .
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vvvvvv

potiebovat, je vSak uziteéné ho znat. Geometricky je podminka (5.15) zajimava a byva nazyvana
rovnobéznikové pravidlo. Doporucujeme ¢tenafi nac¢rtnout si obrazek a uvazit, co vime v rovnobéz-
niku o vztahu ¢tvercti délek vSech jeho stran a ¢tvercti thlopiicek. Koneéné stoji za povsimnuti, ze
podminka se ovéfuje v (maximélné) dvourozmérném podprostoru generovaném prvky z,y. Je-li
tedy kaZdy nejvyse dvourozmérny podprostor uplného normovaného linedrniho prostoru Hilber-
tovym prostorem, je také cely prostor Hilbertovym prostorem.

Véta 5.1.20. Necht M je neprazdnd, konvexni a uzaviend podmnozina Hilbertova pro-
storu H. Potom pro kaZdé x € H existuje pravé jedno y € M tak, Ze ||x —y|| = dist(x, M).

Diikaz. Existuje posloupnost {y,} € M tak, ze ||x —y,|| — d := dist(x, M). Potom z (5.15)
plyne vzhledem k ||y, — yu|l = || (Ym — ) — (yn — 2) || odhad

I” g = 2l + llym = 21*) = 1y + Y — 221> =

2 (
2
2 (g — ol + g — o) — 4| 20
2 (Nym — z)* + llyn — z||*) — 4d°,

H (yn_x) - (ym _I)

<

IN

z néhoz plyne, Ze posloupnost {y,} je cauchyovska. Oznacme jeji limitu y; je y, — v,
y € M a ||z —y|| = d. Pokud by existovaly dva prvky ¥, z s touto vlastnosti, musela by
podle predchézejici vahy byt téz cauchyovska posloupnost {y, z,y, z, ... }. Musela by tedy
byt i konvergentni, z ¢ehoz jiz plyne y = 2. ]

Poznamka 5.1.21. Vidime, Ze existuje pravé jeden bod y v M, ktery je ,bodu = nejblize“. Je
tedy jeho metrickou projekci na M. Bude zaroven i jeho ortogonalni projekci na M, pokud bude
M podprostorem H; tento pojem zavedeme nize. Vektor (y — x) je totiz kolmy na kazdy vektor
podprostoru H.

Oznaceni 5.1.22. Jestlize pro =,y € H plati (z,y) = 0, fikdme, Ze x,y jsou ortogondln;
piSeme pak x 1| y. Jestlize pro vSechna x € A,y € B je x L y, piSeme A 1 B a mnoziny
A, B nazyvame téz ortogondlni. Mnozinu vsech y € H, pro které je y L A (tak zkrécené
zapisujeme {y} L A), zna¢ime A*; podobné piseme ! misto {z}~*.

Poznamka 5.1.23 (dulezitd). Z linearity skaldrniho soucinu a jeho spojitosti plyne, Ze
pro kazdé x € H plati:

1) zt je linedrni podprostor H a (2) xtje uzavieny.
( J j J
Odtud jednoduse plyne nasledujici tvrzeni:

Dutsledek 5.1.24. MnoZina M* = N xt je uzavrensj podprostor H pro kazdou mno-
Zinu M C H.

Véta 5.1.25. Necht M je uzavreny linedrni podprostor v H. Potom existuje dvojice line-
arnich zobrazeni P, Q)

P:H— M, Q: H— M*+ (5.16)

takovych, Ze pro vsechna x € H plati:
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(1)
(2)
3) re M+ = Pr=0, Qr=ux;
(4) zobrazeni P, Q jsou urcena jednoznacné;
(5) ||z — Pz|| = dist(z, M);
(6) [lz]* = [[Pz|* + [ Qx|

Dikaz. Je-li x € H, je x + M := {x + y; y € M} konvexni uzaviend mnozina. Polozme
Qr: = z pro to z € x + M, pro jehoz normu plati

Iz = [|2 — 0] = dist(0, z + M) = dist(z, M)

Véta 5.1.20 zarucuje existenci a jednoznac¢nost takového prvku z. Dale definujme Px rov-
nosti Px: = x—Qu. Pak zfejmé plati rovnost (1). Z Qx € x+ M plyne Px = x—Qx € M,
atedy P: H— M.

Ukazme, Ze (Qz,y) = 0 pro vSechna y € M; to ale sta¢i ukazat pro ta y, pro néz
|lyl| = 1. Z definice Qx = z plyne pro kazdy skalar o

2[I* = (2,2) <[z —ay|*, atedy 0<—aly,z)—a(zy)+|af.

Dosadime o = (2, y), z ¢ehoZ po tipravé obdrzime 0 < —|(z, y)|?. Odtud jiz vyplyva rovnost
(z,y) = (Qx,y) = 0. Tim jsme ovéfili, Ze zobrazeni P, () zobrazuji H dle (5.16). Zfejmé
téz plati (2) a (3).

Rozlozme x € H na soucet x = x1 + o9, kde 21 € M, x5 € M*. Potom je

Pr+Qr=x1+xy, resp. Pxr—x1=1x9—Qx.
Pak ale Px —x1 € M, 29 — Qv € M+ a
(Px — 21,29 — Q) = (Px,22) + (21, Q) — (21, 22) — (Px,Qx) =0,

a tedy Pr = x1, Qr = x5 ; tim je dokazana jednoznac¢nost. Pouzitim analogické tvahy
o rozkladu pro linearni kombinaci ax + By dostaneme linearitu P, ): Je

axr + fy = P(ax + By) + Q(ax + By) ,
r=Pr+Q, y=Py+Qy,
a tedy

P(ax + By) — aPz — fPy = aQz + Qy — Q(ax + By).

Odtud jiz plyne linearita obou zobrazeni.
Konec¢né zbyva zdivodnit posledni rovnost tvrzeni, ktera je opét dusledkem ortogona-
lity:
lz]|* = [Pz + Qu||* = (Pz + Qz, Pz + Qu) =
= [|Pz|* + (Pz, Q) + (Q, Px) + [|Qz|* = || Px||* + || Q.

Tim je diikaz celého tvrzeni dokoncen. O]
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Poznamky 5.1.26. (1) Predchazejici tvrzeni lze zobecnit na koneény pocet vzdjemné ortogo-
nalnich uzavienych podprostori H.

(2) Pokud je M # H, pak existuje nenulové z € H, z L M, nebot prox € H\ M jexz =y + z
a z # 0. Prostor M~ je tedy netrivialnim podprostorem H.

(3) Linearni zobrazeni A linearniho prostoru X do X, pro které plati

A%(z) = (Ao A)(z) = Az pro viechna = € X,

se nazyvaji projekce (na A(X)). Zobrazeni P, Q) jsou zfejmé (specidlni) projekce a nazyvaji se
ortogondlni projekce prostoru H na M a M.

Definice 5.1.27. Rekneme, 7e {z,; a € A} je ortonormdlni systém (téz: ortonormdini
mnozina), pokud

|zl = 1 pro vSechna a € A

a vektory z, jsou po dvou ortogondlni, tj. pouzijeme-li Kroneckerova symbolu 0,3 = 1 pro
a = (3 adss =0 pro a # 3, plati rovnost

(Ta,x3) = 0ap, «a,B€A.

Definice 5.1.28. Maximalni ortonormalni mnozinu v Hilbertové prostoru H nazyvame
ortonormalni baze Hilbertova prostoru. Podrobnéji: Je to takova ortonormélni mnozina
B C H, pro kterou plati: je-li B; ortonormalni mnozina v H, B C By, potom B = Bj.

Dvouslovny nazev ortonormalni baze, se kterym v Hilbertove prostoru budeme pracovat,
je ,neddlitelny*. Baze linedrniho prostoru ?) a ortonormélni baze jsou podstatné rozdilné
pojmy. Kazdy ortonormélni systém {x} je tvofen linedrné nezavislymi vektory. Je-li totiz

a1y + -+ + ayx, = 0, potom postupnym nasobenim prvky zq,..., z, dostaneme sérii
rovnosti a; = -+ = «, = 0. Podstatny rozdil se vSak projevi v nekone¢nérozmérném
prostoru.

Nésledujici latka spada do algebry, proto se omezime jen na jeji popis. Vznika ptiro-
zend otazka, jak lze ortonormélni systém v néjakém Hilbertové prostoru H ziskat. Kazdy
konec¢ny linedrné nezavisly systém A prvkd unitarniho prostoru lze nahradit ortonormal-
nim systémem B tak, aby pro jejich linearni obaly platila rovnost Lin[A] = Lin[B]. To
se prakticky provadi pomoci tzv. Gram-Schmidtova ortogonalizacniho procesu. P¥i ném
se postupné z baze H sestrojuje ortonormalni systém, piicemz kazdy krok procesu pirimo
souvisi s konstrukci, se kterou jsme se setkali ve Vété 5.1.25 a se kterou budeme jesté
pracovat.

Je-li napt. {yx} nekone¢nd posloupnost linearné nezavislych prvkia H a jsou-li jiz nale-
zeny ortonormalni prvky x, ... ,xz, tak, zZe plati rovnost

Lin[zq,...,z, | =Lin[y1,... ,yn],

pak sestrojime k y,,11 prvky y a z podle Véty 5.1.25, kde je

n

y:Z(xaxk)xk7 =T Y,

k=1

2) Nékdy se uziva pro rozliseni $irsiho nazvu linedrni bdze nebo Hamelova bdze.
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a polozime x,.1 = z/||z||. O linedrni bazi plati toto dulezité tvrzeni: V kaZdém linedrnim
prostoru X existuje (linedrni) baze, coz je podle definice takova mnozina A linedrné nezé-
vislych prvki, pro kterou linedrni obal Lin[ A ] je roven X. KaZdy linedrné nezdvisly systém
lze doplnit na bazi.

Dtikaz existence baze A se provadi napr. pomoci Zornova lemmatu ¢i podobného apa-
ratu. Poznamenejme, ze baze A je maximdlni mnoZinou linedrné nezavislych prvka v na-
sledujicim smyslu: Pokud existuje A; C X, A C A; a A; je linearné nezavisla, pak A = A;.

Tvrzeni 5.1.29. KaZdou ortonormalni mnozinu B C H lze doplnit na maximadlni orto-
normdlni mnozinu, tj. ortonormdlni bdzi.

Tato véta se dokazuje podobné jako véta o existenci baze linearniho prostoru na zakladé
Zornova lemmatu nebo nékterého jiného tvrzeni s nim ekvivalentniho (jsou to tvrzeni
ekvivalentni axiomu vybéru). Ani tuto vétu dokazovat nebudeme.

Je vhodné si uvédomit, ze v ,algebraickém® pripadé pracujeme s konecnyma linedrnims
kombinacemi bez jakékoli topologie, ve druhém vyuzivame i topologické vlastnosti prostoru.
Véagné feceno, pracujeme s nekonecnymsi linedrnimi kombinacemi. Proto téz obecné dimenze
prostoru H, tj. mohutnost jeho bdze, mtze byt vétsi nez mohutnost jeho ortonormalni baze.
Uvédomte si rozdil mezi

Lin[A]=H a Lin[A|=H.
V R™ je ortonorméalni baze zaroven bazi, avsak napi. v ,redlném“ [, tvoii vektory
e; =(1,0,...), e = (0,1,...), ... maximalni ortonormalni mnozinu B. Linedrni obal
Lin [ B] této mnoziny je vSak tvofen pouze takovymi posloupnostmi z = (z1,zs,...), pro
néz je {k € N;z, # 0} konecnd mnozina. VSechny takové posloupnosti tvori linedrni
podprostor prostoru lo, ktery je viastnim podprostorem ly. Naproti tomu pro kazdé x € Iy
je

o
r=(x1,2T9,...) = E Trer, T E€ly.
1

V tomto pfipadé ortonormalni baze B neni (linearni) bazi 5.

Poznamka 5.1.30. Promyslete si nésledujici zobecnéni: Je-li A libovolnd mnozZina, uvazujte
charakteristické funkce ¢y jejich podmnozin U. Potom charakteristické funkce jednobodovych
mnozin jsou zfejmé linedrné nezavislé a jejich linearni obal tvori prostor charakteristickych funkci
konecngych podmnozin A. V linedrnim prostoru X vSech charakteristickych funkci podmnozin A
umime pracovat bez obtizi (nemame potize s operacemi), ty nastanou pii snaze o definici ska-
larniho soucinu. Zamyslete se nad problémy, které bychom museli fesit, pokud bychom definovali
,prirozené“ pro charakteristické funkce mnozin U,V C A skaldrni soucin

(v xv): = Z eu(t)pv(t).
teA
Tento problém vyresime tim, Ze se omezime na specialni p¥ipad separabilnich Hilbertovych pro-

stort, diive vSak dokazeme jesté jedno dulezité tvrzeni, které plati obecné.

Véta 5.1.31 (Rieszova véta o reprezentaci). Je-li f je spojity linedrni funkciondl na
Hilbertove prostoru H, pak existuje pravé jeden prvek yy € H tak, Ze pro vsechna x € H
plati

f(x) = (z,yy).
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Diikaz. Je-li f =0, polozime y; = 0. V opa¢ném piipadé je
M ={zecH; f(z)=0}

uzavieny podprostor H, pficemz M=+ # () (neboft M # H). Zvolme z € M*, ||z|| =
a polozme

u= f(x)z — f(2)z.

Protoze je f(u) = f(x)f(2) — f(2)f(x) = 0, je w € M a (u,z) = 0. Odtud vyplyva
(u,z) = f(x)(z,2) — f(2)(x, z) = 0, z ehoz dostaneme

f(@) = f(x)(z,2) = f(2)(2,2) = (2, [(2)2) .

Staci tedy polozit yy = f(2)z. Jednoznac¢nost se dokaze jednoduse: Pokud existuji dva
prvky y, ¥/ s popsanou vlastnosti, pak pro vSechna x € H plati

0= (l’,y) - ('ruyl) = (LC,’y - Z//)7
tedy i (y — ¢,y —v') = 0. Odtud plyne y = ¢/, ¢imz je ditkaz dokoncen. O

Lemma 5.1.32. Necht je prostor H separabilni a necht A je ortonormdini systém v H.
Potom je systém A spocetny 3).

Diikaz. Jestlize ||z|| = ||ly|| =1 a = Ly, pak
(z—yx—y)=(v.2) = (z,9) = (v, ) + (y.y) = 2,

atedy 0 := |z —vy]| = \/§ ProtoZe existuje spocetnd S takova, ze S = H, lze pro kazdé
x € A zvolit takové z, € S, Ze | — 2, || < /3. Pro rtznéd z,y € A je

0= llz —yll <llz =2l +llze =2l + llzy =y | <20/3 + [l = 2|,

a tedy ||z — 2| > 0/3 a zobrazeni x +— 2z, je prosté. Jelikoz existuje prosté zobrazeni
mnoziny A do S, je mnozina A spocetna. [

Umluva 5.1.33. Budeme pracovat s ortonormalnimi systémy vektortt v Hilbertové pro-
storu H; vsude v dalsim vykladu budeme bez upozornéni predpokladat, Ze tento prostor H
je separabilni. Hilbertiv prostor nemusi byt separabilni, tim se vsak, jak jsme jiz vidéli,
nékteré avahy zkomplikuji. I kdyz jde o komplikaci pouze technického razu, vyhneme se ji.

Lemma 5.1.34. Necht {xy;k = 1,...,n} je ortonormdlni systém v Hilbertové prostoru
H. Potom pro libovolné skaldary oy, ..., a, z pole prislusneho k H plati
e Sl |- Sun ]
k=1 k=1

3) Tedy kone¢ny nebo nekoneény spocetny, lze ho tedy indexovat prvky N, piipadné Z.
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Dikaz. Dokazeme, ze plati

Hx - Zn:(x,xk)a:k

2

2 n n
‘ +Z|Oék — (z,2) [* = Hx—zakﬂ%
k=1 k=1

Spocteme nejprve

3

Sl — (@ o) [P =" (an — (2, 20)) (o — (w,21)) =

e
Il
—

( | l® — an(@, x) — aw(z, xp) + ‘(x>33k)|2) -

I
;TM:

Sl

[y

(low]® = ar(zp, 2) — ap(z, z) + (2, 2)]*) -

=
Il
—

Nyni jiz snadno dostaneme rovnost

n 2 n n
HZE—ZO&kxk H = (x—Zaka:k, :U—Zakxk> =
k=1 k=1 k=1
n n n
= |l =Y awlwn o) = > @ (@a) + Y Jowl? =
k=1 k=1 k=1

= [lz?+ > |aw = (@20) | =D (@,z)]”
k=1 k=1
Druhy ¢len ve vyrazu na pravé strané rovnosti je nezaporny a nabyva hodnoty 0, pravé
kdyz plati
ar = (x,zp), k=1,...,n. (5.17)
Zbytek je ziejmy. O]

Definice 5.1.35. Je-li {z;; k € N} = {24} ortonormalni systém v Hilbertové prostoru
H, pak ¢islim (z,xy) fikdme Fourierovy koeficienty vzhledem k systému {x ; k € N}.
Budeme je znacit

z(k) = (z,x), keN,

Dusledek 5.1.36 (Besselova nerovnost). Necht {z}} je ortonormdlni systém v (sepa-
rabilnim) Hilbertové prostoru H a necht x € H a T(k) = (x,xy). Potom plati

Y [ERP < J)l? (5.18)

Diikaz. K (5.18) dospé&jeme takto: je-li H Hilberttv prostor a {xy; k = 1,...,n} je orto-
normalni systém v H, odvodili jsme pro kazdé x € H

n n n
e =S enaall? = flzl2 + 3 o — (@ 2)P = 3 [z @) -
k=1 k=1 k=1
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Odtud dostavame volbou Fourierovych koeficientd na misté oy

n

n n
Sl a) = el = Jle = S e, atedy S |G m)P < )
k=1

k=1 k=1
Ptrechodem k suprému na levé strané plyne odtud (5.18). O

Cviceni 5.1.37. Ukazte, Ze i v kontextu Hilbertovych prostort plati Riemann-Lebes-
gueovo lemma: Necht je {z}} ortonormalni systém v Hilbertové prostoru H a necht z € H.
Potom

klim (x,x) = 0.

Ndvod: Vyjdéte z Besselovy nerovnosti.

Poznamka 5.1.38 (dulezitd). Vzhledem k tomu, Ze méme k dispozici pojem konver-
gence v Hilbertové prostoru, lze snadno definovat soucet fady prvka H. Vime totiz, jak
definovat y,,,: = > ;" z% a kdy y, — y. Mizeme tedy zachézet s fadami v H, aniz bu-
deme budovat rozsahlejsi teorii. Budou nés zajimat fady speciélniho tvaru. Je-li B = {x}}
ortonormalni mnozina v H a konverguje-li fada

0o
E ATk
k=1

k y € H, pak pro ym, = Y, axty je ziejmé oy = (Y, Tx,) a

a2 = 3 (G2 = 3 a2
k=1 k=1

Odtud plyne, Ze pokud fada konverguje k y, musi platit

oo

> lanl® =lyll?,

k=1

neboli v Besselové nerovnosti nastava rovnost a posloupnost {ay} je prvkem [ly. Snadno
téz nahlédneme, Ze pii daném ortonormalnim systému {z;} je prvek Y .- (z,zx) zy jed-
nozna¢né uréen pomoci 7 : k — (x,z), k € N.

Rovnost Z(k) = (z, ) definuje spojity linearni funkciondl na H, a proto je zobrazeni
F : H — [y, ptfitazujici z — 7, linearni. Z nerovnosti

> &) = gk < Jlz -yl

plyne, Ze toto zobrazeni F' je spojité.

Dilezitou otazkou je zkoumat, zda a kdy je v predchozim kontextu F zobrazenim
na ls a izometrii. Diikaz nasledujici véty se zda lehky jen proto, Ze pracujeme s uplnym
prostorem.
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Véta 5.1.39 (F. Riesz, Fischer 1907). Necht {zy} C H je ortonormdlni systém a
necht p(k) € ly. Potom existuje y € H tak, Ze je ¢ =y, Tada Y ., p(k)zy konverguje
v H a plati

Ivli= (S tewr)”.

Diikaz. Oznalme y, := Y ,_, p(k)xx. Potom pro m,n € N, m > n, plati

lgm = a2 = (30 w0z, 2 whhee) = > [ek) [

k=n+1 k=n+1 k=n+1

Protoze vsak fada >, | ¢(k) |* konverguje, je posledni soucet v predchozim vztahu libo-
volné maly pro vSechna m > n, jakmile je n € N dostatecné velké. Je tedy {y, } cauchyovska
posloupnost, ktera v iplném prostoru H konverguje k néjakému y € H, ¢imz je dikaz do-
koncen; zde jde prakticky o odhad zbytkem konvergentni fady po n-tém clenu. O]

Dokazali jsme tedy, ze s ohledem na tuplnost H je zobrazeni F' : H — Iy vzdy na. Nas
samoziejmé nejvice zajima, kdy lze kaZdé x € H v separabilnim (nekone¢nérozmérném)
Hilbertové prostoru vyjadfit pomoci uréité ortonorméalni mnoziny D = {x;}, a to ve tvaru

Tr = (xwrk)xka

00
k=1

coz je Fourierova Tada v H vzhledem k ortonorméalni mnoziné D.

Na zavér nase poznatky shrneme do jediné véty a uvedeme je do vzadjemné souvis-
losti. Pak si jiz jen uvédomime, co odtud z vybudované abstraktni teorie dostaneme pro
yklasické“ Fourierovy fady.

Véta 5.1.40. Necht B := {wy} C H je ortonormdlni v H. Ndsledujici podminky jsou
ekvivalentns :

(a) B je ortonormdlni baze Hilbertova prostoru H;

(b) vSechny konecné linedrni kombinace prvki z B tvori hustou podmnoZinu H,
tj. Lin[ B] = H;

(c) jestlize pro vSechna wy, k € N, plati (x,wy) = 0, pak x = 0;

(d) pro vsechna x € H je x = - (@, wy) wy;

(e) pro vSechna x,y € H je

[e.9]

(w.y) =Y @(k)

k=1

(k);

<)

(f) pro vSechna x € H plati tzv. Parsevalova rovnost

2| =>" |3k | (5.19)
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Diikaz. Dokazeme postupné sérii implikaci (a) = ... = (f) = (a).

(a) = (b) :
Ziejmé je Lin [ B] linedrni podprostor H, a proto je Lin[ B | uzavieny linearni pod-
prostor H, nebot snadno ovéiime, ze

Ty =T, Yo 2 Y= Tyt Yn —CT+Y,. ..,

operace sc¢itani a nasobeni skalarem jsou ve zfejmém smyslu spojité ,na H“. Pfi

J_ . 7 7z 7z . 7z Ve v ’ 7’ . 4
Lin[B] # H je Lin[ B] netrivialni, a tedy B neni maximalni, co dava ekvivalentni
vyrok non (b) = non (a).

(b) = () :
Jestlize plati (x,wy) = 0 pro vSechna k € N, je i (x,y) = 0 pro kazdé y € Lin|[B] a

ze spojitosti skalarniho soucinu i pro kazdé y € Lin|[B| = H, tedy jei (z,z) =0 a

xz=0.
(c) = (d):
Pro kazdé w;, € B a kazdé v € H dostavame
(2= D (@ wewn, w) = (@,w) = 3 (@) (we wr) =
k=1 k=1

= (z,w;) — (z,w;) =0,

coz dava potfebné tvrzeni.

(d) = (e) :
Pro kazdé dva prvky x,y € H dostavame
= (Z<x7wk Wk Z yawl) wl> =
k=1 =1
(@, wg, ) (Wi, wy) (y, wy) = Z T, W) (Y, Wiy -
(k0] m=1
(e) = (f):
Nyni staci do tvaru z (e) dosadit x = y.
(f) = (a):

Budeme postupovat sporem: Piedpokladejme, Ze existuje nenulové z € H\ B, ||z|| =
1. Uvazujme ortonormalni mnozinu B; = BU{z}. Pomoci (f) a Besselovy nerovnosti
dostaneme

1212 =Y 1z wi) P < Y (2w P + (2, 2) 1 = |21
k=1 k=1

Nalezeny spor ukazuje, ze B je maximalni.

Tim je dikaz ,kolecka implikaci® a tedy i tvrzeni véty dokoncen. O
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Priklad 5.1.41. Teorii, se kterou jsme se seznamili, lze aplikovat na klasicky pfipad Fou-
rierovych fad. Je vSak nutna jista opatrnost souvisejici s tim, Ze jsme pouzivali néktera
oznaceni ve dvojim vyznamu (napf. Fourierovy koeficienty apod.). V dalsim budeme uzivat
oznaceni L,(27) pro 2m-perodické funkce z prostoru (tfid) funkci £,, tj. funkei s konver-
gentnim Lebesgueovym integralem na intervalu (—m, ).

Systém funkei {1, coskz, sin kx}2, je tvofen funkcemi v Lo(27), které jsou ortogo-
nalni; tyto funkce v8ak nejsou ortonormélni. Odpovidajici ortonormalni systém je (pracu-
jeme s normou z Ly(27)!)

{ 1  coskx sinkx }00
Vorh m T o\T
Protoze trigonometrické polynomy tvori hustou podmnozinu £9(27), je splnéna podminka
(b) z Véty 5.1.40, a tedy i kterdkoli z podminek téze véty.

Pro Fourierovy koeficienty ve smyslu teorie Hilbertovych prostort plati napt.

<fa co\jgx> = %/if(t) cos ktdt |

takze odpovidajici koeficient ay v ,klasické teorii“ je roven tomuto ¢islu az na faktor 1/4/7.
Obdobny vztah plati i pro ostatni koeficienty; pfipomenme jesté, ze ,absolutni ¢len“ jsme
v klasické teorii psali ve tvaru ag/2.

Pro funkci z £9(27) tak dostaneme rovnost (a je redlné ¢islo )

k=1

" rordr = (198 LS (a4 2 5.20
[ rorar=a(5 S ar + i), (5.20)

kterd je pouze prepisem Parsevalovy rovnosti (5.19) z podminky (f) z Véty 5.1.40. Tuto
rovnost 1ze vyuzit napfiklad k vypoc¢tu normy funkce f v Lo(27), zndme-li jeji Fourierovy
koeficienty a umime secist fadu na pravé strané rovnosti (5.20), nebo k seCteni hodnoty
téze fady v pfipadé, ze naopak zndme hodnotu integralu v (5.20) vlevo.

Oznacime-li a}, b}, k € Ny Fourierovy koeficienty funkce g € L2(27) a budeme-li
predpokladat, Ze obé funkce f, g jsou realné, mizeme pro né odvodit vzorec

a2 / 00
/a Fr) gty dt = (%0 4 > (o + b))

Ctenéf si jiz veelku snadno ,,pielozi“ dalsi vysledky.

Pro funkce z L£9(27) vychazi tedy celd teorie velmi elegantné a jejich Fourierovy fady
konverguji bodové skoro vSude ve smyslu Lebesgueovy miry. VysSe popsanymi prostiedky
vsak presnéjsi informaci o mnoziné bodt, v niz fada konverguje, nemame. Tu pii vyluéném
pouziti teorie Hilbertovych prostorii ziskat nemiizeme.

Piiklad 5.1.42 (Legendreovy polynomy). VySe probrané teorie vSak dava jistou in-
formaci napf. pro rizné systémy ortogonalnich polynomt. V obecné poloze jde o vysetio-
vani systému funkci, jejichz skalarni soucin je definovan vzorcem

(f.9) = / V() £(t) g(t) dt |
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kde (a,b) C R je jisty interval a V' je kladné (a kone¢na) funkce na (a, b); ta se nazyva vdha.
Pro priblizeni téchto specialnich t¥id si blize vSimneme ortogonalnich polynomt, které se
nazyvaji Legendreovy polynomy. V tom piipadé je (a,b) omezeny interval v R a vaha V je
identicky rovna 1. Podrobnéjsi informaci nalezne zvidavy ¢tenar v [41].

Oznacime hledané Legendreovy polynomy symbolem P,, kde n je stupen polynomu F,.
Ztejmé lze P, zapsat jako n-tou derivaci polynomu @), ktery je stupné 2n. Potom pro
kazdy polynom R stupné nizsiho nez n plati (uzivame metodu per partes)

/ P,(H)R(t)dt = / QL
_ [Q;M)(t)R(t) — Qi £ Qu(t) RV (1)]

Z podminky ortogonality plyne, Ze by tento vyraz mél byt roven 0. To nastane naptiklad
tehdy, jestlize bude mit polynom (), za n-nasobné kotfeny krajni body a,b. Definujeme
tedy Q,(t) = A,(t —a)™(t — b)", kde dle zvyku klademe A, = 1/(2"n!), takze

1 d"
2rnldt”

b

t=a '

Fu(t) =

—=((t=a)(t—10))".
Plati

[ ra / QB () dt

— [Qv(ln)QT(ALnfl) . len+1)Q£Lnf2 C4 Q (2n— I)Q / Q 2n) Qn

Zéavorka je rovna 0, takze vpravo zbude posledni integral, ktery je roven

(2n)t " nip _ pyn
W/a(t—a) (t— byt

Dalsi n-nasobné aplikace metody per-partes da

/b Pg(t)dt — M )

220(2n + 1)

Polozime-li (a,b) = (—1,1) a ponechame-li vSechno ostatni oznaceni, dostaneme

Pty = - (@2 1y Pt dt = —
"O= g e (20 [ RO =50

Pro tyto polynomy lze odvodit rtizné rekurentni formule; srv. napf. [41], Véty 212 a 213:
(n+1)P,1(t) — (2n+ )tP,(t) + nP,_1(t) =0,
odkud vyplyva

321 563 3
Po(t):]., Pl(t):t, P2(t):7_§’ P3(t):7_§

Legendreovy polynomy splnuji pro vSechna n € Ny diferencialni rovnici

AR

(1—=t)P/(t) — 2tP.(t) + n(n+ 1)P.(t) = 0.
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Piiklad 5.1.43 (CebySevovy polynomy). Tyto polynomy tvoii rovnéZz ortogonalni
systém v (—1,1) vzhledem k véze V() = (1 — t?)~'/2. P¥istup k nim je rfizny. Jsou to
napiiklad polynomy s koeficientem 1 u ,nejvyssi mocniny“ z", které nejlépe aproximuji
v suprémové normé identicky nulovou funkei na intervalu [—1,1]. Lze je vyjadiit vzorcem

1
To(t) =1, T,(t) = ) cos(n arccost) .

Jiny pfistup k ortogonalnim polynomiim je mozny pies tzv. vytvorujici funkce.



Kapitola 6

Fourierova transformace

V této kapitole se budeme zabyvat vyhradné Fourierovou transformaci. Funkce, se
kterymi budeme pracovat, jsou komplexni funkce redlné proménné. Pii vykladu se
vSak dostavame na tenky led: V této kapitole jiz vibec s Riemannovym integra-
lem nevystac¢ime napi. proto, Ze obecné potfebujeme integrovat pres neomezeny
interval.

6.1 Fourierova transformace

Jestlize ma f € C(27) konecnou variaci na kazdém [a,b] C R, pak {cp}72 .,

1 [" .
Ck:%/_wf(t)elktdt, kEZ,

je omezend posloupnost, ¢, — 0 pro |k| — oo a pro kazdé z € R je

oo

flx) = Z cpe™®

k=—o00

Nejjednodussi zobecnéni tohoto vyjadieni se tyka periodicity: pro 2p-periodickou funkci
f € C(2p) s lokalné konecnou variaci plati pro p > 0

o0

fla)y= > "% <2ip /_Zf(t) e T dt).

k=—0o0

Na zakladé velmi intuitivni dvahy o roztazeni intervalu (—p, p) na R a o nahrazeni souctu
integralem se miizeme dostat ke vztahu?!)

) = %/_: it (/: Fv) et dv) dt | (6.1)

ktery ma alespon zdanlivé nékteré vyhody: analogii f(k:) je nyni funkce f, vztah mezi f a J?
je ,symetrictéjsi“ a periodicity f se tak zbavime. Viibec nic jsme nedokdzali, ale strucény
popis této tivahy nam poslouzi jako voditko pro dalsi postup.

1) Podrobné viz zac¢atek Kapitoly 8 v [53] a jesté podrobnéji odstavec 5.4 v [4].

91
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Je-li f e L£,(R) =Ly, lze definovat
1) = / fw)e™dy, teR, (6.2)

protoze integral vpravo konverguje pro vSechna t € R. Funkci fbudeme nazyvat Fouriero-
vym obrazem nebo Fourierovou transformaci funkce f. Pfipominame, zZe stale ztotoznujeme
J s t¥idou funkci g méfitelnych na R, pro néz f = g skoro vsude na R, tj. s prvky prostoru
L1. Zobrazeni f — f také nazyvame Fourierova transformace. VSimneme si nejprve jeho
zékladnich vlastnosti 2).

Tyto vlastnosti jsou dusledkem translacni invariance Lebesgueovy miry a toho, ze (kom-
plexni) exponencidla vyhovuje funkcionélni rovnici

o(s+1t)=w(s) -p(t), s telR

Vyuzivame také poznatkl z teorie miry a integralu. Vyklad v jinych ucebnicich se muze
nepodstatné li$it napf. v tom, jak nalozime s faktorem 1/27, tyto odliSnosti vSak nejsou
podstatné.

Pripomenme, ze pracujeme s normou

00 1/p
Hpr=</ If(t)|pdt> C1<pes,

o0

a ze konvoluce funkci f, g € L1 je definovana vzorcem

(f * 9)(x) = / T e - gty dy .

Zékladni vlastnosti Fourierovy transformace popisuje tvrzeni:

Véta 6.1.1 (vlastnosti Fourierovy transformace). Necht a, A\ € R, f € L;. Potom
plati:

(a) Je-li g(x) = f(x) e, pak §(t) = f(t - a).
(b) Je-li g(x) = f(x — ), pak g(t) = f(t) e™".

~

(¢) Je-lig € L1 ah=fxg, pak h(t) = f(t) - G(t)

(d) Je-li g(x) = F(—x), pak G(t) = [(t).

~

(e) Je-li g(x) = f(z/N), A >0, pak g(t) = Af(A\t).

-~

(f) Je-li g(x) = —ixf(zx) € L1, potom F md derivaci a g(t) = (f )/(t).

2) Zminili jsme véts symetrii vztahu mezi f a f. Je mo#né faktor 1 /27 v (6.1),rozdélit* a vlozit faktor
1/4/27 do definice f a dosdhnout tak jesté vétsi symetrie, ale to je vcelku nepodstatné.
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Dikaz. Vétsinu z uvedenych vlastnosti lze ovérit trividlnim vypoctem. Ukazeme si to na
dvou méné zfejmych z nich: uzitim Fubiniovy véty dostaneme v (c)

ﬁ(t) = / eit”(/ f(v—u)g(u) du) dv =
_ / o) e du / Fo —w) e =0 dy = G(e) - F(8).
Podobné pro s # t dostaneme v (f) dosazenim

v 1
—1tv
s—t / f(v s—1 )dv.

Pro u # 0 dostaneme elementarnimi tpravami odhad

< [of.

e —1 ‘ < | cosvu — isinvu — 1|

u Jul

Z 1n€j a z predpokladii plyne moznost pouzit Lebesguevovu vétu o dominované konvergenci
a dostat tak limitnim pfechodem pro s — ¢

(F)'@) = —/_OO i f(v) e ™ dv = —itf(£) .

Vyuzijeme-li vlastnost (b) z Véty 6.1.1, dostaneme jako Fouriertv obraz funkce

flz+a) = fz)

funkeci

To nés privadi na myslenku, Ze bychom jako Fourieriv obraz f’ mohli obdrzet funkci itf(t).
Pro funkci f, pro kterou f, f" € L1 a f je primitivni funkci k f’, dostaneme tento vztah
pomoci metody per partes

-/ Z Fw) e dy =

= f(t)e ™ Y /_ h fo)e ™ dv =itf(t). (6.3)

V dalsim vyuzijeme nasledujici lemma:
Lemma 6.1.2. Oznacime-li pro funkci f ay € R
fy(x):f(m_y)a ZL’ER,

pak pro f € L, je zobrazeni y — f, stejnomeérne spojité zobrazeni R do L,.
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Dikaz. 7 teorie Lebesgueova integralu je znamo, ze k funkci f a ¢islu € > 0 lze nalézt
spojitou funkci g s nosi¢em v intervalu [ —a, a |, a > 0, tak, ze || f —g||, < €. Ze stejnomérné
spojitosti ¢ na R dostaneme pro libovolné zvolené ¢ > 0 takové J. = ¢, pro néz

s —t] <0 =|g(s) —g(t)| < (Sa)_l/ps.
Odtud plyne
| o= s) = glo— 0P ds < @) 20 +5) <,

atedy i gs — g, < . Déle je

1fs = fellp < I1fs = gsllp + llgs = gellp + llge = fell, < 3,
coz jiz dava dokazované tvrzeni. O]

Ptimo z definice Fourierovy transformace dostaneme odhad
fol< [ 1rweia < [ ol = ).
Méné je jiz zfejmé nasledujici tvrzeni:
Véta 6.1.3. Fourierova transformace zobrazuje prostor Ly do prostoru Cy vsech funkci g

spojitych na R, pro néz je

lim g(x)=0.

|z[—00
Diikaz. Snadno nahlédneme, Ze
) =Tl < [ 1sfetsr - ea

Integrand vpravo je majorizovan funkci 2| f| a pro kazdé v € R konverguje k 0 pro ¢, — t.

Pomoci Lebesgueovy véty o dominované konvergenci plyne odtud spojitost funkce fA 7
definice

Ft) = / h flv)e ™ dv (6.4)

a ze vztahu e™ = —1 snadno obdrzime obdobné jako v ditkazu Tvrzeni 4.5.4

[e.e]

Fit) = — / Z Fv) e=to+=/0 gy = _ / Flo=T)e o (6.5)

Se¢tenim (6.4) s (6.5) dostaneme

[e.9]

27(t) :/_ (f(v) — f<v - %))e’it“dv ,

o0

z ¢ehoz jiz snadno vyplyva

2|F&)| < If = fepli — 0

pro t — +o0o. Tim je dikaz dokoncen. [
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Piiklad 6.1.4 (dulezity). Piipomenme si vztah z Véty 6.1.1 (f) a dale rovnost (6.3),
ktera plati v pripadé [’ € L;:

(F)'®) ==itf@D, () =itfe).
Vyuzijeme je pro urc¢eni Fourierova obrazu funkce f(x) = e"”Q, x € R. Pro ni zfejmé plati
f'(x) = =2z f(x) = 2i-ixf(x), z ¢ehoZ plyne
Fi(t) = 2i-itf(1).
Z této rovnosti dostaneme
itf(t) = =2i(f) (1),

takze f je feSenim jednoduché diferencialni rovnice

’ T

3/:—5?4-

Obecné Feseni této rovnice je tvaru y = Ce /4. Je tedy

f(t) = Ce P/t = / e e gy ;

oo

~

z ¢ehoz dostaneme C' = f(0) = [ e "’ dv = /7. Z nalezeného vzorce dostaneme podle
Véty 6.1.1 (e)
@ — /mae /4

a volbou a = 2 dospé&jeme k funkei f(z) = e **/2, pro kterou plati f: V2r - f.

6.2 Inverzni Fourierova transformace
Vsimneme si kratce inverzni Fourierovy transformace f —— f. Zde je tieba si uvédomit,

ze pro f € L4 je sice f € Cy, avsak obecné neplati f € L. Pokud bychom chtéli postupovat
pri hledani inverzniho zobrazeni mechanicky a pouzili ivodni intuitivni ivahy, dostaneme

se do obtizi:
1 - ixt 1 > ixt > —itv
— f)e*dt = — et dt fv)e™™dv =
T ) oo 21 J_ o e

1 oo o0 .
= —/ f(v) dv / @t gy
T J 00 —oo

nedava dobry smysl, protoze posledni z integralti neexistuje. Musime tedy postupovat opa-
trndji.
Snadno spocteme, ze pro f,g € L je

/ f t)ydt = /_Zg(t)(/_z f(v)e’i“’dv> dt =
— [ s [amera = [ g
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Nyni za g zvolime e"¢(t), t € R. Tak dostaneme pomoci Véty 6.1.1 (a)

[Zﬂﬂﬂwwwi—/if@mw—xm@

Opét uzijeme Vétu 6.1.1 a dostaneme

/_Z J?(t)e”t t)ydt = / f()g(x —v)dv

Kone¢né uzitim Véty 6.1.1 dostaneme pro g(t) = ®(at) vzorec

/f ) eit g atdt—/ v x_v>dv.

Zbytek uvahy, vedouci k inverzni Fourierové transformaci, spociva v sikovné volbé funkce
®. Budeme ji volit s co ,nejhez¢imi“ vlastnostmi:

® € L, P spojita a omezend , P(0) =1, & € L. (6.6)

Takové funkce existuji, jednu z nich jsme nalezli v Piikladu 4.34. Tak dostaneme nejprve
v obecném tvaru tvrzeni:

Véta 6.2.1. Necht funkce & vyhovuje podminkdm (6.6). Predpoklddejme ddle, Ze f € L;.
Potom pro a — 0 plati

[e.9]

lim (f(x) - %[,@ Ft)e™ d(—at)dt |dz =0,

—
=0/

ty. funkce
o | Foeacayd = (7« &)@

~ 1 ~
konverguje pro a — 0 v normé || - ||y k funkci f. Zde @,(x) = —¢(£>.
a \a

Nezli pristoupime k dtikazu tohoto tvrzeni, pripomeneme tivahu, kterou jsme jiz jed-
nou délali v souvislosti s Weierstrassovou vétou o aproximaci. Rozsifime-li napt. funkci
f € C([a,b]) spojité se zachovanim oznaceni f na celou redlnou osu R tak, aby byla mno-
zina {x € R; |f(x)| > 0} omezena (funkcim s touto vlastnosti se ¢asto ¥ika spojité funkce
s kompaktnim nosicem; tyto funkce tvofi linedrni prostor Cx(R)), a chadpeme-li konvoluci

f * @ funkce f s jadrem @, tj.
/ () olw — 1) di

jako zobrazeni do Ci(R), je pfirozené se ptat, zda existuje takové jadro @, pro které by toto
zobrazeni bylo identitou na Ci(R). Prozradime, ze odpovéd je negativni, avSak lze nalézt
takova jadra @y, pro ktera plati fx®, — f pro k — oo. S podobnou problematikou jsme se
setkali jiz vicekrat (pfipomerime podobnost s problematikou funkei z C(27) a Fejérovymi
jadry K,), proto si ji vSimneme za ponékud obecnéjsich predpokladti podrobnéji.
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Véta 6.2.2. Necht @, je posloupnost funkci z L, takovd, Ze :

(a) limpo [T Pp(t)dt = c emistuje;

(b) [ |®y(t)| dt < M < oo pro vechna k € N;

(c) pro vSechna 6 >0 je

lim |Gy ()| dt = 0.

k=00 Jti; 1) > 6}

Potom pro vsechny funkce f € Ci(R) plati

klim | f*Pr—cf] =0, (6.7)
kde || - || je supremovd norma na R. Analogické turzeni plati pro konvergenci v L,, tj. pro

kazdou funkci f € L,, 1 < p < 00, je

lim | f Py~ cf [}, = 0. (6.8)
Dikaz. Oznacme ¢ := ffooo &y (t) dt . Nésledujici tivaha se ¢asto provadi v souvislosti

s Weierstrassovou vétou; srv. s Landauovym dikazem této véty v [78], s. 406. Ziejmé

o0

(f * B0)(x) — cuf(a) = / (Flx—y) — F()) Buly) dy

—0o0

Funkce f € Cix(R) je na R omezend a stejnomérné spojita, takze ke kazdému e > 0 existuje
d > 0, pro které z |x — y| < § vyplyva |f(z) — f(y)| < . Plati

I 0= cefll <sw [ e —) = 5@ |0l dy (©9)

Integral v predchazejicim odhadu rozdélime na integraly pres mnoziny
A={yeR;lyl <}, B:={yeR;lyl = d}.

Prvni z absolutnich hodnot v integrandu v (6.9) je na A odhadnuta ¢islem € a na B hod-
notou 2|| f||. Odtud dostaneme || f* P, —cf || — 0. Kone¢né (6.7) je dusledkem nerovnosti
|5 B —cf | < | By — el |+ e — exl - 1]

K dikazu (6.8) pouzijeme toho, Ze prostor Ci(R) je hustym podprostorem prostoru L,
pro vsechna 1 < p < oo. Je-li dana funkce f € L, a zvolime-li ¢ > 0, nalezneme nejprve
g € C,(R) tak, ze || f — g ||, < . Potom

[ # P = gx Dy |lp < e[ Pefly < Me

nezavisle na k € N. Zvolime jesté interval [a,b] tak, Ze ¢g se anuluje vSude mimo tento
interval. Pak volbou n € N lze dosahnout toho, ze pro vsechna k > n je

| g% P —glloc < €,
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z ¢ehoz dostaneme
g %Pk — gl <e(b—a).
Pokud nyni pouzijeme odvozenych dil¢ich odhadti, pak pro vSsechna k& > n je

[ f @i =fllp <N F*Pe—gxPillp+lg*Pr—glp+ 19— [l <
<eM+e(b—a)+e,

z ¢ehoz uz snadno plyne (6.8). O
Dikaz Vety 6.2.1. Podle predchazejiciho lemmatu dostavame
fo* Q%a —cf

v L1, kde ¢ = ffooo qg(t) dt . Zbyva dokazat, Ze toto ¢ nezavisi na volbé @, coz provedeme
v pritbéhu dikazu néasledujiciho tvrzeni: O]

Véta 6.2.3. Necht f € L1 a také ]/”\ € L1. Potom f je skoro vsude rovna spojité funkci.
Predpoklddejme tedy, Ze [ je spojitd. Pak pro vsechna x € R
f@) =5z [ Fyemat
r)=— e :
21 J_ o
Diikaz. 7 Véty 6.2.2 a z Lebesgueovy véty o dominované konvergenci (f je omezena a
spojitd) dostaneme

tim [ 7(0) e 9(—at) dt = / F(t) e dt

—00

(je ©(0) = 1). Pro skoro vSechna z € R plati

of (z) = /_ N Flt)eat .

Odtud ale vidime, ze ve skutec¢nosti ¢ nezavisi na konkrétni volbé @. Polozime-li

Flz) = % /_ Ft) et at |

dostévame F(z) = (1/27) -A(—x) a pritom F' = f skoro vSude v R, coz dava tvrzeni
vety. 0

Dusledek 6.2.4. Je-li f € L1 a fz 0, potom f =0 s.v. v R.

6.3 Diskrétni Fourierova transformace

Jiz od svého vzniku souvisely Fourierovy fady v oblasti fyziky s akustikou. Nemélo by nas
proto prekvapit, ze aplikace této teorie maji casto fyzikalni charakter i terminologii. V této
casti se dostavame k vécem, které jsou v praxi velice uzitecné a bez nichz si dnes Zzivot
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neumime predstavit. Je to dokonce takové, Ze si za mnoha vécmi jiz ani jejich matema-
tickou podstatu neuvédomujeme. Abychom uvedli néjaké ptiklady, které se tykaji latky
tohoto textu, sta¢i zminit napiiklad tomograf, fotografické aparaty dnes téméi bez vy-
jimky pouzivajici formét soubort *.jpg nebo rizna digitalni akustickd zarizeni podporujici
audioformat MP3.

V praxi je obtizné ze vzorce (6.2), tj. vzorce

f(t):/_oo fw)ye™dv, teR,

urcit f (umime to spiSe jen ve specidlnich ptipadech), a tak se uchylujeme k vhodné na-
hrazce, ktera ,nepresnost® kompenzuje daleko snazsim zptisobem pouziti. Princip spociva
v nahrazeni oboru integrace (—oo,00) omezenym intervalem [a,b] a pak téz integralu
z f pfes |a,b] integralnim souctem pro néjaké jeho ekvidistantni déleni. Pfitom je samo-
ziejmé vhodné minimalizovat moznou chybu. A tak provadime pfifazeni obdobné, jako pri
konstrukei Fourierovy fady, avSak misto ,dvojstranné“ posloupnosti koeficienttt {cg}72
pfifazujeme pouze konecnou, a tedy i diskretni mnozinu N hodnot (je N € N), pomoci
které ziskavame modifikovany Fourieriv obraz:

N—

0K Z fvg) e (v — o) - (6.10)

k=0

[ay

To je cesta k diskretni Fourierové transformaci Df (krdtce DFT) funkce f: jeji vysledek
Df je popsan vyrazem na pravé strané rovnice (6.10). Oznaceni uzite¢né pfi objasnéni
souvislosti a cesty k Df jesté trochu zménime a zjednodusime.

Zaroven jesté prozradime, ¢emu se budeme vénovat v dalsi ¢asti této kapitoly. Vypocet
Df na prvni pohled vyzaduje cosi jako maticovy pocet, ale nase matice neni zcela obecna
matice. Vyskytuji se v ni urc¢ité pravidelnosti. Metoda vypoctu, kterd jich vyuziva, se
nazyva rychld Fourierova transformace. Bézné uzivana zkratka je odvozena od anglického
nazvu Fast Fourier Transform — je to tedy FFT a ne RFT z ¢eského Rychla Fourierova
Transformace.

Budeme tedy predpokladat, ze a < 0 < b, N € N, a ze je zvoleno ekvidistantni déleni
intervalu [a,b], a = vop < v; < -+ < vy = b tak, Ze je (vy — vp_1) = (b — a)/N = Av,
k=1,...,N. Budeme proto mit v, = a + kAv, k=0,..., N. Polozme

=
L
2

O(t) = 3 Flup) e v = e 3 f(o) e O A (6.11)
0

i
o
i

kde ¢ je funkce nahrazujici f Polozme jesté pron € Z

2
t, = p ina , mneboli t,(b—a)=2mn

a soustfedme se na tyto body. Po dosazeni do (6.11) dostaneme

N—-1
¢(tn) _ e—iatn Z f(vk) e_itnk(b_a)/NAU _ e—iatn Z f(vk> e—i27rnk:/NAU ‘
k=0
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—iaty,

Zanedbejme nésobeni ¢lend v souctu faktorem e Av a soustfedme nasi pozornost na

N-periodickou komplexni funkci na Z

N-1
Df(n) _ f(vk) e—127rnk/N )
k=0
Polozime-li jesté w = *™/N mizeme Df : Z — C zapsat struénéji ve tvaru
N-1
Df(n) = flop)w™, nez. (6.12)

B
I

0

Zapomenme nyni na fakt, ze Df vznikla z funkce f. Pracujeme totiz pouze s jejimi n
hodnotami (f(0), f(1),...,f(N — 1)) € CV. Nejlépe by bylo pouzit poznatki z teorie
grup, ale mtizeme zvolit i jinou predstavu. Budeme pracovat s N-periodickymi funkcemi f
na 7, tj. s funkcemi na Z, pro které je

flk+nN)=fk), neZ, k=01,... N—1.

Dosahneme tak analogie s 2m-periodickymi funkcemi, s nimiz jsme v tomto textu zachazeli
jiz mnohokrat. Je napi. ziejmé, ze kazda takova funkce je urcena konec¢né mnoha hodno-
tami, nebot f(0) = f(nN), f(1) = f(1+nN),...,f(N—1) = f(nN —1), n € N. Formélné
kazdému prvku mnoziny {k +nN;n € Z}, k € 0,1,... , N — 1, je pfifazeno totéz ¢islo,
zobrazujeme tedy vlastné mnozinu Zy zbytkovych trid modulo N.

Kazdé funkci f definované na Zy, tj. f : Zy — C, pfitazujeme jeji DFT

1

N— N-1
Df(n) = + Z f (k) e 2mink/N — % > flkye kN n e Zy . (6.13)
k=0 k=0

Faktor 1/N pfed sumou nékdy zaménujeme za 1/ V/N. Nejde o zadnou zasadni zménu: mé
to podobnou roli jakou mé 1/27 nebo 1/4/27 u Fourierovy transformace, ovliviiuje pouze
to, jak moc je inverzni transformace k DFT forméalné podobna DFT. Proto ho v popisu
vynechavame.

Predstavime-li si f a Df jako vektory

FV - 1) DF(N —1)

muzeme vztah (6.13) pfepsat ,maticové”. Polozime-li

1 1 1 cen 1

1 e—1:27i/N e—1-2:27i/N e L(W-1)2mi/N
My = 1 e—2:27i/N e—22:27i/N . e—2(N-1)2mi/N 7

i ef(Nfi)-27ri/N ef(Nfl‘)-2-2ﬂ-i/N ef(Nfl‘)z-Qﬂ-i/N
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1ze (6.13) (az na zminény faktor) zapsat ve tvaru

Df = Mxf.

2mi/N

Jestlize jesté oznacime w = e , je mozno zapis matice dale zjednodusit (napf. ve tietim

fadku v poslednim sloupci je e 2(N=12m/N — o(=27i/N)-(N+N=2) — 1. 75NV=2) 5 peat
1 1 1 1
1w  w wh
2 —4 —N-2

Z maticového vyjadreni vidime, Ze pracujeme s linearnim zobrazenim, nebo, jak se téz casto
tika, s linearnim operdtorem.

Tak jako o Fourierové transformaci mtzeme i pro DFT dokéazat fadu tvrzeni. My si
uvedeme jen ta zakladni a dfikazy vynechdme. Ctendi je miiZe nalézt napt. v [4]; tato
knizka byla pro nas predlohou k vylozeni podstaty DFT.

Tvrzeni 6.3.1 (Zakladni vlastnosti DFT). Oznacime-li n nezdvisle proménnou ve
funkci f a je-li k € Z pevné zvoleno, pak pro f : Zyx — C plati:

(a) Casovy posun f vede k ndsobku Df: Posunuté funkci odpovidd ndsobek, tj. schema-
ticky

f(n—k) — Df(n) - e >/

(b) Efekt frekvencniho posunu — schematicky
f(n)e*™*N — Df(n—k).

(c) Modulace; schematicky popis
1
f(n)cos2mwkn/N — 5 [Df(n—k)+ Df(n+ k)] .

Piiklad 6.3.2. Necht f : Z, — C je konstantni a f(0) = f(1) = f(2) = f(3) = 1. Potom

1 1 1
-1 =1 1
-1 1 -1

i -1 —i

Df =Myf =

— ==

—_ = = =
—_ = = =

Priklad 6.3.3. Predesly priklad zobecnime a spoc¢teme Df pro obecnou f : Zy — C:
Pro f = (f(0), f(1), £(2), f(3)) je

V4 I (fe St e e
1 —i -1 i 1 0) —if(1) — f(2)+1f(3

Pr=11 1 1 | 1| = | 1o -r0+ 1@ - 16) (6.14)
L1 i) \re) \Fo) s i) - £@) - ifG)
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Spokojime se pouze s uvedenymi ukazkami, nezli vSak problematiku DFT opustime,
zformulujeme tvrzeni o inverznim zobrazeni; dokazovat ho opét nebudeme.

Tvrzeni 6.3.4. Nechf je dina f : Z,, — C, w = *™/N s DFT

N-1
Df(n) =Y f(k)e 2mmk/N — Z f(k ner.
k=0
Potom plati
| Nl
_ 27rmk/N
fn) =+ 2 Df (k) Z Df (k

Vse ma jeden hacek. Pfi rozsahlych tlohach by byl vypocet DFT casoveé velmi naro¢ny,
a to je pravé moment, ktery vedl k dalsimu vyvoji. Jak se uvadi v [4], obrazek barevné
televize pracuje s pfenosem objemu dat fadové megabyte/sec. Pro vypocet Df = Myf,
f € C¥, je zapotiebi N? nasobeni a N(N — 1) s¢itani, coZ je vskutku impozantni objem
vypocti. Nastésti vsak existuje algoritmus, ktery nam pomiize tento hrozivy pocet vypocti
zredukovat. Je jim rychld Fourierova transformace (FFT).

6.4 Rychla Fourierova transformace

Pro inspiraci k dalsimu vykladu se vratime na samotny zacatek tohoto textu. Jde ndm o
to, jak DFT rychle provést, a tak budeme zkoumat operace s fadami. U ¢iselnych rad jsme
zavedli ¢astecné prirozené a pritom ponékud slozité jejich nasobeni. Pro dvojici fad

SZiak a t:ibg (6.15)
k=0 =0

jsme za jejich Cauchyho soucin povazovali fadu

Z Cm, kde ¢, = Z apbe_r = agby, + a1by—1 + - + aybo . (6.16)
k=0

Cleny c¢,, jsou kone¢né soucéty vznikajici jako koeficienty mocninné fady

> = (o) ().

pokud seskupime vzdy ¢leny obsahujici stejnou mocninu 2™, tj. ¢leny azbe2*z¢, pro které
je k+ ¢ = m. Tento startovni bod mé v8ak jistd tskali. Pokud fady v (6.15) konverguji
absolutné, fada v (6.16) konverguje také absolutné k souctu s- ¢, pokud vsak fady v (6.15)
pouze konverguji, mize fada v (6.16) divergovat.

Predpokladejme proto, ze kazda fada obsahuje pouze koneény pocet nenulovijch clent,
tj. ze vlastné pracujeme s polynomy a ze a = b, = 0 pro k, £ > N, kde N € N je pevné
zvoleno. Potom tyto polynomy
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jsou stupné nejvyse (N — 1) a jejich soucin je stupné nejvyse 2(N — 1). K urceni vSech
2N —1 koeficientl ,soucinového polynomu“ pq je zapotiebi n-n nasobeni, avsak s ohledem
na komutativitu jich staci spocist pouze cast. I presto je potfebny cas k vypoctu soucinu
timto zptisobem tmérny N2.

Ptipomenme, Ze polynom stupné nejvyse n-tého je jednoznacné urcen svymi hodnotami
v n+ 1 riznych bodech (to je poznatek, ktery by mél byt zndmy z algebry). Tyto hodnoty
se snadno spocitaji. S ohledem na feseny problém hledani polynomu h = pq bychom tedy
mohli zvolit n > 2N + 1 rtznych bodu xq,xs,... ,x,, v téchto bodech spocitat hodnoty
p(z1),p(z2), ... ,p(zn) a q(x1),q(x2),. .., q(x,), pak uréit hodnoty h(zy) = p(x) - q(zk),
k=1,2,... ,n. Ty jednozna¢né uréuji polynom h a tedy i jeho koeficienty. Uspéch tohoto
planu zavisi na tom, jak rychle v zavislosti na n jsme schopni (pokud to rychleji, nez pfi
naivnim postupu ,hrubou silou®) nalézt koeficienty polynomu h.

Algoritmus tzv. rychlé Fourierovy transformace (FFT) je patrné nejzajimavéjsim al-
goritmem objevenym v minulém stoleti. Na konci pfedchoziho odstavce jsme se zminili
o DFT a jejich narocich na potiebny pocet operaci. FF'T je ,ispornéjsi“. Pocet operaci je
v tom piipadé faddové roven pii N = 2% | jen“ Nlog, N. Je to velky rozdil? Tak napi. pii
N =2 = 32768 je

N?2~10° a 30-2% ~ 109,

takze pri uziti FFT budeme k vypoctu potfebovat asi tisickrdt méné operaci — to uz
je opravdu velka tspora. Pro zajimavost: pfi praci s analyzou obrazii nebo se studiem
audiozaznamu, coz jsou typické oblasti pouziti DF'T, je jisté podstatné, trva-li vypocet 3
minuty nebo déle nez 2 dny.

ani i budovani teorie, ale spis o popis jeji hlavni myslenky. Vyklad budeme ilustrovat
na jednoduchém prikladu. Poznamky k historii FFT si ponechame az na zavér posledni
kapitoly textu.

Idea FFT je vlastné jednoduSe postizitelna: proces celého vypoctu se rozdeli na diléi
méné rozsahlé podprocesy. Pro specidlni piipad, kdy pracujeme s N = 2%, je to trochu jed-
nodussi na popis. Tehdy totiz ,,podprocesy vznikaji ptilenim“; to vSak vyzaduje podrobnéjsi
popis. Jako pomticku zavedeme ,sudou” a ,lichou“ ¢ast f € CV.

Je-li f € CV, definujeme jeji sudou ¢dst f, a lichou cédst f, vztahy

fs=(f(0),f(2),... . J(N=2)) a fe=(f1),f(3),....f(N-1)).

Podstata algoritmu FFT je v opakovaném rozkladani funkce f € CV na sudou a lichou
¢ast podle schématu:

fs fé
fss fsf ffs fM
fsss fssﬁ fsés fsﬂé ffss fésf fﬁfs fﬁ%

Schéma ukazuje, ze f € CV (v prvnim fddku) se rozloz na fs a f; (ve druhém fddku)
a kazd4a z téchto funkci se opét rozlozi, a to funkce fs na fy, a fy a funkce f; na fr, a fu
(ve tietim fadku), atd. Ve ¢tvrtém fadku je jiz 8 funkei, v patém 16, ...
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Pocty slozek vektorii v jednotlivych fadcich se stale snizuji - pro ty ,kratké* spocteme
DFT a z nich potom ,slozime“ Df. Nejlépe si uvédomime, jak se postupuje, kdyz si ukazeme
jednoduchy piiklad. Je pfevzat opét z [4]. V Pfikladu 6.3.3 jsme ur¢ili v (6.14) Df, jejiz
vyjadrieni lehce upravime:

FO)+ (1) + f(2) + f(3) (f(O)+ £(2)) + (F(1) + f(3))

Df — FO) —if(1) = f(2) +if(3) | _ | (f(0) = f(2)) —i(f(1)) — £(3))
f(0) = f(1) + f(2) = f(3) (fO)+ f(2)) = (F(O)+ f(3) |’
f(0) +if(1) — f(2) —if(3) (f(0) = f(2)) +i(f(1) = f(3))

Mame vlastné kazdy prvek sloupecku slozen ze dvou sc¢itancti reprezentovanych zavorkami.
Rozepiseme-li vyjadieni po slozkach, dostaneme

Df(0) = (f(0)+£(2) + (f(1) + £(3)) ,
Df(1) = (f(0)—f(2)) —i(f(1)) = f(3)).
Df(2) = (f(0)+£(2) = (f(1) + f(3)),
Df(3) = (f(0)—f(2)) +i(f(1) = f(3))

a vidime, Ze k urceni Df musime urcit dva séitance f, = (f(O), f(2) a fi= (f(l),f(3))
a provést jednoduché operace s jejich slozkami. Je

or=sur= (1 1) (59) - (042
orsus= (1 2) (19) - (780

Ptepiseme toto vyjadieni do tvaru

Dfs(0) = f(0) + f(2), Dfs(1) = f(0) = f(2),
Dfe(1) = f(1) +f@3), Dfe3) = f(1) = f(3),

a dosadime do ,rozepsané“ rovnice (6.1). Dostaneme tak

Ptiklad ukazal princip metody; doporucujeme c¢tenari, aby si ho prosel vicekrat a uve-
domil si, kde je jednoduchost diisledkem malého rozsahu tlohy a které kroky se prav-
dépodobné zkomplikuji pii ,vétsim“ N. Pfipomindme, Ze jsme pracovali se specidlnim
N (pfirozend mocnina ¢isla 2), coz také pfispiva ke zjednoduseni situace. Dikaz se pro-
vadi indukci podle exponentu mocniny. Tvrzeni ,0 efektivité“ pro tento jednodussi pripad
presné zformulujeme, ale dokazovat ho nebudeme.

Tvrzeni 6.4.1 (o efektivité FFT). Rychld Fourierova transformace (FFT) vyZaduje
pro f € CN, N = 2% k uréeni Df celkem 2N log, 2 = 281 . k ndsobens.
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Dikaz. Jak jsme jiz poznamenali, diikaz indukci neprovedeme, avSak pro vétsi srozumitel-
nost ukazeme alespont prvni indukéni krok. Pro k =1 a f € C? je

o= 1) (9)-08°1)

coz vyZzaduje provést ¢tyfi operace nasobeni. ProtoZe je 2 - 2'log,2 = 4, je tim prvni
indukéni krok proveden. O
Poznamky 6.4.2. 1. Ctenaf by si mél poviimnout, Ze v popsaném kroku jsme podcitali
i ta nasobeni, kdy jednim z ¢initeli byla 1. Pokud bychom nésobeni ¢islem 1 nepocitali, byl
by odhad poc¢tu nutnych operaci ndsobeni jesté piiznivéjsi: (N/2)log, N. V jistém smyslu
jsou tii ¢tvrtiny zapocitanych operaci ,zbytecné®.
2. Pro FFT je klicovy vztah mezi Df a Df, Df,. PopiSme alespon stru¢né ipravy v popi-
sované situaci: dostaneme

Df(n) = Dfs(n) + Wn"Df¢(n), 0<n<N/2-1,

Df(N/2+n) = Dfs(n) —wny"Df¢(n), 0<n<N/2—-1. (6.17)

Algoritmus opakuje ,stépeni“ tak dlouho, az dospéjeme k dvourozmérnym vektortim. Pro
nazornost popisme proceduru pro N = 8. Je-li

f: (f(O),f(l),f(Q), 7f(7))a
pak

fs = ((f(0), £(2), F(4), £(6)) a fo=((f(1), f(3), F(5), F(7)).

Po dalsim rozkladu dostaneme

fss: (f(o)af(4))7 fsfz (f(2)7f(6))7 fES: (f(l)vf(5>)7 fM: (f(g)vf(7))
Spoc¢teme Df ss = My fss a Df gy = Ms fo a odtud s vyuzitim (6.17) spoc¢teme Df s. Podobné
z Df 45 a Dy uréime Df,. Pak wzijeme Df, a Df, a pomoci (6.17) uréime Df .
3. Pokusili jsme se vylozit princip FF'T, zdaleka vSak nejde o podrobny a plnohodnotny
vyklad. Ten presahuje rdmec tohoto textu. Ctenaf by si vSak na zékladé piedvedenych
vypoctd mohl utvofit obrazek o tom, co FFT je a jak se pouziva. Viz jesté nasledujici
priklad.
Piiklad 6.4.3. Mame spocitat DFT pro f € C®. Udélame to nyni trochu podrobnéji.
Nejprve aplikujeme transformaci

1 1
(i)

na dvojice

fss = (f(0>af(4)) ) fsé = (f(Q)vf(6)) a ffs = (f(1>?f(5)) ) ffﬁ = (f(3)af(7)) .

Dostaneme tak postupné

(F0) + f(4) (£ + £(6)
Dfes = (f(O) - f(4)) » Dlu= (f(2) - f(G)) ’

(F)+ £05) _(FB3)+ ()
Dfa = (f(l) - f(5)) » Dle= (f(S) - f(7)) |
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Nyni pouzijeme vztah (6.17) a spoCteme Df a Df,:

ProtoZe v nasem piipadé je wy = *™/* = ¢™/2 = i, dostaneme

~ o — N —

Nyni opét uzijeme vztah (6.17) a spocteme Df :

e?™/8 dostaneme tak pro Df vyjadieni
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Vidime, ze roste pouze formdlni narocnost zapisu, samotny vypoce

jednoduchych tkonii.



Kapitola 7

Ohlédnuti

V predchozim textu jsme se nevyhybali historickym ukézkam. Nyni se je poku-
sime zkompletovat ucelenym pohledem na vse, co jsme do tohoto textu zatradili.
Trigonometrické fady velmi podstatné ovlivnily cely dalsi vyvoj matematiky.

Velmi stru¢né se zminime o Fourierové zivoté. JEAN BAPTIST JOSEPH FOURIER se
narodil 21. bfezna 1768 v Auxerre. Rodina zila na venkové, kde byl Fouriertiv otec krej¢im.
Meél tfi déti z prvniho manzelstvi a tfinact z druhého manzelstvi, mezi nimiz byl Joseph
druhym v poradi. Joseph v deseti letech osifel, nastésti pro n€j bylo vSak jiz objeveno jeho
velké (a vSestranné) nadéni.

Navstévoval Vojenskou skolu v Auxerre vedenou benediktiny, kde se u¢il zivym jazyktm
(zejména némdcing) i latiné a také zachdzeni s mapami. ProSel také solidnim fyzickym
tréninkem. Z knih ETIENNA BEzoUTA (1730-1783) a ALEXISE CLAUDA CLAIRAUTA
(1713-1765) se ucil matematiku a byl nejen nadany, ale i mimoiadné pilny. Skolu ukongil
jako ¢trnactilety. Vzdélanim byl predurcen k vojenské ¢i cirkevni kariére, ale cestu k té
vojenské mu neumoziioval prosty puvod, i kdyz se za néj ADRIEN-MARIE LEGENDRE
(1752—-1833) silné pfimlouval. Proto vstoupil mezi benediktiny do opatstvi Saint-Benoit
ve Fleury jako novic a ucitel matematiky.

Po dvouletém pobytu v fadu v relativni izolaci opustil Fleury v souladu s dekretem
Narodniho shromazdéni a vratil se jako ucitel na vojenskou skolu v Auxerre. V prosinci
r. 1789 predlozil ve svych 21 letech Akademii véd memoar o algebraickych rovnicich, ktery
posuzovali Monge, Legendre a Cousin. Prozival bouflivy ¢as v revolu¢nim obdobi, kdy byl
postupné nekolikrat uvéznén a osvobozen. V prosinci r. 1794 byl vybran pro dalsi vzdélavani
na nové vzniklé Ecole Normale, kde o 1500 studentt pecovala hrstka uciteldl, mezi nimiz
byli napt. vynikajici matematici Lagrange, Laplace a Monge.

Budeme s malymi odbockami postupovat chronologicky, avsak zcela diisledné to vzhle-
dem k velkému poctu souvisejicich problémt neni mozné. Kromé jiz zavedeného oznaceni
C(2r) pro prostor vSech 2m-periodickych funkei spojitych na R, které jsme jiz uzivali, po-
uzijeme jesté dalsi oznaceni, kterda postupné popiseme v dalsim textu.

7.1 Prehistorie

Nejedna knizka o Fourierovych fadach pripomina, ze 21.prosince 1807 predlozil Fourier
Francouzské akademii praci, v niz mj. tvrdil, Ze lze kaZdou funkci definovanou na omezeném
intervalu vyjadfit nekoneénou fadou v sinech a kosinech; srv. [13] ¢ [54]. Jistd neobvyklost
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uvedeni takového udaje v ryze matematickych knizkéch svédéi o mimoradném vyznamu
prace: a¢ vysla v modifikované podobé tiskem az r.1822 (viz [31]), znamenala ve vyvoji
matematiky vyznamny ptredél.

Pokusme se Fouriertiv pfinos popsat podrobnéji. V ¢asti 417 préace [31] pise: ,,Obecné
funkce f(x) reprezentuje potadi hodnot ¢i soutadnic, kaZdd z nichZ je libovolnd ... Nepred-
pokladame, Ze tyto hodnoty jsou Tizeny néjakym spolecnym zdikonem; ndsleduji jedna po
druh€ jakymkoli zpisobem a kaZdd z nich je ddna jedinecnym zpusobem.“ Takové obecné
pojeti funkce se sice sporadicky objevovalo i pred Fourierem, mnohem castéji vsak slo
o funkci definovanou néjakym analytickym vyrazem. Pro Fouriera §lo o totéz. O kus dale
v Casti 418 tika: A tak neexistuje funkce f(x) nebo jeji éast, kterou by nebylo mozno vy-
jadrit néjakou trigonometrickou tadou®; srv. [19]. V této obecnosti samoziejmé Fourierovo
tvrzeni neni pravdivé a teprve o dost pozdéji jeden ze dvou Fourierovych zakt PIERRE
GUSTAV LEJEUNE-DIRICHLET (1805—1859) r. 1829 dokazal konvergenci Fourierovy fady
pro relativné sirokou t¥idu funkci. Proto také pravé jeho jméno byva spojovano se zménou
pohledu na pojem funkce.

R. 1747 JEAN LE ROND D’ALEMBERT (1717 -1783) popsal feSeni problému kmitajici
struny. Funkce, s nimiz pracoval, musely vyhovovat riznym podminkam, ale mj. musely
byt realné analytické. Uziva pritom termin spojité funkce, kterym se tehdy tyto funkce
oznacovaly. R. 1750 fesi stejny problém LEONHARD EULER (1707-1783) a dospivé k po-
dobnym vysledkim, ukazuje se vSak, ze pod funkci si predstavuje néco jiného: z dnesniho
hlediska bychom patrné popsali jim uzivané funkce jako po ¢astech realné analytické (mluvi
ovSem o spojitych, nespojitych a smiSenych funkcich). V takovém pojeti je napt. funkce
f(z) =|z|, x € R, nespojitd v bodé 0.

Zde vSak jsme na velmi tenkém ledé, nebot se v naSich ivahéch misi nase predstavy
o tom, jak tehdy byl pojem funkce chapan, se soucasnym stavem nasich znalosti tohoto
pojmu. Nic vSak nevime o tom, jak se Euler vyrovnal napt. s tim, Ze v rovnosti (7.1)
se hodnoty vyrazi na levé a pravé strané rovnosti shoduji na intervalu (0,27), ne vsak
mimo tento interval. Na druhé strané vime, Ze kdyz DANIEL BERNOULLI (1700—-1782)
popsal r. 1753 Teseni problému kmitajici struny ve tvaru trigonometrické rady, Euler tento
vysledek zpochybnil: nemohl se smifit s pfedstavou, Ze (zhruba feceno) libovolnd funkce
miize byt souctem této rady.

Velmi vagni chapani pojmu funkce piisobilo matematikiim znac¢né obtize. Neni tedy
divu, Zze v souvislosti s vyjadfovanim funkci pomoci souctil trigonometrickych rad
vznikly mezi prednimi matematiky té doby diskuse a spory. Podrobnéji je to rozebrano
napf. v ¢lanku [63] nebo v knize [12].

Vratme se jesté o par desitek let zpét a podivejme se na trigonometrické fady detailnéji.
Rizné trigonometrické identity byly znamy jiz velice davno. Tak napiiklad vzorce typu

COSQ$:%+%COSQ$, cosr =

3.3
sin =3

Cosx+;1lcos3x,

0w W

sinx — %lsin?)x, sinfx =3 — %cos.2x—|—écos4ac7

které jsou z Eulerovy knihy Introductio in analysin infinitorum, nepovazujeme za trigono-
metrické fady (nékteré se objevuji i diive). Jde jednak o konecné soucty, a v dobé jejich
objeveni nebylo znamo nic o souvislosti s néjakym ,integralnim“ vyjadirenim koeficientii.
Ptesto vSak doslo k postupnému objevovani (nekoneénych) trigonometrickych fad véetné
z dnesniho hlediska nekorektni a nalezena vyjadreni se z hlediska konvergence ani nezkou-
mala.
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Tomu predchazelo analogické zachazeni s mocninnymi fadami, které najdeme v hojném
poctu jiz u ,otct“ infinitezimalniho poctu. Ti je také uzivali zprvu bez patfi¢ného teo-
retického zdzemi. Tak napi. JAMES GREGORY (1638 —1675) znal jiz fadu rozvoju funkei
v mocninné fady, stejné tak jako pozdéji ISAAC NEWTON (1642—1727) nebo GOTTFRIED
WILHELM LEIBNIZ (1646 —1716). Skute¢né virtuozity v manipulaci s fadami dosahl Euler.
U néj pak nachazime zarodky toho, co dalo smér pozdéjsimu badani mnoha matematiki,
a to nejen v oblasti mocninnych rad, ale i u fad trigonometrickych. Pokusime se Ctenare
presvédcit, ze vyvoj znalosti o trigonometrickych fadach ovlivnil nebyvalym zptisobem
vyvoj celé matematiky. Srovnani chovani mocninnych fad a Fourierovych fad je vénovan
¢lanek [2].

O mocninnych fadach se zminime jen okrajové: pripomeneme, Ze to byl pravé Euler,
kdo je chtél scitat i mimo oblast jejich konvergence. Pokud s nimi on a pfipadné jeho vrs-
tevnici zachazeli, intuitivné se vétsinou vyhybali chybnym zavértim. Trvalo vSak jesté radu
let, nezli se podafilo tyto podnéty rigorézné podlozit matematickymi poznatky. Situace
s mocninnymi fadami vSak byla velmi specialni: funkce, které jsou souc¢tem mocninnych
fad s redlnymi koeficienty a jsou definovany na néjakém intervalu (a, b), jsou ,nejcivilizova-
néjsimi prislusniky matematického spolecenstvi, majicimi derivace vsech tadi“ (E.B.van
Vleck, 1914)). Trigonometrické fady naopak umoziuji vyjadieni patologickych ¢lent tohoto
spolecenstvi, jakymi jsou napf. spojité funkce nemajici v zadném bodé derivaci.

V oblasti prace s trigonometrickymi fadami nechybély od zacatku ptirozené problémy,
avsak jejich feSeni bylo o mnoho t&z§i, nebot prirozenou formou konvergence trigonometric-
kyjch fad je konvergence neabsolutni. Piipomenme cCasto citovany nazor NIELSE HENRIKA
ABELA (1802-1829), ktery r. 1826 psal svému uéiteli ,, ... s vgjimkou geometrické tady
neexistuje v celé matematice snad jind Tada, jejiz soucet by byl urcen korektné. Jinak re-
vétsinou spravne, to je na tom nejdivnéjsi.“ Dluzno Tici, ze to bylo praveé v dobé, kdy se kon-
vergence Tad intenzivné zkoumala: vétsinu standardnich kritérii pro absolutni konvergenci,
kterd zndme ze zékladnich kurzt analyzy, jiz Louis AuGUSTIN CAUCHY (1789—1857) do-
kazal, avSak o neabsolutni konvergenci toho jesté mnoho znamo nebylo. Cauchy v uc¢ebnici
[16] podal z dnesniho hlediska pfesné definice fady pojmu a dokazal véty, které se v zaklad-
nim kurzu analyzy s drobnymi zménami vykladaji dodnes, pfesto vSak v [16] nalezneme
i tvrzeni, ze soucet Tady spojitych funkci je spojitd funkce.

Abel také popsal matematickou atmosféru Parize: ,,Cauchy je blaznivy a nic se s nim
nedd delat, ackoli je v tomto okamZiku jedinym matematikem, ktery vi, jak se matematika
must delat. Jeho prdce jsou vyborné, pise vsak strasmé zmatené. Nejdriv jsem nechdpal
skoro nic, ale ted to jde lépe. Cauchy nyni uverejnuje radu publikaci pod ndzvem , Cviceni
z matematiky“. Kupuji si je a horlivé je ctu. Od zacdtku roku se objevilo uz devét svazki.
Cauchy je zapdleny a bigotni katolik. Je to zvldastni u matematika. Navic je dnes jediny,
kdo déla cistou matematiku. Poisson, Fourier, Ampére apod. se mezabyvaji ni¢im jingm
nez magnetismem a jinymi fyzikdlnimi vecmi. Laplace stézi pise néco nového. Posledni véc,
kterou napsal, je dodatek k ,, Teorit pravdépodobnosti® ... . Vsichni pracuji sami a bez zdgmu
o jiné. V&ichni chtéji ucit a nikdo se sdm ucit nechce. Viude vlddne absolutni egoismus.“ ')

V [14] uvadi HEINRICH BURKHARDT (1861 —1914) fadu myslenkovych zdroju pro tri-
gonometrické rady; vycet je velmi podrobny a je doveden cca do r. 1850. My se omezime

vvvvvv

1) Obé uvedené ukazky z Abelovy korespondence jsou prelozeny z angli¢tiny z knihy [12].
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U Eulera se objevuje poprvé vztah, se kterym jsme se seznamili v Uvodu, tj.

o0

T—1 Zsmk‘t (7.1)

k=1

konvergenci fady vSak Euler nezkoumal. Na jiném misté u néj nalezneme i vzorce

= %/ﬂ f(v)coskvdv, b= %/ﬂ f(v)sin kv dv (7.2)

a dokonce i vyjadreni Dirichletova jadra. Jde vsak spiSe o ndhodné se vyskytujici vzo-
rec neéli Vyjédfeni néceho, co hraje roli ve vyjadfeni éésteénych soucti Fourierovy rady.
RAUTA (1713-1765), a tak Jlsta »,povéra®, ze jejich autorem je Fourier, neni zcela na misté.
Mame-li Fourierovu fadu funkce f, tj. trigonometrickou radu, jejiz koeficienty ay_1, by jsou
pro vSechna k € N dany vzorci (7.2), nazgvame tuto fadu Fourierovou fadou, nebo téz
Fourierovym rozvojem funkce f. Rada v (7.1) se nékdy uvadi jako prvni historicky zndmy
Fourieriiv rozvoj.

Abeltiv postieh z citovaného dopisu, Ze se fada matematiki zabyva tim, co se né-
kdy oznacuje jako matematickd fyzika, byl spravny. Fourierovu préaci [29] z r.1907 po-
suzovala komise, jejimiz cleny byli velci matematici té doby JOSEPH LOUIS LAGRANGE
(1736—-1813), PIERRE SIMON LAPLACE (1749-1827), GASPARD MONGE (1746—1818)
a SYLVESTRE FRANGOIS LACROIX (1765—1843). Zamitavé stanovisko komise formuloval
SIMEON DENIS POI1sSON (1781 —1840).

Vratme se k Fourierové praci a vS§imnéme si nékterych ptikladt. Pro funkei f(t) = 1,
t € [—1,1], nalezl Fourier vyjadfeni

mt 1 3t 1 omt 1 Tt

COSE—500874—50087—?00874—'“

a pro funkci f(t) = —1,t € (—mx,0), f(t) =1, t € (0,7), vyjadfeni tvaru

4 sin(2k — 1)t

™ £ 2%k —1
-1

Protoze v prvnim pfipadé absolutni hodnoty koeficientt tvoii fadu 1 + 1/3 + - - - divergentni
k +00, mohla by tato fada (z dnesniho hlediska) konvergovat pouze neabsolutné; ve druhém
pripadé dokonce sama fada z koeficientti diverguje. Konvergence téchto fad nebyla v praci
dokazéna a z hlediska tehdejsich predstav byla vice nez nejasnéa. Je znamo, ze v komisi,
ktera Fourierovy vysledky hodnotila, bylo zvlasté Lagrangeovo stanovisko zcela neochvéjné
a velmi negativni. Zamitavé stanovisko komise formulované Poissonem bylo z velké ¢asti
poplatné tomu, ze uziti trigonometrickych fad k feseni problému se stale zdalo podezielé.

Fourier na pfipominky reagoval dopisem, ktery poslal Institutu a osobné i Lagrangeovi.
Kdyz byla Institutem vypsana v r. 1811 soutéz, ve které bylo ikolem podat matematickou
teorii zakont sitent tepla a srovnat vysledky této teorie s presnymi experimenty, Fourier se
ji zGcastnil a vyhral ji, nicméné i tato prace byla predmétem znacné kritiky. Vedle uznani
jejiho novatorského piinosu se v posudku pise, ze , ... zpisob, kterym autor dospivd ke
svym rovnicim neni bez obtizi ... “ a také, Ze , ... jeho analyza ( ... ) zustdvd néco
dluzna obecnosti a presnosti“. Tato prace nebyla opét uvefejnéna a vysla prakticky beze
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zmén teprve r. 1824, kdy Fourier jiz byl sekretarem Akademie. Jakkoli by se mohlo z dalsiho
vykladu zdat, ze Fourieorovy zasluhy jsou malé, neni to pravda: jiz jsme se o nich podrobnéji
zminili v pfedchozim textu na zacatku Kapitoly 3 a zvidavéjsiho ctendfe odkazujeme na
préace [12] nebo [66].

Vsimnéme si nyni blize éry tésné po uverejnéni Fourierovy prace. Oznaéme R (27) line-
arni prostor vSech 2m-periodickych lokalné riemannovsky integrovatelnych funkei a £(2)
linearni prostor vsech 2w-periodickych lokalné lebesqueovsky integrovatelnych funkci na
R. Kazdé funkci f z téchto prostort lze prifadit v zavislosti na uzivaném integralu jeji
Fouriertiv rozvoj. Ziskame tak tadu, se kterou se vynofi Siroky okruh pfirozenych otéazek
(o nékterych jsme se jiz diive zminili podrobnéji):

(1) Konverguje tento rozvoj k funkei f 7

(2) Pokud konverguje vSude k funkei g, co lze fici o velikosti mnoziny
{teR;g(t) # f()}7

(3) Muze trigonometricka fada konvergovat k funkci f a pfitom nebyt Fourierovou fadou
funkce f 7

(4) Lze néjak funkce, které jsou souc¢tem trigonometrické rady a nejsou sou¢tem Fourie-
rovy fady, charakterizovat ?

Hledani odpovédi na tyto a dalsi otazky bylo ,hnacim motorem“ matematiky po témeér
dveé sté let.

R. 1821 se Cauchy rozhodl publikovat sérii pfednasek, které konal pro studenty Ecole

Polytechnique. Na této skole Cauchy diive studoval (mezi jeho uéiteli byli Poisson, Lacroix
a také ANDRE MARIE AMPERE (1775—1836)). Cauchyho kniha [16] se stala jakymsi ma-
nifestem moderni analyzy a podstatné ovlivnila vyvoj matematiky. Cauchy v ni integruje
spojité funkce a i kdyz ,,jeho integral“ neni zdaleka tak obecny, jeho hodnoty se shoduji s
hodnotami Riemannova integralu téchto funkci. Poznamenejme, Ze nékteré podobné mys-
lenky lze nalézt jiz u BERNARDA BOLzANA (1781-1848), avSak ty vyvoj matematiky
prakticky neovlivnily.

Jak Poisson, tak i Cauchy se pokusili dokazat tvrzeni o konvergenci Fourierovych tad.
Dospéli k nim shodné pfi vysetfovani Laplaceovy rovnice. Poisson v praci z r. 1820 navazuje
na Lagrangeovu praci o kmitani strun, v jeho ditkazu konvergence Fourierovych trad je vSak
pomérné prithlednd chyba (,dikaz kruhem*). Cauchy, ktery nebyl s Poissonovym diikazem
spokojen, publikoval novy diitkaz v praci z r. 1827, avsak i v ném byla nalezena chyba, na
kterou poukéazal novy mlady muz na této scéné: PIERRE GUSTAV LEJEUNE-DIRICHLET
(1805—-1859).

S Fourierovymi myslenkami se Dirichlet seznamil béhem svého parizského pobytu v le-
tech 1822-1826. V té dobé studoval prace CARLA FRIEDRICHA GAUSSE (1777-1855),
zejména jeho Disquisitiones arithmeticae a poslouchal napt. prednasky Fouriera, Laplace,
Lacroix, Legendra a Poissona. Zejména vlivem Fouriera a Gausse se zabyval matematickou
fyzikou: s jeho jménem je dodnes spojen tzv. Dirichletiv princip. Jeho pozornosti prirozené
neunikl problém konvergence Fourierovych rad.

Nynéjsi pristup k Dirichlet-Jordanové vété je z velké casti poplatny Dirichletovu po-
stupu. Dirichlet jim dokazal, zZe Fourierova fada funkce 2m-periodické funkce f konverguje
k f, pokud je f po castech hladkd a méa na kazdém omezeném intervalu konecny pocet
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(lokélnich) maxim a minim (to odpovida funkci, ktera je po ¢astech monoténni). Ve sku-
tecnosti dokazal Dirichlet vice: Pfipoustél u funkce f i kone¢né mnoho bodi nespojitosti
t prvniho druhu a dokézal, Ze v nich Fourierova rfada konverguje k priméru limit zprava
a zleva, tj. k hodnoté (f(t+) + f(t—))/2.

Dirichlet véfil, ze jeho predpoklady jsou zbytecné restriktivni, ale zlepSit tvrzeni jiz
nedokazal; v tomto nézoru ho podpofil v jednom dopise i Gauss. Prozradime jiz nyni, ze
obecnéjsi tvrzeni se podafilo dokdzat CAMILLU JORDANOVI (1838-1922) az r. 1881; pfi
této prilezitosti je vhodné pripomenout, Ze za pojem funkce s konecnou variaci vdécime
nejen Jordanovu studiu kfivek, ale i Fourierovych fad (viz [34]). Dluzno ¥ici, Ze vSak pod
vlivem Dirichletovym doslo pfedevsim ke zméné obsahu pojmu funkce. Zde uvedeme jen
odkaz na préace [63] a [12], kde ¢tenaf najde podrobnéjsi a presnéjsi vyklad, a ukdzku ,nové“
definice (dle [63)): Tik4, Ze y je funkci proménné x, definovanou na intervalu a < x < b,
jestlize kazdé hodnoté proménné x v tomto intervalu odpovidd urcitd hodnota proménné y.
Take neni dulezité, jakym zpusobem je toto pritazeni popsdno. V této podobé se v kurzech
kalkulu uziva prakticky i dnes.

Fourier nespecifikuje integral, ktery pouziva. Jeho predstavé odpovida pojeti integralu
jako ,plochy pod grafem“. Toto pojeti bylo vsak neudrzitelné: jiné chapani funkce vy-
zadovalo zpfesnéni pojmu integralu. Vdééime za néj v prvni etapé GEORGU FRIEDRI-
CHOVI BERNHARDU RIEMANNOVI (1826—1866) a pozdé&ji HENRI LEONU LEBESGUEOVI
(1821—-1881). Néhled na vzorce (7.2) okamzité ukazuje, jak t¥ida funkci, pro které lze roz-
voj ve Fourierovu fadu nalézt, zavisi na integralu, ktery mame k dispozici. Vyvoj teorie
integralu se udal pod primym vlivem teorie Fourierovych fad: Riemann ,sviij“ integral
definoval v préci [70], kterd je povazovana za zdkladni praci o Fourierovych taddch.

Pokud se v tvahéch pohybujeme pouze v prostoru C(27), je zékladnim problémem
otazka, zda pro vSechny f € C(27) konverguje Fourierova fada funkce f ve vSech bo-
dech k f. Nejen Dirichlet, ale i Riemann, CARL WEIERSTRASS (1815—-1897) a RICHARD
DEDEKIND (1831-1916) véfili v jeji kladné feseni: hledal se ,lepsi“ dikaz. Piekvapivé
feSeni bylo nalezeno teprve az r. 1873, kdy PAUL DAviD GusTav Du Bois REYMOND
(1831—1889) publikoval pomérné komplikovany piiklad funkce f € C(2), jejiz Fourierova
fada nekonvergovala v jednom bodé x € R. Pozdé€ji byly publikovany jednodussi priklady.
Podrobnéjsi vyklad o divergenci Fourierovych fad funkei z C(27) mutize ¢tendf nalézt v [76].

Obratme nyni pozornost k nespojitym funkcim. Snadno nahlédneme, Ze s nimi pracoval
jiz Dirichlet, bodt nespojitosti vsak bylo pouze konec¢né mnoho a byly to body nespojitosti
prvniho druhu, ve kterych existuji vlastni rizné jednostranné limity. Nemél proto obtize
s jejich integraci. Navic mél k dispozici hladkost funkce, i kdyz jen na kone¢né mnoha
délicich intervalech intervalu délky 27: miZeme se ji néjak zbavit?

Z Riemannovych vysledkt vyplynulo, Ze lze pfifadit Fourierovu fadu vSem omezengm
2m-periodickym funkcim, které jsou ve smyslu Lebesgueovy miry spojité skoro vsude; to
je znamé nutna a postacujici podminka existence Riemannova integralu. Pro tyto funkce
simi mnozinami a tak neni divu, Ze teorie trigonometrickych fad souvisi se vznikem teorie
mnozin.

Nékteré slozité otazky pro trigonometrické rady Riemann tspésné vytesil. Ukazal na-
priklad, ze konvergence Fourierovy fady funkce f v bodé t € R zavisi pouze na chovani
f v okoli bodu ¢ (princip lokalizace). Uvédomil si také, Ze trigonometrické fada s omeze-
nymi posloupnostmi koeficienti po integraci ,¢len po ¢lenu“ konverguje absolutné. Dnes
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vime, ze se konvergence fady zlepsi: je totiz po dvoji integraci zfejmé stejnomérna. A tak
trigonometrické fady prispély podstatné i ke studiu stejnomérné konvergence.

Jednim z Weierstrassovych zaki, ktery se hodné zaslouzil o prozkoumani stejnomerné
konvergence, byl EDUARD HEINRICH HEINE (1821-1881). Jemu nélezi mj. i vysledek,
ze Fourierova fada funkce f € C(27), kterd je na kazdém omezeném intervalu po ¢és-
tech monoténni, konverguje k f stejnomérné. Tento poznatek je z r. 1870 z prace [36]
o trigonometrickych fadach. Pro tyto a i pro ponékud obecnéjsi funkce (takové, ze jsou
souctem po Castech stejnomérné konvergentni trigonometrické fady na [0, 27 |) dokazoval
jednoznacnost vyjadieni Fourierovou rfadou. Jde v podstaté o problém, kdy z rovnosti

Tagp+ Z (ak cos kt + by sin kt) = 0 (7.3)
k=1

vyplyva ag = ap = b, = 0, k € N. Pokud tato rovnost plati v§ude v [0,27] s vyjimkou
koneéné mnoziny P a konvergence je na [0,27] \ P stejnomérnd, Heine jednozna¢nost
dokazal. Heine poznamenava, ze k predpokladéim v problému ho ptfivedl GEORG FERDI-
NAND LubpwiG PHILIPP CANTOR (1845-1918). Ten se ve stejué dobé intenzivné zabyval
problémy jednoznacnosti vyjadfeni funkce trigonometrickymi fadami (srv. [15]).

Znalosti o mnozinach (jejich teorie nebyla jesté konstituovana) byly velmi omezené. Tak
napf. RUDOLF OTTO SIGISMUND Li1PSCHITZ (1832—1903) se domnival, Ze pro nikde husté
mnoziny A C R plati, Ze jejich derivace A’ (mnozina hromadnych bodi A) je konecna.
Presto dospél k cennému vysledku: zhruba feceno, nahradil r. 1864 ve svoji doktorské
praci Dirichletem pouzitou podminku ,po ¢astech monoténni“ podminkou ,po castech
lipschitzovska“. Uvazoval i o moznostech zobecnéni integralu, neznal vsak Riemannovu
zasadni praci [70], kterd byla vydana pozdéji, az po Riemannové smrti (byla to v podstaté
Riemannova habilitacni pfednaska z r. 1854).

Fourier se svoji praci nepiimo postaral o nastoleni problému dvojiho typu (problémy
teprve v pozdéjsi dobé zacaly zaviset jesté na pouzivaném integralu). Slo o pravdivost
tvrzeni:

(A) Je-li funkce f omezend 27m-periodicka funkce, kterd je souctem trigonometrické fady,
pak je tato fada jeji Fourierovou fadou.

(B) Radu funkci lze integrovat ,¢len po ¢lenu“, tj. obecné plati rovnost

/ab (iuna)) dt = i/ﬂbuna) dt . (7.4)

Fourier véfil v platnost tvrzeni (B) a uzival rovnost (7.4) k dikazu tvrzeni (A). Teprve
vSak na konci 19. stol. bylo znadmo, ze napf. f(t) = >, u,(t) nemusi byt riemannovsky
integrovatelna funkce, i kdyz jsou vsechny v rovnosti vystupujici funkce stejné omezené.
Na druhé strané se ukazuje, ze ,zavada lezi v pouzitém integralu®“: jsou-li u,, n € N, a f
stejné omezené lebesgueovsky integrovatelné funkce, rovnost (7.4) plati, chapeme-li inte-
graly v Lebesgueové smyslu. V dnesni dobé€ je zcela bézné uziti stejnomérné konvergence,
které se uziva napt. pii integraci fad, kdyz se odvozuji vzorce pro Fourierovy koeficienty (na
této trovni vystacime s jakymkoli integralem). A tak jeji zavedeni a vstup do Sirstho pové-
domi byly do zna¢né miry ovlivnény Fourierovymi fadami. Pfipomenime v této souvislosti,
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Ze napf. spojita nikde diferencovatelna funkce, kterou Weierstrass sestrojil a prezentoval
oficidlné r. 1872, ma tvar souctu stejnomérné konvergentni Fourierovy fady.

Vratme se k Jordanovu zlepseni Dirichletova vysledku o bodové konvergenci Fourierovy
fady. Zavedenim funkci s konec¢nou variaci se dokazal elegantné zbavit u vysetrované funkce
monotonie po ¢astech: funkce mohla mit jiz nekonecné mnoho lokalnich maxim a minim.
Na druhé strané je takova funkce rozdilem dvou nezapornych neklesajicich funkci, ma tedy
sautomaticky“ pouze spocetné mnoho nespojitosti prvniho druhu a mé také skoro vsude
v Lebesgueové smyslu (vlastni) derivaci. Zde jsme se tedy od hladkosti studované funkce
prilis nevzdalili. Za zminku stoji i fakt, ze stale staci pracovat s Riemannovym integralem
(dtikaz existence Riemannova integralu z funkce monoténni na [a,b] je lehky). Ptesto se
jiz v 19. stoleti objevovaly pokusy o jeho zobecnéni (napi. u Lipschitze nebo Weierstrasse).
Skuteénym fesenim vSak byl tspésny pokus, vedouci k dnes patrné nejpouzivanéjsimu
integralu, za ktery vdécime Lebesgueovi. Z hlediska Fourierovych fad je na ném zajimavé
to, Ze jim lze integrovat i neomezené a ,hodné nespojité“ funkce.

7.2 Historie

Ne ndhodou je spojen zlom v historii Fourierovych fad s pocatkem 20.stoleti. V té dobé
dozral proces modernizace integralu, pro kterou je dnes téméf synonymem jméno HENRI
LEONA LEBESGUEA (1875-1941). Lebesgue tispé$né zavrsil postupny vyvoj a ve své di-
sertacni praci [56] v roce 1902 definoval integral, ktery je dnes v matematické analyze
zékladnim nastrojem.

Je-li f € L£(27), 1ze pro ni Lebesgueovym integralem pomoci vzorci (7.2) spocist Fou-
rierovy koeficienty a vytvorit Fouriertv rozvoj funkce f. Protoze vSak zména funkce f na
mnoziné M C [0, 27 ] se projevi rizné na koeficientech, je vhodné si uvédomit, co mizeme
oc¢ekéavat. Lisi-li se dvé funkce f,g € C(27) v jediném bodé, pak obsahuje mnozina M, na
které se lisi, nutné i néjaky interval a lze pro né proto intuitivné ocekavat i riizné hodnoty
koeficienttt v (7.2). Jakmile za¢neme pracovat s funkcemi f,g € R(27), maji tyto funkce
stejné hodnoty koeficientt v (7.2), i kdyZ se lisi na jakékoli konecné mnoziné M (Rieman-
niv integral z kazdé charakteristické funkce koneéné mnoziny je roven 0). To vSak mize
nastat i pro nekteré nekonecné spocetné mnoziny M, ale mize se i stat, ze lisi-li se dvé
funkce na spocetné podmnoziné intervalu, Riemanniv integral z jedné na tomto intervalu
bude existovat a z druhé nikoli; to je jeho velkou nevyhodou. Zatimco tedy Riemanntv
integral v popsaném smyslu ,neciti“ zménu na koneéné mnoziné (co do existence i hod-
noty), obecnéjsi Lebesguetv integral funkce f € L£(27) ,neciti zménu i na nekone¢nych
spocetnych mnozinach a obecnéji na jakékoli mnoziné M C [0, 27 ], kterd ma Lebesgueovu
miru 0.

Vratme se vSak jesté k problému konvergence Fourierovy fady pro funkce z prostoru
C(2r). Jiz jsme prozradili, zZe existuje funkce z f € C(2), jejiz Fourierova fada diverguje.
Mnozina M C R, na niz tento jev nastane, mize byt nejen nekonecnd, ale dokonce i husta
v R, neboli M N (a,b) # 0 pro kazdy interval (a,b) C R. Tato divergence je jistym kazem
na krase, lze ji vSak napravit. Roku 1900 publikoval LiPOT FEJER (1880—1959) ¢lanek
[27], ktery znamenal zlom. Inspirovan pii berlinském pobytu HERMANNEM AMANDUSEM
SCHWARZEM (1843 —1921) ukazal, Ze ,souc¢tem“ Fourierovy fady funkce f € C(2) je tato
funkce f, pokud vsak radu sc¢itame Cesarovou scitaci metodou. Tuto metodu zpopularizoval
ERNESTO CESARO (1859-1906) svymi vyzkumy soucinti (neabsolutné) konvergentnich
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fad. Fejérovi jeho vysledek prinesl slavu mezi matematiky a zaroven ,definitivné vratil do
matematiky“ studium divergentnich rad a sc¢itacich metod; vratime se k nému jesté jednou
podrobnéji. Pro zestru¢néni vyjadieni budeme v takovém ptipadé o Fourierové radé, resp.
obecnéji o fadé fikat, Ze je scitatelnd k hodnoté f(x) nebo funkci f. Pokud bude fe¢ o jiné
sCitaci metodé, budeme to muset explicitné zminit.

Lebesgueiiv integral umoznil ptitadit Fourierovu fadu daleko sirsi t¥idé funkci, a tak
nepiekvapi vzajemny veliky vliv: Neni prekvapivé, ze Fourierovy fady mély obrovsky vliv
na rozvoj teorie integralu, a ani to, ze Lebesgue brzy po publikaci své zasadni prace o in-
tegralu obratil svoji pozornost k Fourierovym fadam. Zabyval se jimi v obdobi 19021910
a vysledky, které zminujeme, otiskl v knize [59] jiz roku 1906. Bylo pfirozené se ptat, nako-
lik 1ze zobecnit vysledky, obdrzené pomoci Riemannova integralu, pro tuto novou situaci.
Tomu odpovida i terminologie: Pro snazsi rozliSeni kontextu mluvime napi. o Riemannové
lemmatu a Riemann-Lebesgueové lemmatu apod.

Pomoci Lebesgueova integralu lze pfifadit Fourierovu fadu kazdé funkci f € L£(27).
V oblasti otazek, tykajicich se konvergence, je ptirozené se ptat, kdy Fourierova fada (né-
kdy pro zvyraznéni kontextu Fourier-Lebesgueova fada) funkce f € L(27) konverguje a
zda konverguje k funkci f. V roce 1923 dokdzal ANDREJ NIKOLAJEVIC KOLMOGOROV
(1903 —-1987), ze existuje funkce f € L(27), jejiz Fourierova fada diverguje vsude v R\ M,
kde M mé Lebesgueovu miru A\(M) rovnou 0, a v roce 1926 vysledek jesté vylepsil tim, ze
ukézal, ze existuje f € L(27), jejiz Fourierova fada diverguje vsude v R.

Funkce v Kolmogorovové prikladu nebyla omezena, avsak JOZEF MARCINKIEWICZ
(1910-1940) v roce 1936 dokazal, Ze lze sestrojit omezenou funkci f € L(27), jejiz
Fourierova rada vSude v R diverguje. Mnozi matematici ocekavali, Ze se podaii najit ta-
kovou spojitou funkei, tj. z C(27), se vSude divergentni Fourierovou fadou, ale tato oceké-
vani se nenaplnila. LENNART CARLESON (*1928) roku 1966 dokazal, Ze Fourierova fada
funkce f € L5(27) konverguje skoro véude v R (tedy az na mnozinu nulové miry). Protoze
je zfejmé C(2m) C Ly(2m), konverguje Fourierova fada kazdé funkce z C(27) skoro vsude
v R.?) O dva roky pozdéji dokazali JEAN-PIERRE KAHANE (*1926) a YITZHAK KATZNEL-
SON (*1934), ze ke kazdé mnoziné M C [0, 27 | nulové Lebesgueovy miry existuje dokonce
funkce f € C(2n), jejiz Fourierova fada diverguje ve vSech bodech M modulo 27. Je ale
dobré si jiz nyni uvédomit, Zze asi bude pronikavy rozdil mezi chovanim Fourierovych rad
funkci z £,(27) prop=1ap> 1.

Jiz jsme se zminili o Fejérové vysledku. Nyni si ho v§Simneme podrobnéji, k cemuz potie-
bujeme nékolik zakladnich informaci o s¢itacich metodach. Vlastnost limity aritmetickych
primeérd, tj. ze pro posloupnost {dj}y>, plati implikace

do+dy+--+d,
limd,—DeR —» lim 2t@t o+

=D, (7.5)

dokézal Cauchy roku 1821 ve [16], jeji ptvod vSak sahd az k DANIELOVI BERNOULLI
(1700—1782), ktery o ni publikoval praci roku 1771. Jesté pred nim se touto vlastnosti
zabyval roku 1768 i d’Alembert. Brzy poté se objevily prvni prace, které polozily za-
klad k soustavnému studiu sc¢itacich metod: r. 1882 v [37] pracoval OTTO LUDWIG
HOLDER (1859-1937) s iterovanymi aritmetickymi prameéry. Pro fadu ), aj polozil

2) Poznamenejme jesté, ze roku 1968 rozsitil tento Carlesontiv vysledek RICHARD ALLEN HUNT
(1937-2009) i na funkce z £,(27) pro vSechna p > 1.
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Sn 1= Y p_o Gk a dale rekurentné s — Sn,
0 0) (€)
st = 20 T P AR o reN.
n+1
Pak definoval (pouzijeme soudobé oznaceni) pro k € N
Z = lim s, k) — A
k: n—oo

pokud existuje vlastni limita A. V tom pfipadé fikdme, ze fada Y ,-,ax je scitatelnd
Holderovou metodou fadu k, a to k hodnoté A. O néco pozdéji se objevila jinad (tzv. Rie-
mannova) s¢itaci metoda, kterd ma ke s¢itani Fourierovych fad podstatné uzsi vztah. Pak
vsak divergentni fady na dlouhou dobu z matematiky zcela vymizely. Ackoli pravé Cauchy
dokéazal implikaci (7.5), zaroven svoji velkou autoritou a studiem konvergentnich fad pfi-
spél k tomu, ze divergentni fady se po dalsich asi 60 let v matematice prakticky neuzivaly.
V té souvislosti uvedeme jeden citat. V [16] Cauchy piSe: Musel jsem vyjit z predpokladi
zdanlivé trochu tvrdych, napr. Ze divergentni rady nemaji soucet.

Jiz dfive jsme se zminili o Cesarovi. On byl autorem prvni podstatné aplikace sé¢itaci
metody zaloZené na vzorci (7.5) a piislusnd prace vysla v roce 1890. Tykala se tzv. Cau-
chyho soucinu fad. Jestlize fady > >~ ja, a ., b, konverguji, avSak nikoli absolutné, pak
jejich Cauchyho soucin

ch, kde ¢ = agby + arbp_1 + -+ agby, k€ Ny,
k=0

nemusi konvergovat. Cesaro dokézal, Ze i kdyz ¢astetné soucty s, fady Y ., ¢ diverguji,

limita jejich aritmetickych priméri existuje. Podrobnéji: Oznaé¢ime pro fadu ) -, ax pro
v 4 v ’ v n .

vSechna n € Ny ¢astecné soucty s, = ) ,_, a; a definujeme

- _Sot s+ + sy
C)- =1
)Zak nl—{go n-+1 ’

pokud vlastni limita vpravo existuje. Cesaro dokazal, ze kdyz > ;- ja, = Aay .- by = B,
pak pro ¢astetné soulty s, jejich Cauchyho soucinu ) .- ¢ plati

o0

(C)> e =AB.

k=0

Podobné jako u Holderovy metody lze definovat cesarovské séitaci metody (C,k) vyssich
fadi. Nebudeme je popisovat, jsou totiz jen technicky jiné, nez metody (H,k), ale co do
efektivity jsou s nimi ekvivalentni. Potfebujeme v podstaté jen metodu (C,1) = (H,1)
a budeme uzivat k jejimu oznaceni pouze symbol (C).

Jednotlivé vysledky, které jsme dnes zvykli chapat v ramci s¢itacich metod, se vsak
objevovaly jiz drive. Tak napf. jiz u Leibnize najdeme tvrzeni, které lze v zavedeném
oznaceni vyjadrit takto: jestlize

C)-Z: ap = A, pak xlg?f Zak b= A. (7.6)
k=0 k=0
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Toto tvrzeni, které je formélné zobecnénim tzv. Abelovy véty z r. 1826, Leibniz nedokazal;
to provedl teprve r. 1880 FERDINAND GEORG FROBENIUS (1849-1917). Ten ho také
modifikoval a dal mu nésledujici formu:
Je-li {s,} posloupnost, pro kterou lim,,_. s, = A € R, pak
lim (1 —z)(so+ 817+ sp2” +---) = A.

r—1—

Jestlize oznacime pro Fadu Yo ay

[e.9] o0

(A)—Zak = xlir{l_Zakxk =A,

k=0 k=0

pokud existuje kone¢na limita A vyrazu vpravo, dostaneme definici abelovského souctu
fady a popis Abelovy s¢itaci metody. Potom vztah (7.6) fikd, ze Abelova s¢itaci metoda
je v podstaté silnéjsi nez Cesarova metoda (C). Jak se zda, idea vyuziti aritmetickych
prumeéri pro s¢itaci metody moznéa tedy néalezi Leibnizovi a Frobenius dokazal patrné
jako prvni korektné vztah mezi Cesarovou a Abelovou séitaci metodou. Poznamenejme, ze
Abelova metoda je silnéjsi nez vSechny (C.k) metody, k£ € N.

Vratme se nyni zpét k otézce konvergence Fourierovych fad. Jak jiz bylo feceno, diver-
gence Fourierovy fady pro nékteré funkce z C(27) byla chapéana jako jisty esteticky nedo-
statek, ktery odstranil Fejér, kdyz dokézal, ze Fourierova tada kaZdé funkce f € C(2m) je
v kazdém bodé x € R (cesarovsky) scitatelna k hodnoté f(x) a Ze dokonce o(f,x)= f(x)
na R, tj. Zze tato konvergence je stejnomérna.

Piislusny pramér prvnich (n+1) ¢asteénych sou¢tt Fourierovy fady funkce f 1ze vyjadrit
ve tvaru

oulf ) =+ / ") Ko — t)dt =

1
st sin (= (n+1)(z — 1))
— l/ f(t) 1 2 dt .

T Jor n+1 ., x—t
28111( 5 )

Hlavni rozdil mezi Dirichletovymi jadry D, a Fejérovymi jadry K, spociva ve faktu, ze
Fejérova jadra jsou pro vsechna n € N nezaporné funkce. To nam umoznilo pouzit k dikazu
Korovkinovu vétu a dokazat relativné jednoduse, ze konvergence je stejnomeérna.

Z hlediska Fejérova vysledku bylo zadouci zjistit, jak je to s divergenci Fourierovych
fad funkci z £(27). Moznd trochu prekvapivy vysledek iiké, Ze a¢ takova Fourierova fada
funkce f muze divergovat vsude v R, je s¢itatelnd s. v. (skoro vsude, tj. s vyjimkou mnoziny
Lebesgueovy miry 0) v R k funkci f. To dokézal Lebesgue v [58] roku 1905. S ohledem
na necitlivost Lebesgueova integralu vzhledem ke zménam integrované funkce na mnoziné
miry 0 lepsi vysledek nelze ocekavat. Je patrné dobré pripomenout, ze ve zminénych tvr-
zenich lze sc¢itatelnost chapat i jinak a Cesarovu sé¢itaci metodu nahradit Abelovou séitaci
metodou, protoZe ta je silngjsi (viz zminény Frobenitav vysledek v (7.6)). Pfipomenme jesté,
ze trigonometricka fada mize konvergovat k funkci f vSude v R a pritom tato fada neni
Fourierovou fadou f.

Mizeme néjak popsat body, ve kterych je Fourierova fada funkce f € L£(27) s¢itatelna?
To nastane napiiklad ve vSech bodech x € R, ve kterych je funkce f spojitd, a fada je pak
sCitatelna k f(x).
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7.3 Neékteré dalsi vysledky

Obratme se nyni k jinému aspektu teorie trigonometrickych fad, a to k jejich vlivu na
rozvoj teorie mnozin. Mnozinu E C (0,27) nazveme U-mnozinou (mnozina jednoznac-
nosti), pokud plati: konverguje-li trigonometrickd fada mimo mnozinu E k 0, m4a vSechny
koeficienty rovny 0.

Podobné mnozinu E C (0, 27) nazveme M -mnoZinou (mnoZina nejednoznacnosti), po-
kud plati: existuje trigonometrickd fada konvergentni mimo E k 0, kterd nemd vSechny
koeficienty rovny 0.

Co lze o mnozinach tohoto typu fici? WiLLIAM HENRY YOUNG (1863 -1942) a FELIX
BERNSTEIN (1878 -1956) dokazali uz pred vice nez sto lety, Ze kazda spo¢etna mnozina je
U-mnozina, ze kazda U-mnozina ma miru 0 a ze kazda M-mnozina mé kladnou miru. Po
néjakou dobu se vétilo, ze mnoziny miry 0 jsou vzdy U-mnozinami. Pak vSak DIMITRIJ
JEVGENIEVIC MENSOV (1892-1988) v roce 1916 ukazal, Ze to tak nend! To vedlo k dalsim
velmi jemnym problémtm, které formuloval NIKOLAJ NIKOLAEVICH LUZIN (1883 —1950)
kolem roku 1920. Tento vyvoj vSak jiz nebudeme dale sledovat, daleko prekracuje ramec
tohoto textu.

Vratime se kratce ke snaze popsatelnym problémtim. Jiz vime, ze pokud trigonometricka
fada konverguje k funkci f stejnomérné, je také Fourierovou fadou f. Ma-li trigonometricka
fada standardni tvar

% + Z (ak cos kx + by, sin km) , (7.7)

o]
k=

—_

staci pro jeji stejnomérnou konvergenci splnéni podminky

[M]¢

(lax] + [bx) < o0, (7.8)

B
Il

1

avsak jen malo Fourierovych fad ma absolutné konvergentni fady koeficientil, a tudiz i
spojity soucet. V idealnim pripadé by napt. kazda vsude konvergentni trigonometricka
fada byla Fourierovou fadou svého souctu. To vsak, jak jsme si jiz tekli, neplati! Bez
dikazu uvedme, Ze trigonometricka fada (7.7) splituje podminku (7.8), jestlize konverguje
absolutné na mnoziné M C R kladné Lebesgueovy miry. Toto tvrzeni dokazali roku 1912
ARNAUD DENJOY (1884—-1974) a Luzin.

R. 1906 vyuzil PIERRE JOSEPH Louls FATOU (1878 -1929) vétu o integraci Fourierovy
fady ¢len po ¢lenu a nalezl trigonometrickou fadu (srv. Ptiklad 2.3.3), kterd konverguje
v8ude v R a neni pfitom Fourierovou fadou svého souctu (a to jesté na kazdém uzavieném
intervalu neobsahujicim celistvy néasobek ¢isla 27 konverguje stejnomérné!).

A zde je naopak pozitivni vysledek: V roce 1912 CHARLES DE LA VALLEE-POUSIN
(1866 —1962) obdrzel tento vysledek pro funkce z L£(27): Pokud konverguje trigonomet-
rickd tada bodové ke vsude konecné funkci f € L(2m), je jeji Fourierovou tTadou. Jsou
znamy i dalsi vysledky tohoto typu (srv. s Poznamkou 2.4.3). Tento vysledek se zdél v
jistém smyslu neuspokojivy, a tak se hledal ,lepsi“ integral nez Lebesguetiiv, ktery by se
s timto problémem vyrovnal 1épe. Plati zde vSak jist4 vyvazenost: ziskdme-li integral s
lepsim vztahem k Fourierovym fadam, pak tento integral ztrati nékteré typické vlastnosti
integralu. Podrobnéji tuto otazku probirat nebudeme.
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Kdybychom chtéli zcela vycerpat vazby teorie trigonometrickych fad na jind odvétvi
matematiky, byl by to prakticky nedostizny cil. Je vSak na misté se o nékterych alespon
kratce zminit. Zacnéme napt. u teorie aprorimace. Aproximace funkci pomoci ortogonal-
nich polynomu rtiznych typi méa kofeny v teorii Fourierovych fad (Hermitovy polynomy,
Laguerrovy polynomy apod.). Weierstrassovy dvé véty o aproximaci klasickymi polynomy
a trigonometrickymi polynomy z r. 1885 spolu tzce souviseji a jednu lze dokazat z druhé.
Dokonce se ukazuje, ze vSechny ingredience mozného jednoduchého diikazu jeji ,trigono-
metrické verze“ byly znamé uz Heinemu v roce 1870, avSak na tento alternativni diikaz
pomoci Fourierovych fad upozornil teprve roku 1892 ¢esky matematik MATYAS LERCH
(1860—1922).

Mnoho vysledkii, které v dnesni dobé tvori soucast funkciondlni analyzy, ma svij
predobraz v tvrzenich o trigonometrickych nebo Fourierovych fadach. Sahé to od dil¢ich
vét jako je Riesz-Fischerova véta z r. 1907 pres nekoneéné baze (Schauderova baze), aZ po
celé c¢asti funkcionalni analyzy jako je napt. partie o Hilbertovych prostorech; ty v axio-
matizované abstraktni podobé zavedl JOHN VON NEUMANN (1903-1957). Dnesni casta
formulace Riesz-Fischerovy véty jako véty o uplnosti prostoru L£o(M) nebo Lo(27) je tak
trochu zavadeéjici: v roce 1907 Hilbertv prostor ve své abstraktni podobé nebyl znamy,
ortonormalni systémy byly souborem nékolika ptikladii, iplnost byla neznamjm pojmem
a prostor Lo(M) byl nezndmym pojmem. Pfesto véta o jeho tuplnosti je podstatou Riesz-
Fischerovy véty a zminéné pojmy se z ni postupné vyvinuly. Naopak funkcionélni analyza
ovlivnila Fourierovy fady, napi. dnes jiz standardni dikaz existence spojité funkce s di-
vergentni Fourierovou fadou se vede pfes Banach-Steinhausovu vétu (princip stejnomérné
omezenosti; viz Véta 1.5.4). Pfipomenime jesté, Ze vznik Riemannova integrélu byl tzce
svazan s trigonometrickymi fadami a Ze u Lebesgueova integralu ma jeho vztah k Fou-
rierovym fadam trochu jiny charakter: byl na né bezprostfedné po svém vzniku aplikovan
(Lebesgue, Fejér). viz [86].

Vztah Fouriera k Fourierové transformaci je mozna bezprostiednéjsi nez je tomu u Fou-
rierovych fad. Ty, jak jsme jiz zminili, byly pouzivany davno pred vznikem [29]. Naproti
tomu Fourier byl jednim z prvnich, kdo vySetfoval souvisejici integral (dalsimi byli Cauchy
a Poisson). V souvislosti s FeSenim rovnice pro vedeni tepla vySetfoval postupné vyrazy

o0

o0
Z ane FIt cos g~ / Q(q)e_kq2t cos gz dg
0

n=1

a pak pri vySetfovani koeficientti rozvoje presel k vySetfovani podobného integralu

™ 2 s
a, = —/ &(x) cosnzdr ~ —/ F(z)cosqrdx .
0 T Jo

™

Schematické vyjadieni je jen naznakem Fourierova ponékud heuristického pfistupu. Po-
drobnéji viz [47], vol. 2, s.679. V praci z r. 1811 [30] (vydana 1824) dospél Fourier dokonce
i vyjadienim

flz)=— /000 u(t) cos(zt)dt a wu(t) = %/OOO f(z)cos(zt) dx ;

™

pracoval tedy vlastné s realnou ¢asti transformace realné funkce. Prvni rovnost, ktera je z
hlediska naseho vykladu zajimavéa, se nékdy nazyva kosinovd transformace.
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Dosud uvedené ptiklady by nemély c¢tenare svést k domnénce, Ze jsou vesmés ,teo-
retické“: zde je vhodné zminit rychlou Fourierovu transformaci a wavelety. Aniz bychom
zachazeli do detaild uvedeme vystizny citat: Rychld Fourierova transformace je nejcennéj-
gim numerickym algoritmem nasi doby (G. Strang, 1993). Ten velmi pfiléhavé charakteri-
zuje vyznam FF'T. Jeji vyuziti je mnohostranné a sah& od numerickych metod pres slozité
technické vypocty az po aplikace v mediciné: fada slozitych vysetfovacich aparatur typu
pocitacové tomografie nebo magnetické rezonance silné zavisi na jejim pouziti.

Na prvni pohled se zdé, ze pres diskretizaci se dostaneme od Fourierovy transformace
k DFT a ze ta pak patrné vedla i k objevu FFT. Historie vSak ukazuje, ze kotfeny FFT
mizeme hledat jiz u Gausse; podrobnéji viz [35]. Existuje vice zptisobt, jak FFT judélat
vice ¢i méné prirozenou“, zvoleny zpusob je jen jednou z moznych cest.

O uzitecnosti waveletii svédci jejich vyuziti ke skladovani obrovskych databazi otiskt
prsttt v F.B.I. nebo pii filtraci rusivych signalti a rozeznavani lidské feci. Jejich vyznam
ilustrujme poslednim citatem: ... wavelety jsou bezpochyby vzrusujicim ndzornym pojmem.
Tento pojem prinesl s sebou novy zpusob myslent ... Doufame, ze ¢tenar bude i na zakladé
vybranych ukazek z historie souhlasit, Ze to stejné nebo dokonce mnohonasobné vice plati
i o Fourierovych radach.
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