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Objemy téles v E,

ADAMCOVA Martina DP-2009 Vedouci DP: RNDr. Daniela Bittnerova, Csc.

Resumeé
Diplomova prace se vénuje nové metod¢ vypolti objemu téles v n-rozmérném

euklidovském prostoru s uZitim parametrick€ého popisu. Jejim cilem je vyzdvizeni vyhod
popiipadé nevyhod uziti dané metody. K této problematice je v ivodni ¢asti popsana
parametrizace vybranych rovinnych kiivek v E; a ploch v E3, které jsou nezbytné pro
nasledujici vypocty. V zavérecné ¢asti Ize procvi€it novou metodu v souboru feSenych
ptiklada.

Klicova slova: n-rozmerny euklidovsky prostor, rovinné kiivky v E, plochy v Ej,
parametrické rovnice, objemy téles

Volumes of solids in E,

Summary
Diploma thesis devotes to a new design methods of volumes of solids in n-

dimensional Euclidean space with applications parametric description. The aim of the
project is to highlight advantages eventually disadvantages with applications assigned
method. The introductory part of the diploma thesis is focused on parametric description
of exclude plane curves in E, and surfaces in E;. The assigned theory is essential to the
following calculations. In the final part of the project it is possible exercise in the new
method in the collection of calculations.
Keywords: n-dimensional Euclidean space, plane curves in E,, surfaces in E3,
parametric equations, volume of solids

Volumina der Korper in E,

Zusammenfassung
Diese Diplomarbeit widmet sich einer neuen Berechnungsmethode der Volumina

der Korper in n-dimensionalem euklidischem Raum mit der Benutzung parametrischer
Beschreibung. Ziel dieser Diplomarbeit ist die Vorteile eventuell die Nachteile bei der
Benutzung obwaltender Methode hervorheben. Einleitungs Teil der Arbeit konzentriert
sich auf parametrische Beschreibung ausgewihlter flachliegender Kurven in E; und
ausgewdhlter Flichen in Ej3, die sind notig fiir ndchste Berechnungen. Im SchluBteil der
Arbeit kann man neue Methode in der Kollektion mit gelosten Beispielen durchiiben.

Schliisselworter: n-dimensionaler euklidischer Raum, flachliegende Kurven in E,
Fldiche in E3, Parametergleichungen, Volumina der Kérper
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Uvod

Na vysokych Skolach, kde soucésti studia je matematicka analyza, se témét kazdy
student seznami s aplikaci dvojnych a trojnych integrali. Jedna se konkrétné o vypoclty
obsahti a objemt téles v E,, ale také o vypolty t&zist, statickych momentii a momentl
setrvacnosti.

Diplomova prace je rozdélena do Ctyf casti. V prvni Casti se Ctendf sezndmi
s konkrétnimi ptiklady rovinnych kiivek v E,, ploch vE; a s jejich parametrickym
vyjadienim, které jsou nasledovné uzity v feSenych prikladech.

Dalsi ¢ast popisuje novou, ve Skole neprobiranou, teorii, ktera je doplnéna vzorovymi
ptiklady na procviceni.

V treti ¢asti dochdzi k porovnani nové metody s metodou béznou. Jsou zde vyzdvihnuty
vyhody poptipadé nevyhody obou metod. U bézného postupu vypocti objemu télesa v E3 je
pouzit zpusob vypocti pomoci stérickych soutadnic pro snadné srovnani s novou metodou
(nebot’ k této problematice existuje vice variant vypoctl bez uziti parametrického popisu).

V posledni ¢asti se nachdzi soubor feSenych piikladi, které jsou fazeny podle

obtiznosti. Vzorova feseni piikladl jsou provedena na zaklad€ nového zplisobu vypocti.
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1. Parametrizace

Parametrické vyjadieni kiivek v E; a ploch v E3 je pro nas v této praci nepostradatelné,

nebot’ je soucasti vypocti objemt téles v E, na zaklad¢€ nové metody.

vvvvvv

a ploch, které budeme néasledovné pouzivat v ptikladech.

1.1. Rovinné kfivky v E;
Krivkou definovanou parametricky v dvojrozmerném euklidovském prostoru E,
nazyvame mnozinu prave téch bodi, jejichz kartézské soutadnice x, y jsou dany rovnicemi
x=0@), y=y(),
kde ¢, w jsou redlné¢ funkce redlné¢ proménné ¢, definované na néjakém intervalu J, které
maji spojité derivace podle ¢ alesponi prvniho fadu a pro néz vztahy
p(t)=0, y()=0
oba zéroveii plati jen v izolovanych bodech intervalu J.
Rovnice x = ¢(t), y =y (¢t)nazyvame parametrickymi rovnicemi kiivky.
Krivkou definovanou implicitné v dvojrozmérném euklidovském prostoru E; nazyvame
mnozinu praveé téch bodi, jejichz kartézské soutadnice x, y jsou dany rovnici
F(x,y)=0,
kde F je realna funkce dvou realnych proménnych na mnoziné Q, c E,, ktera ma spojité
prvni parcialni derivace a pro niz vztahy

F(x,,y,)=0,
oF oF
(xoayo)zo’ (xo’yo)zo
ox oy

vSechny tf1 zaroven plati jen v izolovanych bodech oboru €2, .

Je-li kiivka definovana implicitné, pak ji lze v dostatecné malém okoli kazdého jejiho
bodu vyjadtit parametricky, a obracené, je-li definovdna parametricky, pak ji Ize na okoli
kazdého jejiho bodu vyjadtit implicitné.

Graf spojit¢ diferencovatelné funkce y= f(x) (xe <a,b>) je kiivka definovana
parametricky rovnicemi x=¢, y = f(¢) (t € <a,b>). Graf diferencovatelné funkce y = f(x)

(x e <a,b>) je kiivka definovana implicitn€ rovnici

F(x,y)=y—-f(x)=0.

-10 -
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1.2. Priklady rovinnych kfivek v E; a jejich parametrické vyjadreni

1.2.1. Kruznice

Kruznici k se stredem S a polomérem r nazyvame mnoZinu pravé téch bodi roviny,

které maji stejnou vzdalenost » od pevného bodu S, zvaného stred kruznice k.

Rovnice kruznice se sttedem S v pocatku 0[0;0] (Obr. 1):
x*+yt=r, (D)

kde r je polomér kruZnice.

Parametrické rovnice kruznice se stiedem S[0,0] a polomérem 7
X = r COSt,

)

y =rsint,

kde ¢ € <0, 2n) je proménny parametr.

Obr. 1 Kruznice

-11 -
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1.2.2. Elipsa

Elipsou nazyvame mnoZinu pravé téch bodu P v roving, které maji od dvou pevnych
bodii Fi, F» (tzv. ohnisek) konstantni soudet vzdalenosti |PF)|+|PF,|=2a, pfitemz je
2a >|F,F,|=2e>0. Oznateni e= Jl@> =b>) nazgvime délkovou excentricitou, kde a je

délka hlavni poloosy a b je délky vedlejsi poloosy (b < ).

Poznamka:

vr 1 . . . v Mo x v 2 2
Lezi-li ohniska elipsy na ose y, konstantu 2a z definice znacime 2b, pfi¢emzZ e = 1/‘1) -a ’

Kanonicky tvar stfedové rovnice elipsy s hlavni osou v ose x (Obr. 2):

2 2
X Y
—+==1 3
PERrE 3)
Parametrické rovnice elipsy:
X =acost, 4
y =bsint, @

Vte <0,27T) , kde ¢ je excentricka anomalie.

Obr. 2 Elipsa

-12-
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1.2.3. Parabola

Parabolou nazyvame mnozinu praveé téch bodl roviny, které maji stejné vzdalenosti od
pevného bodu F' této roviny (tzv. ohniska) a od pevné prfimky d této roviny (tzv. fidici

ptimky), pticemZ piimka d neprochazi bodem F.

Kanonicky tvar rovnice paraboly s osou v ose x a s vrcholem v po¢atku soufadnicové

soustavy:
y*=2px, (5)

pficemz pro p >0, resp. p <0 je parabola oteviena doprava, resp. doleva.

Kanonicky tvar paraboly s osou v ose y a s vrcholem v pocatku soufadnicové soustavy:
x* =2py, (6)

pficemz pro p >0, resp. p <0 je parabola oteviena nahoru, resp. dolii.

Parametrické vyjadieni paraboly:

= t2 x:—’
YEPL hebo 4p (7)
y=2pt

Obr. 3 Parabola

- 13-
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1.2.4. Hyperbola

Hyperbolou nazyvame mnozinu pravé téch bodl P vroviné, které maji od dvou

pevnych bodii Fy, F, (tzv. ohnisek) konstantni rozdil |PF,|—|PF,|=2a vzdalenosti, pfidemz
je 0<2a<2e=|FF,| Oznageni e=+/(a® —b) nazyvame délkovou excentricitou, kde a je

dé¢lka realné poloosy a b je délka imaginarni poloosy.

Kanonicky tvar stfedové rovnice hyperboly s realnou osou v ose x (Obr. 4):

Xy
———=1. 8
a> b’ ®)
Parametrické rovnice hyperboly:
a
X = , =tbtgt;
cost Yo ©

x==xacosht, y=bsinht.

Obr. 4 Hyperbola

- 14 -
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1.2.5. Cyklické kfivky

Jestlize se kruznice ky (tzv. hybna kruznice) kotdli po kruznici k; (tzv. nehybna
kruznice) ve vn&j$i nebo vnitini oblasti kruznice k,, pak body hybné kruznice k; nebo body

s ni pevné spojené vytvareji tzv. cyklické kiivky neboli trochoidy.

Prosta cykloida

Bod kruznice, ktera se beze skluzu kotali po ptimce, opisuje prostou cykloidu (Obr. 5).

Parametrické rovnice prosté cykloidy:

x =a(t —sint),
(10)
y= a(l - cost),

pro t € R, kde a je polomér kruznice, ¢ je velikost tthlu odvaleni.

Explicitni vyjadieni prvni, resp. druhé poloviny prvniho oblouku prosté cykloidy:

y(2a-y)], (11)

a f—
X = aarccos J -
a

resp.

x:a(Zﬂ—arccosa_y]+1/|)_/i2a— }l, (12)

a

kde y e <0;2a>.

H'.C‘F'

0 T 2ma

Obr. 5 Prosta cykloida

-15-



Objemy téles v E, PARAMETRIZACE Martina Adamcova

Zkracena cykloida

Zkracena cykloida vznikne, jestlize tvotici bod pevné spojeny s kotélejici se kruZnici
lezi ve vnitini oblasti této kruznice ve vzdalenosti d (d < a) od sttedu kruznice o poloméru a

(Obr. 6).

Parametrické rovnice zkracené cykloidy:

x=at—dsint,

(13)

y=a—-dcost,teR.

o Ta 2wa x

Obr. 6 Zkracena cykloida

- 16 -
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ProdlouZena cykloida

Prodlouzena cykloida vznikne, jestlize tvotici bod pevné spojeny s kotalejici se kruznici
lezi ve vnéjsi oblasti této kruznice ve vzdalenosti d (d > a) od stfedu kruznice o poloméru a

(Obr. 7).

Parametrické rovnice prodlouzené cykloidy:

x=at—dsint,

14
y=a—-dcost,teR. (14

w,

wa 2ma x

G

Obr. 7 Prodlouzena cykloida

-17-
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Kardioida
Je to zvlastni piipad zkracené', resp. prodlouzené epicykloidy. Prosta® epicykloida pro
a =b se nazyva kardioida (srdcovka), kde a je polomér nehybné kruznice a b je polomér

hybné kruznice (Obr. 8).

Rovnice v ortonormalni soufadnicové soustave:
2 2
(x2+y2—a2) :4a2[(x—a) +y2], (15)
piicemz pocatek je ve stfedu nehybné kruznice a osou x je prodlouzeni usecky spojujici

pocatek s hrotem.

Parametrické rovnice kardioidy:
x = a[2cost —cos(2t)]

y=af2sint —sin(2)] 1 € R. (16)

i

[

Obr. 8 Kardioida

! Zkrdcend, resp. prodlouzend epicykloida vznikne, jestlize tvotici bod pevné spojeny s hybnou kruznici lezi ve
vnitini, resp. vn&jsi oblasti této kruznice ve vzdalenosti d < b, resp. d > b od stfedu hybné kruznice o

poloméru b.
? Bod kruznice, ktera se beze skluzu kotali po nehybné kruznici v jeji vn&jsi oblasti, opisuje prostou epicykloidu.

- 18-
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Nefroida

Prosta epicykloida s b :g je oznacovana jako nefroida, kde a je polomér nehybné

kruznice a b je polomér hybné kruznice.

Rovnice v kartézskych soutadnicich:

(x> +y> —4a>) =108a"y>. (17)

Parametrické vyjadieni nefroidy:

X= b(3 cost — cos3t),

18
y=b(3sint—sin3¢), teR. (18)

Obr. 9 Nefroida

-19-
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Asteroida

Asteroida (hvézdice) je zvladtni piipad prosté® hypocykloidy pro b :%, kde a je

polomé&r nehybné kruznice a b je polomér hybné kruznice (Obr. 10).

Parametrické rovnice asteroidy:

1 t 3¢
x=—al 3cos—+cos— |,
4 4 4
1 t 3¢ (19)
y=—a|3sin——-sin— |, t€R.,
4 4 4
popf.
x =b[3cos y +cos(3y)]; (20)
y =b[3sin y —sin(3y)} x eR.
Rovnice v ortonormalni soufadnicové soustave:
x2/3 +y2/3 :a2/3’ (21)

piicemz pocatek je ve stitedu pevné kruznice a osou x je prodlouzeni iseCky spojujici pocatek

s hrotem.

N
~

Obr. 10 Asteroida

> Bod kruZnice, ktera se beze skluzu kotali po nehybné krunici vjeji vnitini oblasti, opisuje prostou

hypocykloidu.

-20 -
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1.2.6. Bernoulliova lemniskata

. . 1, . vty oy .. 4 1.
Bernoulliova lemniskdta je zvlastnim p¥ipadem Cassiniovy® kiivky pro a’ =e’

(Obr. 11).

Rovnice Bernoulliovy lemniskaty v parametrickém vyjadieni:

1 2
x:at\/z-i_—z,
1+1¢

1-¢ 22
y = at\/z >t €R.
1+¢
Rovnice v ortonormalni soufadnicové soustave:
(x2 +)/2)2 22612()62 —yz) (23)

-

Obr. 11 Bernoulliova lemniskata

4 L . . o < o NP . , — .
Cassiniovou krivkou nazyvame mnozinu vSech bodt, Ze soucin jejich vzdalenosti od dvou riznych pevnych

bodd (tzv. ohnisek) F| a F, je konstantni: |XF]||XF2| = a’. Rovnice Cassiniovy kiivky v ortonormélni
|FF|
e=—-".,

4 4

2
soufadnicové soustave je (x2 + yz) —2¢? (x2 - y2 ) =a —e, kde
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1.2.7. Descartesuv list

Descartesovym listem nazyvame kisoidu® elipsy x> —xy + y* + a(x + y) =0, a>0,

a ptimky x+ y+a =0 pro pol P (Obr. 12).

Rovnice v Descartesova listu v parametrickém vyjadieni:

3at
3-;t2 24)
=——, teR\ -1}
Y 1+¢° =1
Rovnice v ortonormalni soufadnicové soustave:
x>+’ —=3axy =0. (25)

Asymptota Descartesova listu:

Obr. 12 Descartesuv list

> Kisoidou dvojice krivek m, n pro pol P nazyvame mnozinu pravé téch bodi O, pro néz plati

|PQ| = |PL| - |PK

, kde K, resp. L je prusecik libovolné poloptimky svazku o vrcholu P s kiivkou m, resp. n.
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1.2.8. Strofoida

Strofoidou nazyvame mnozinu vSech pruseCikii kazdé ze svazku kruznic, které maji
spolecnou te¢nu v ose x s bodem dotyku T [0,0], s jejim primérem lezicim na polopfimce

svazku o vrcholu 7[-a,0], @ > 0 (Obr. 13).

Parametrické vyjadieni strofoidy:

- a(l —t )
x = 1—2
-+ 2
y = a —,teR
I+¢
Rovnice strofoidy v ortonormalni soutadnicové soustavé:
(a—x)y? =(a+x)x?, xe(— a;a) 27)

Obr. 13 Strofoida
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1.3. Plochyv E;

Plochou definovanou parametricky v trojrozmérném euklidovském prostoru E;
nazyvame mnozinu praveé téch bodu, jejichz kartézské soutadnice x, y, z jsou dany rovnicemi
x=& (u,v), y= n(u,v), z=¢ (u,v), kde &,n,4 jsou redlné funkce dvou realnych parametri,

definované na mnoziné €, , které maji spojité parcialni derivace aspon prvniho fadu, pficemz

% on %
| Ou’ Ou’ oOu ’ X - N
matice oF on o ma hodnost 2 na ur¢itém dvojrozmérném intervalu J, xJ,.
ov. ov 0ov

Plochou definovanou implicitné v trojrozmérném euklidovském prostoru Ej
nazyvdme mnozinu praveé téch bodl, jejichz kartézské soutfadnice jsou dany rovnici
F (x, V, z) =0, kde F je realna funkce tii realnych proménnych na mnozin¢ Q, c E,, ktera
ma spojité parcialni derivace na mnoziné , a v zadném bod¢ mnoziny Q) c Q, zaroven

, OF OF OF
neplati —=—=—=0
ox Oy Oz

Graf spojit¢ diferencovatelné funkce =z= f(x,y) je plochou definovanou

parametricky rovnicemi x=u, y=v, z= f(u,v) a plochou definovanou implicitni rovnici

z— f(x,y)=0.
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1.4. Priklady ploch v Ej3 a jejich parametrické vyjadfeni

1.4.1. Kulova plocha

Mnozina vSech bodi prostoru, které maji od daného pevného bodu S danou vzdalenost

r > 0, se nazyva kulovad plocha se sttedem S a polomérem r.

Rovnice kulové plochy se sttedem S [0, 0, 0] a polomérem -

X +yi 4zt =7 (28)

Vyjadieni kulové plochy pomoci sférickych soufadnic:

X = pcospsinv,

y = psin@sinv, (29)
Z = pCcosv,

nebo

X = pCoS@CosV,

y = psin@cosv, (30)
z=psinv,

pro p=>0,¢ € <0; 27r>, LE <0; n>.

Obr. 14 Kulova plocha
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1.4.2. Valcova plocha

Necht’ je dana elipsa v rovin¢ p a ptimka s riznobézna s rovinou p . Sjednoceni vSech
primek, které jsou rovnobézné s piimkou s a protinaji elipsu, se nazyva elipticka vailcova

plocha.

Obecna rovnice eliptické valcové plochy:

x2 y2
— 4 =1. 31
pER (3D
Valcové soufadnice:
x=acos0,
y=bsinb, (32)

Z=V,VE <0;h>, 0e <0;27r>,

kde a, b jsou délky poloos a plati a,b > 0.

/’ T

Obr. 15 Elipticka valcova plocha
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1.4.3. Kuzelova plocha

Necht’ je dana kruznice k v roviné p a bod V, ktery nelezi v této rovin€. Sjednoceni
vSech primek, které prochazeji bodem V a protinaji kruznici k, se nazyva kruhova kuzelova

plocha.

Obecna rovnice kuzelové plochy:

2

|‘<

x2
“—+

e =0, (33)

q|t\1
[ ]

kde a, b jsou délky poloos elipsy, ktera je fidici kiivkou kuzelové plochy a jejiz rovina je
kolma k ose z; ¢ je vzdalenost roviny elipsy od roviny xy; vrchol kuzelové plochy je

v pocatku O.

Parametrické vyjadieni kuzelové plochy:

(34)

Obr. 16 Kuzelova plocha
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1.4.4. Elipsoid

Rotacnim zplostelym elipsoidem nazyvame téleso ohrani¢ené plochou vytvofenou pii

rotaci elipsy s poloosami délek a, b (a > b) kolem vedlejsi osy.

Obecna rovnice plochy elipsoidu:

2
+ -1 (35)
C

Parametrické vyjadieni elipsoidu:

X =acosfsin ¢,
y =bsin @sin ¢, (36)

z=ccosg,

pro azimut 0 e <O; 27r>, polarni uhel ¢ <O; n>.

Obr. 17 Elipsoid
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1.4.5. Paraboloid

Elipticky paraboloid

Rotacnim paraboloidem nazyvame téleso ohranic¢ené plochou vzniklou pfi rotaci ¢asti
paraboly s jejim vrcholem kolem jeji osy a kruhem, jehoz rovina je kolma k ose rotace

paraboly a protind osu paraboly.
Eliptickym paraboloidem nazyvame téleso, jehoz podstava ma elipticky tvar.

Obecna rovnice plochy eliptického paraboloidu:

2 2
x—2+i— =2z, (37)

Q

Parametrické vyjadieni eliptického paraboloidu:

xX= a\/;cosv,
y :b\/;Sinv, (38)
Z=u, Ve <0;27z'>, uc <0;h>,

kde a, b jsou délky poloos a plati a,b > 0.

Obr. 18 Elipticky paraboloid
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Hyperbolicky paraboloid

Hyperbolicky paraboloid je téleso, jehoz rovinnym fezem je hyperbola.

Stiedova rovnice hyperbolického paraboloidu:

2 2
= —i— =2z (39)

N

Parametrické vyjadieni hyperbolického paraboloidu:

x(u,v) =u,
y(u,v) =v, (40)
z(u,v) =uv, ve <0; 27r>, ue <0;h>.

Obr. 19 Hyperbolicky paraboloid
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1.4.6. Hyperboloid

Rotacni jednodilny hyperboloid

Rotacnim jednodilnym hyperboloidem nazyvame téleso ohrani¢ené plochou vytvofenou
pi1 rotaci hyperboly s poloosami délek a, b (a > b) kolem vedlejs$i osy a dvéma shodnymi

kruhy, jejichz roviny jsou kolmé k ose rotace hyperboly (Obr. 20).

Sttedova rovnice jednodilného hyperboloidu:

x2 y2 ZZ
A @)

kde a, b jsou délky realnych poloos; ¢ je délka imaginarni poloosy.

Parametrické vyjadieni télesa:

x=avl+u’ cosv,
y=bl+u’sinv, (42)

Z=cu, uc <0; h>v IS <0;2n)

Obr. 20 Jednodilny hyperboloid
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Rotacni dvoudilny hyperboloid

Rotacnim dvoudilnym hyperboloidem nazyvame téleso ohrani¢ené plochou vytvoienou
pti rotaci hyperboly s poloosami délek a, b (a > b) kolem hlavni osy a dvéma shodnymi

kruhy, jejichz roviny jsou kolmé k ose rotace hyperboly (Obr. 21).

Stiedova rovnice dvojdilného hyperboloidu:
————— -1, (43)

kde ¢ je délka realné poloosy; a, b jsou délky imaginarnich poloos.

Parametrické vyjadieni télesa:
x =asinhucosv,
y =bsinh usin v, (44)

z=ccoshu, ue(-w;o) ve <0;n>.

Obr. 21 Dvoudilny hyperboloid
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1.4.7. Anuloid

Anuloid (torus) je téleso, které vznikne pfi rotaci kruznice s polomérem r kolem osy

lezici v roving této kruznice ve vzdalenosti R (R > r) od stiedu kruznice (Obr. 22).

Stiedovy tvar rovnice anuloidu:

(R sy | 422 =1, (43)

kde 7 je polomér kruznice; R je vzdalenost od osy rotace ke stfedu kruznice.

Parametrické vyjadieni anuloidu:

xX= (R + rcosv)cosu,
y= (R +rcos v)sin u, (46)

z=rsinv, u,ve <0;2n>.

Fy
o
-

v

Obr. 22 Anuloid
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2. Objemy omezenych uzavienych téles s uzitim

parametrického popisu v E,

2.1. Uvod

Jedna ze znamych aplikaci vicerozmérného redlného integralu je vypocet objemi téles
obvykle v n-rozmérném prostoru R,. Na zaklad¢ nasledujici teorie budeme pocitat obsahy
n-rozmérnych téles v euklidovském prostoru E,, jez je moZné popisovat parametricky.

Otazkou je existence téchto zobrazeni.

2.2. Hlavni podminky a zavedeni symboliky
Uvazme euklidovsky n-rozmérny prostor E, s body x, » > 2. Ozna¢me
x*,a=1,..,n, kartézské souradnice bodu x€E_,
u,a=1,...,.n—1, kartézské souradnice bodu u€E_ ,.
Necht Q je omezena uzaviend oblast v E,ja x* (u‘ yeo " ), kde o =1,...,n, jsou dané
funkce definované na libovolné oblasti Oc E__,,Q c O. Piedpokladejme, ze

a) vektorova funkce x(u) = {x“ (u" )} ma skoro vSude v Q spojité parcidlni derivace

a a
B! = xa pro a=1,.,n a=1,.,n-1;
ou
b) hodnost matice
B B’ .. B
B, B .. B!
(B: )nx(n—]) = -2 ? :2
B,, B .. B,

je maximalni v oblasti€2, tj. rovna n—1 skoro vSude v oblasti Q;
¢) podmnoZina

PO = {x ceE, [x= x(u),u € int Q}

matice
P = {x € En|x = x(u),u € Q} 47)

je homeomortni obraz mnoZiny int (o vSech vnitinich bodech mnoziny Q) v E,,.
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Z danych predpokladi vyplyva, Ze mnoZina P je omezend a po cCastech hladka
nadplocha v prostoru E,. Tato nadplocha sama sebe neprotind a rozdé€luje prostor E, na dvé
disjunktni oblasti v E,, z nichz jedna je omezena a druhd neomezena.

Uzavér omezené oblasti se nazyva n—rozmeérné téleso v prostoru E,. Oznac¢me ho W.
Poznamka:

Specialné pro

3, necht je tento uzavér nazvan télesem v E;,

n

n=2 uzavienou plochou v E,.
Jestlize ozna¢ime int W mnozinu vSech vnitinich bodi mnoziny W a hranici oW
mnoziny W, potom plati
W=PuintW, kde oW = P.
Uvazme uzavér nadplochy P jako mnozinu bodl vnofenou do euklidovského prostoru

=E_xE,. Potom tato nadplocha P miiZe byt vyjadfena ve tvaru

n+1

P = {X = (x;x"” )e E, [x=x(u)x"" =0,ue Q} (48)

n+1
Zvolme bod V = (xo;x(')’”) v prostoru Ep+1, kde x)*' >0, a mnozinu vSech polopiimek

X=X, + [x(u)— X, ]t,
" =X (1 - t), ue®, te <0;+ oo). “49)
Tato mnoZzina tvoii kuzelovou nadplochu v Ens1 s vrcholem V. Diky podmince
x>0 (50)
dostaneme po &astech hladkou a uzavienou omezenou nadplochu® v E,.1. Tato nadplocha déli
prostor Eu+1 do dvou disjunktnich oblasti, kde jedna z nich je omezena a druha neomezena.

Uzéavér prislusné omezené oblasti oznaCme K. Potom mnozinu K nazyvame nadkuzelem

v prostoru Ep+ s vrcholem V:(xo;x(')’”), mnozinu W nazveme jeho zdkladnou a Cislo

x>0 jeho vyskou.

 Pod pojmem ,uzaviena nadplocha v E,* rozumime nadplochu v E,, kterd je homeomorfnim obrazem

hypersféry v E,, jestlize takové zobrazeni existuje.
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2.3. Mira nadkuzele
Zde bychom méli urcit objem nadkuzele K, tj. ur¢it miru mnoziny K. Mira mnoziny K je

dana vztahem

f_n'i 1 2 1
lzjj.[.(.jdxdx e dx™ (51)
Pro vypocet tohoto integralu zavedeme zobecnéné soufadnice u“, ¢, v v prostoru Eq41,
kde a =1,...,n—1. Nasledujici vztahy definuji souradnice
X=X, + [x(u)— xo]t,

" =v(l-t), ueQ, te <0;l>, Ve <0;x"+‘ > (52)

V tomto ptipadé mizeme piredpokladat, ze V = (O;x(')’” ), ti. xg =0, ax=1,..,n, bez
ujmy na obecnosti. Potom mtiiZzeme vztah (52) zjednodusit na tvar

x* :x“(u“)t, a=1,..,n,

(33)
x" =v(l-1).
Jestlize miizeme urcit soufadnice ze vztahu (53), dostaneme integral ve tvaru
I = Jdu'du® -...-du""'dedv, (54)
...

kde symbol J znaci jakobian ptislu§né transformace (53) a mnozinu K' = Qx <0;1> X <0; xo! >

Ze vztahu (53) plyne tvar jakobianu

6_x' ox* o ox"*!
ot ot ot ot
ox'! ox? ox”" ox"*!
I— I—5 =I5 I
ou ou ou ou
ox! ox? ox" ox""!
t——] PYrET t——] P
ou" ou" ou" ou"
ox'! ox? ox”" ox"*!
t— t cee  f t
ov ov ov ov
x'(u) x*() - x"(u) -v
Bl B} B/ 0
= ... S
B,, B, B, 0
0 0 0 1—¢
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OznaCme
x'(u) x*(u) x"(u
1 2 . n
Au):= B B B0 (55)
Brlt—] Bj—l B:—l

Potom absolutni hodnotu jakobidnu mizeme vyjadfit zkracené ve tvaru

)= =) A(),

Pro integral (54) dostavame

xn+l

1= [[-+[|AGu)du'de? - .. du™ -j(t"_] 1"}t [dv=

0

e el
nwn

Tudiz

[ =

;+1 I A dn'dn? . (56)

Cislo
1 ]
1, :z;ﬂ---“A(ﬂduﬂuz e du™ (57)

nazveme objemem n-rozmeérného télesa W v prostoru E,.
Specialng pro

n=3, se toto Cislo nazyva objem télesa Wv E,,

n=2 obsah omezené plochy Wv E, .
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2.4. Vzorove priklady

241. Obsah omezené plochy v E;

Vypocitejte obsah plochy omezené Bernoulliovou Ilemniskatou v prostoru E,

(viz kapitola 1.2.6) definovanou mnozinou P := {x € E3|(x2 + y2)2 = 2czz(x2 —yz)}a eR".

Reseni:
Rovnice Bernoulliovy lemniskaty v parametrickém vyjadieni:
1+¢°
X = at\/E —
1+1¢
y= atﬁ%, te <0;27T>.
1+1¢
Vypocitame derivace

ox a2 (1+36> =3t" —1°)

B ==

or (1+t4)2 )
=2 aﬁ(1—3f2 —3¢* +t6)
1 _61‘_ (1+t4)2 .

Determinant A(u) definovany v (55) je roven

2 2
atﬁl+l‘4 atﬁl—l‘4 »
1+¢ 1+¢ 8a“t
A(M)ZA(f): 2 4 6 2 4 6\=—7T-
a2 (14367 =364 —1°) a2(1-37 =3¢* +¢°) (1+1]
‘ (1+t4)2 (1+t4)2 ‘
K vypoctu objemu pouzijeme vztah (57)
. . SEE R substituce
=—|||A(¢)dt ==8a” dt =4a’ | ——dr =|1+t" =u|=
et e (e (v S
u
167% +1 167% +1 4
=a’ j %du:az[—l} = 216+.
L u u |, loz™ +1
Jelikoz i~l muzeme psat =a
lort+1 psat By =

Zavér:

Obsah plochy omezené Bernoulliovou lemniskatou je piiblizné a’.
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2.4.2. Objem télesavE;

Vypocitejte objem télesa tvofeného eliptickou valcovou plochou (viz kapitola 1.4.2),

2 2

ktera je definovana mnoZzinou P := {x € E3|x—2 +Z—2 = 1}, a,beR".
a

ReSeni:

Elipticka véalcova plocha je popsana parametrickymi rovnicemi

X =acoso,
y=bsin0,
z=V,

ve <0;h>, 0 e <0;7T>,

kde 4 je vyska eliptického valce.

Vypocitame derivace

B]':@:—asinQ, B;:@:Q
00 ov
Bf:a—y:bcos& Bj:a—yzo,
00 ov
B =% _o, B-%_1
00 ov

Determinant A(u) definovany v (55) je roven

acos@ bsmO v
AB;v)=|-asin® bcos@® 0 =abcos® O +absin’ 0 = ab.
0 0 1

K vypoctu objemu pouzijeme vztah (57)

1y =%Q|A(9;v)|d9dv :%abzdeidv = %ﬂabh.

Zavér:

Objem eliptického vélce je roven %mbh.
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3. Vypocet objemu télesa v E,, pomoci bézné a nové metody

3.1. Zadani prikladu

Vypocitejte objem télesa, které je definované mnozinou

PIZ{XEES‘ZZO;ISXZ-FJ/Z-FZZ34}.

3.2. Vypocet prikladu pomoci bézné metody

Budeme vychazet ze sférickych soutfadnic ze vztahu (29)
X = pcos@sinv,
y = psin@sinv,
Z = pCcosv,

pro p € <1; 2>, XS <0;27T>, LE <0;n>.

Obr. 23
Reseni:
Vypocitame potiebné derivace
. ox . . ox .

— =cos@sinv, — =—psin@sinv, — =pcos@sinv,
op oQ ov
¥ o I _

= sin @sin v, = pcos@sinv, = psin @cosv,
op op 0

z 0z oz .

— =COSVD, —=0, — =—psinuv.
op op ov
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Sestavime a vypocitame jakobian

x &
dp Oop Op cos@sin v sin ¢ sin L cosv
ox oy oz ) ) .

J=— — —|=|-psingsinv pcos@sinv 0 =
dp O O . . :
oy oz pcospsinv  psingcosv  — psinv
v v v

4 —psin@sinv  pPcos@sinv
:(—1) cosv +

pCcos@sinyL  Psin @ cosv

+(—1)(’(—psinu* cos@sin v sin @ sin v

o _|=-p’sinv.
— psin@sinv  pcossinv

Upravime meze na zdklad¢ definované mnoZiny P

XS <0;27T>, L€ <0; %>
Pro vypocet objemu V télesa v E3 obecné plati v kartézskych soufadnicich

V:jijdV:jijdxdydz. (58)

Vztah (58) upravime pro sférické souradnice, dosadime a dopocitame

T T

V:J'J.J.|J|dpdudq0:2f J%U'pzdp]sinudu dq):zf %J%sinudu do =
Q 0| o\1 0 0

2r
:%J'dqozﬂﬂ.

Zavér:

. . . 14
Objem télesa definovaného mnoZinou P je ?ﬂ'
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3.3. Vypocet prikladu pomoci nové metody

I v této metod¢ budeme vychazet ze sférickych soutadnic ze vztahu (29).

Vypocitame derivace

. . 0
B' = = singsin, B! =% —rcosgcoso,
op ov
0 ) .
B2 =2 —rcospsinv, B2 =2 = rsingcosv,
op ov
B} 2220, B, zzz—rsinu.

[0} ov

0
Determinant A(u) definovany v (55) je roven

rcos@sinv  rsin@sSinL  ¥Ccosv
A(qo;u): —rsin@sinv ¥ cos@sin v 0 |[=
FCOSQCOSL  rsin@cosv —rsinv

4 —rsin@sinv  rcos@sin v
:(—1) 7 COSU

FCOS@COSL  FSin ¢ cosL

6 ) recosesinv  rsin@sinv ;.
+(—1) (—rsmu i i . |=-r"smo.

—rsin@sinv  rcos@sinv

Meze upravime na zékladé definované mnoZiny P
Qe <0; 27T>, L€ <0; %>

K vypoctu objemu pouzijeme vzorec (57)

Wy = lJ'J.|A(§0;l)1dqo do=1 qu)j'sin vdv =153 [o]"[- cosu]oﬁ _2 .
3 30 % 3 3

Poznamka:

. - 14
Ze zadéni vime, ze r e (1;2) . Potom ziskame u,, = —7.

Zavér:

. . ) 14
Objem télesa daného mnoZinou P je roven ?ﬂ' .
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3.4. Porovnani obou metod

Pozitivum v nové metodé€ jisté shlédneme ve sniZzeni stupné integrall, tedy napf. pfi
vypoctech obsahli omezené plochy se snizi integral ze stupné druhého na prvni. U vypoctl
objemu téles nepoclitame s trojnym integralem ale s dvojnym. Nejen, Ze dojde ke sniZeni
vicenasobnych integrald, ale snizi se 1 pocet parcialnich derivaci pro vypocet determinantu.

Diilezitym poznatkem je, Ze k pouziti nové metody je vzdy zapotiebi parametrickych
rovnic.

Ve srovndvacim piikladé u bézné metody jsou uzity sférické soutradnice (pro snadnéjsi

rozeznani rozdilii s novou metodou), ale 1ze vyuzit 1 jinych zpiisoba vypocti.
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4, Priklady na procviceni

4.1. Priklad 1
Odvodte vzorec pro vypoCet objemu kuzele, ktery je tvofen mnoZzinou

2 2 2
_ oyt o2 .
P.—{X€E3|a—2+b—2—c—2—0}, (l,b,CGR .

Reseni:
Pouzijeme parametrické rovnice kuzelové plochy ze vztahu (34)

rcos@,

X =

rsin 6,

y=
Z=U, UE <0;h>, 0 e <0;27T>,

kde 4 je vyska kuzele a r je polomér.

Vypocitame potiebné derivace

B| :@:—lrcos& ;:@:—h_ursin&
ou h 00 h

B} :a—y:—lrsine, fza—y:h_urcos&
ou 00 h

313:%:1, B; :@:
ou 00

Sestavime a vypocitdme determinant A(u) na zaklad¢ vztahu (55)

h_urcos9 h_ursinQ u
1 1 ——rcosO ——rsmnf@
Aw;0)=| —=rcos@ ——rsing@  1|=(-1)'u h h +
h h h—u . h—u
h—u _u - rsin 6 rcosf
— rsin 0 rcos 0
( )5 " rcos " ysin@ h—u
+(-1 =- ?
—h_ursinQ h_urcos9 h
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Nyni vypocitame objem kuzele podle vztahu (57)

27 12 '’ h e 1,
(h—u)dujd@z—— hu——| [0} === r’h.
0 3h 2 3

0

2

1 lr

S —_—

Zavér:

. .1
Vzorec pro vypocet objemu kuzele je gﬂ' r’h.
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4.2. Priklad 2

Vypocitejte objem eliptického paraboloidu (viz kapitola 1.4.5), ktery je ur€en mnoZzinou

2 2
P= {x € E3|x_2+y_2 = h—z}, a,b,heR".
a” b
Reseni:
Parametrické rovnice eliptického paraboloidu:

x= a\/;cosv,

y :b\/;sinv,
z=h-u, uec <0;h>,v IS <0;27T>,
kde & je vyska.

Vypocitame potiebné derivace

., Ox acosv . Ox .
:—:—’ B :———a\/;SII’lV,
You o 2u > ov
Blzzé_y:bsmv’ Bzzza—y:b u cosv,
RN ou
Bf:%:—l, BS:%:O.
ou ou

Sestavime determinant podle vztahu (55) a dopocitdme

a\/;cosv b\/;sin v h-u aCOSV bsinv
acosv bsinv 4
(— 1) (h—u

—_— —_— -1 |= 2WJu NS
2+u 24 u .
— a4/ b
—aNusinv  bvu cosv avu sy weosy

0

A(u;v):

+(_1)5(_1 a\/;cosv b\/;sinv —lab(u+h).

—a\/;sinv b\/Zcosv 2

K vypoctu objemu pouzijeme vzorec (57)
Ly = l”|A(u;v)|du dv = labf(u + h)duzfdv = L b,
SR, 6 1 . 2
Zavér:

Objem eliptického paraboloidu je %ﬂabh2 .
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4.3. Priklad 3

Vypocitejte objem  elipsoidu (viz kapitola 1.4.4) wurCeného mnozinou
2 2

2
P::{er3|x—2+y +Z—2:1}, a,b,ceR".
a c

b

Reseni:
Parametrické rovnice elipsoidu:

X =acosfsin ¢,
y =bsin Osin ¢,
z=ccos¢Q, O € <0; 27t>,¢ IS <0;7T>.

Vypocitame derivace

ox . . ox
B! =" —asin Osin ¢, B, =25 acosf cosg,
B} :a—y:bcos9sin¢, B; :a—y:bsin9cos¢,
00 op
Bﬁ:@:o, szg:—csinqi
00 op

Sestavime a vypocitdme determinant A(u) ze vztahu (55)

acosfsing bsinBOsing ccosg
AO;¢)=|-asinOsing bcosOsing 0 |=
acosfcos¢p bsinBOcos¢g —csing

4 —asin@sing bcosOsin g
=(~1)*ccos¢

6 : acosf@sing bsinOsin @
. +(=1)'(=esing) """ e
acosf@cos¢p bsinOcosg —asin@sing bcosHsin @

= —abcsin ¢.

K vypoctu objemu pouzijeme vztah (57)

1 1 2 V4 ) 1 z .
1y ZEJ;J'|A(9;¢)| dod¢ Zgabcj;dQJ;SHl(bd(b :gabc[Q](z) [ cosgl; =
:iﬂabc.
3

Zavér:

Objem elipsoidu jsou gﬂabc.

_47 -



Objemy téles v E, PRIKLADY NA PROCVICENI Martina Adamcova

Priklad 4

Vypocitejte objem anuloidu (viz kapitola 1.4.7), ktery je definovany mnoZzinou

P::{er3|(x2 +y2 4zt —r? —R2)2 —4R2(r2 —22):0} R,reR".

ReSeni:

Parametrické vyjadfeni anuloidu:

xX= cosu(R +r cosv),
y =sin u(R + rcosv),

z=rsinv, u,ve <0;2n>.

Vypocitame derivace

. ) .
B! :%:—s1nu(R+rcosv), B, :—x:—rcosusmv,
u o¢
0 . .
B! _Y_ cosu (R +rcosv), B2 =L = rsinusinv,
u o¢
0
Bf:%:O, B == = reosv.
ou o¢

Sestrojime a vypocitame determinant definovany ve vztahu (55)

cosu(R+rcosv) sinu(R+rcosv) rsinv
Alu;v)=|-sinu (R+rcosv) cosu (R+rcosv) 0 |=
—rcosusinv —rsinusiny 7 CcosV

:(—1)4rsinv_smu (R+ztcosv) cosu ({2+r'cosv) N
—rcosusiny —rsinusiny

+ (— 1)6 7 CoSV

cosu(R+rcosv) sinu(R+rcosv)
—sinu (R+rcosv) cosu (R+rcosv

= rsin v[rsin2 usinv (R +rcosv )+ rcos’ usinv(R+rcosv)]+
+rcosv[cos2 u (R+rcosv)’ +sin’u (R+rcosv)2]:

= r(Rr + R*cosv +r* cosv + Rrcos® v)

Pro vypocet objemu pouzijeme vztah (57)

2 2
1

Ly :EJ'“A(u;deu dv zirj'du j(Rr + R cosv +7? cosv + Rrcos’ v)dv =
Q 0 0
2r
= %r[u]f)” [Rrv +R*sinv +r’sinv +%Rrv} =27’ Rr.
0
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Poznamka:

2
Vypocet I Rrcos’vdv byl proveden pomoci vztahu
0

_127z

2r
Icos" (cx)dx =2 Icos”"2 (ex)dx, n>2.
0

%

Zavér:

Objem anuloidu se vypo¢&ita pomoci vztahu 27>Rr’.
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4.5. Priklad 5

Vypocitejte objem télesa definovaného mnozinou

P:Z{er3|x2 +y*+z° =2az=0,x"+y* -2’ =0}, kde aeR".

Mnozina P je tvofena implicitnimi rovnicemi kuzelové a kulové plochy. Na obrazku

(Obr. 24) je znazornéné téleso definované mnozinou P.

Obr. 24

Reseni:
Pouzijeme sférické souradnice ze vztahu (29)
X =rcos@sinv,
y =rsin@sinv,

z=rcosv, reR", pe <0;27r>, ve <0;n>.

Nalezneme meze pro vnitini oblast télesa, které je dano mnozinou P a dostaneme

Qe <0;27r>,
Le <0;£>.
4
Vypocitame potiebné derivace
B' = = rsingsinv, B! =<5 —rcospcosu,
op v
B’ :a—y:rcosqosinu, B2 =2 = rsingcosv,
op ov
35:2:0, szg:—rsinu.
op ov
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Determinant A(u) definovany v (55) je roven

rcos@sinv  rsin@sSinL ¥ Ccosv
A(qo;u): —rsin@sinv ¥ cos@sin v 0 |[=
FCOSQCOSL  FrsSin@cosv —rsinv

—rsin@sinv  rcos@sin v

= (— 1)4rcosu +

FCOS(QCOSL  FSin ¢ cosL

3

p . rcos@sinv - rsin @sinv .
+(—1) (—rsmu* =—r’smnuv.

—rsin@sinv  rcos@sinv

K vypoctu objemu pouzijeme vztah (57)

T

1 1 2r 4 . 1 . z
uy =5 [[1Alpro)dpdo =1 [do[sinvdo =—r[p]"[- cosv]s =
Q 0 0
:%nr3(2—\/§)
Zavér:

. .1
Objem télesa definovaného mnoZzinou P je §W3 (2 —\2 )
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4.6. Priklad 6

M¢jme téleso, které vznikne rotaci kiivky nazyvané nefroida (viz kapitola 1.2.5).

Danou kfivku nechme rotovat kolem osy y. Vypocitejte objem vzniklého télesa (Obr. 25).

Téleso vzniklé rotaci kardioidy kolem osy y ma tyto parametrické rovnice
x = bcosv[3cost —cos(3t)],
y = bsin v[3cost —cos(3t)],
z= b[3 sin £ — sin(3t)], te <0; 27T>,V IS <0;7T>.

Obr. 25

ReSeni:

Z parametrickych rovnic ziskdme derivace

Bl = % = bcosv[-3sin £+ 3sin(3t)], B, = ? = b[-3cost + cos(3t)]sin v,
v
B! = 6—3; = bsin v[-3sin ¢ + 3sin(3¢)], B: = 2_)/ = b[3cost — cos(3t)]cosv,
v
B} :%:b[3cost—3cos(3t)], B-%_o
Lo Poov

Sestavime a vypoéitame determinant A(u)

bcosv[3cost —cos(3t)] bsinv[3cost —cos(3t)]  b[3sin—sin(3t)]
A(t;v)=|bcosv[-3sinz +3sin(3r)] bsinv[-3sinz+3sin(3t)] b[3cost —3cos(3t)] =
bsinv[-3cost +cos(3t)]  bcosv[3cost —cos(3t)] 0

=(~1)*p’[3sin ¢ —sin(3¢) C?SV[—3SH1 t+3sin(3)] sinv[-3sin¢+3sin(3t)
sin v [— 3cost+ cos(3t)] cosv [3 cost — cos(3t)]

N (_ 1)5b3 [3 cost -3 cos(3t)1 cosv[3 cost — cos(3t)] sin v [3 cost — cos(3t)]J _

sin v[-3cost +cos(3t)] cosv[3cost —cos(3t)

= 48b°>(3sin’ ¢t cost —2sin’ ¢ cos’ ¢).
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K vypoctu objemu pouzijeme vztah (57)

1 127z ) ) T
Wy :§g|A(t;v1dtdv =3 J;48b3(3s1n2t cost —2sin” ¢ cos’ t)dtJ'dv =

= %48[93 2Jiz(3 sin’¢ cost —2sin’ ¢ cos’ t)dt]i dv = (59)

0 0

T

(3s1n t cost—2sin’ ¢ cos t)dtj'dv.
0

=16b"4

O 0 [N

Pro nastdvajici vypocet integralti pouzijeme vztahy

H 1
jsm”(cx)cosm(cx)dx: L 1J'sin"‘2(cx)cos’”(cx)dx:
: n+msy
. (60)
2
_m-l jsm"(cx)cosm‘z(cx)dx; m,n > 1,
n+msy
: s 6
in” dr = [=———sin" (ex) r = -1 1
J;sm (cx)cos(cx) !)' C(H_l)sm (cx) r# (61)

Vztah (59) upravime na zakladé vztahi (60) a (61) a dopocitame

o =83 f 2 2l [ -T2

704 @’ 88
—T—
15 8 15

Jelikoz plati b = g ziskame u,, = ’

Zavér:

Objem télesa vytvoieného rotaci nefroidy kolem osy y Cini %ﬂ' a’.
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4.7. Priklad 7

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci kiivky asteroidy (viz kapitola 1.2.5)
kolem osy y. Vzniklé téleso je na Obr. 26.
Rovnice v parametrickém vyjadieni télesa vzniklého rotaci asteroidy kolem osy y:
1
xX=—a 3cos2 + cos3—¢ cosv,
4 4 4

1
y=—a 3cos£+cos3—¢ sin v,
4 4 4

L 36 @ _in 32 : .
z—4a[3sm4 sin 4 ], qoe<0,2ﬂ>,ve<0,ﬂ>.

Obr. 26

ReSeni:

Z parametrickych rovnic vypocitadme

Bl = o —ia[sin§+ sin %quj cosv,

T op 16
B! = Y _ —ia[sin£+sin3—¢]sinv,
op 16 4 4
B} _ %= :ia[cosﬂ—cosﬁ],
op 16 4 4

B! —ﬁ:—la 3cos£+cos3—¢ sinv,
4 4 4

P oy
B _ ¥ L 30052 4 cos>? cosv,
ov 4 4 4
B=%_o
ov
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Sestavime a vypoéitame determinant A(u)

1
—al 3 cos2 + cos3—¢ cosV
4 4 4

® 3p ®

1
—a 3c0s£+ cos3—¢ sin v
4 4 4

3 (. . 3 (. 3¢ .
——al SIn — + S — |COoSV ——al Sm—+Ssm— |S;myv
4 4 16 4 4

1

—a(3sin
4 4
3 3
—al| cos=—cos——
1 4 4

4

4

—sin

3

4
%

)

16 6
1
——a 3cos£+cos3—¢ sin v la 3cos£+cos3—¢ cosV 0
4 4 4 4 4 4
—ia sin£+s1n3¢ cosV a sm +sin _qo
3_q0 16 4 4

:(—1)4%a(3sin%—sin 2 1
——a 3cos£+cos— sin v 3cos£+co
4 4 4 4

1
—a 3c0s£ + cos— cosv
4 4

%
+(— 1)5 %a(cos%—cos% | 1 4 4
——a 3cos¢+cos sin v 3cos£+co 3¢ cosvV
4 4 4 4 4
=3 sin?Ceos’ 2= 22 ) 1-cos? 2 Jeos’ L = 247 cos’ L~ cos’ £
4 4 4 4 4 4 4 4
K vypoctu objemu pouzijeme vztah (57)
:—”|Aqo dpdv L3 2J{z(cos 59 _ s72)dqojdv (62)
v 34 o 4 47"
Pro vypocty integrali ve vztahu (62) pouzijeme vztah
2 n— 2
Icos"(cx)dx = cos"*(ex)dx; n>2 (63)
0 n 0

Vztah (63) aplikujeme na (62) a dopocitame

Hy
0 0
%
2 z 2 ks —=Uu
zia{ij'coiﬂdqo]jdv :La3(zjcos£d¢]jdv = d4 =
28753 4 f 0 35 (30 4R |de_
4
2 5 2 T s
=——a 4jcosudujdv:—ﬂa
105° )

Zavér:

Objem télesa je S 2
105
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4.8. Priklad 8

M¢jme téleso, které vznikne rotaci kiivky nazvané kardioida (viz kapitola 1.2.5).

Kardioidu nechme rotovat kolem osy x. Vypocitejte objem vzniklého télesa (Obr. 27).

T¢leso vzniklé rotaci kardioidy kolem osy x ma parametrické rovnice
x = acosv|[2sin £ —sin(2¢)],
y = asin v[2sin 7 —sin (2¢)],
z=a[2cost—cos(2t)], e <0; 27r>, Ve <0; 7r>

Obr. 27

ReSeni:

Vypocitame derivace
Bl = % = acosv[2cost —2cos(2t)],

B} = Y _ asinv[2cost —2cos(2t)]

Ot

B :%:a[—Zsint+25in(2t)],

. Ox . : '

B) == = —asinv[2sin £ —sin (27},
v

B: ¥ acosv[2sin 7 —sin(2¢)],
ov

B; :%: 0
ov
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Sestavime determinant definovany ve vztahu (55) a vypocitame

acosv[2sint —sin(2¢)]  asinv[2sinz—sin(2¢)]  a[2cost —cos(2¢)]
A(t;v) = acosv[2 cost — 2cos(2t)] asin v[2 cost — 2cos(2t)] a[— 2sint + 2sin(2t)] =
—asinv[2sinz —sin(27)]  acosv[2sin ¢ —sin(2¢)] 0
acos v[2 cos—2 cos(2t)] asin v[2 cost—2 cos(2t)]

=(-1)*al2 —cos(2
( ) a[ cost COS( t)*—asin v[2sint—sin(2t)] acosv[2sint—sin(2t)]

acos v[2 sin f —sin (2t)] asin v[2 sin f —sin (2t)]

—1) al- 2si 2sin(2
+(=1) a[-2sin £ + 2sin( f)]_asinv[2sint—sin(2t)] acosv[2sin ¢ —sin(2¢)]

=12a’sint+12a° sintcos® t —24a°> sint cost = 124° sin t[l +cos’t— 2cost]

Nyni vypocitdme objem daného télesa pomoci vztahu (57)

py = [[lalesv)

1 2 ) ) ) V4
drdv :§l2a3 j(s1nt+ sinzcos’ ¢ —2s1ntcost)dtjdv =
0 0

T T

=44’ -2j(sint+sintcos2t—2sintcost)dtjdv:
0 0
= 8a3{— [cost]; —%[cos3 t]g —2%[sin2 t]g }[v]g =
64
=—ua.

Zavér:

Objem télesa vzniklého rotaci kardioidy je %ﬂ' a’.
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Zaver

Soucasti diplomové prace je parametrizace rovinnych kiivek v E; a ploch v E;, kde
nebylo hlavnim cilem vytvofit jejich celkovy piehled, ale ukazat nékolik prikladd, které jsou
nasledovné uzity ve vypoctech.

Novou metodu si jisté oblibi ti, kterym dé€laji obtize vypocCty s vicenasobnymi integraly,
nebot’ pro usnadnéni zdlouhavych vypoctl se snizi pocet integrali o jeden stupen, tzn. ze
napiiklad pfi vypoctech obsahti omezené plochy se snizi ze stupné druhého na prvni a
u vypoctl objemt téles se nepocitd s trojnym ale s dvojnym integralem.

Novy zplisob vypoc¢tll neni obtizny, tudiz by mohl byt zatfazen do vyuky matematické
analyzy na vysokych Skolach.
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