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Abstrakt

Tématem této bakalafské prace je navazovani nedifraktujiciho svazku do optického
rezonatoru. Jako nedifraktujici svazek je vtomto pfipadé uvazovan besselovsky-gaussovsky
svazek generovany pomoci axiconu, do kterého vstupuje svazek vystupujici z laseru pracujiciho
na zakladnim gaussovském modu. Aby bylo vyjasnéno, jak gaussovsky a besselovsky-
gaussovsky svazek interaguje s prostiedim a optickymi systémy, je na zaklad¢
elektromagnetickych vlastnosti nami zkoumanych vinéni vybudovana teorie, ktera predpovida
chovani téchto svazkli béhem jejich Sifeni prostfedim. Diky pfredpovédim, které z této teorie
plynou, je pak navrzen rezonator podporujici existenci stabilniho elektromagnetického pole,
které vyhovuje konkrétnim pozadovanym parametrim téchto svazki.

Navazovani svazku (médové prizplsobovani) je nejprve realizovano pro samotny
gaussovsky svazek, ktery je vhodny pro seznameni se stim, jak médové prizptisobovani
probihd. Ze znalosti vinové délky vstupujiciho zafeni a parametrd vstupujicitho svazku je
propoctena potfebna geometrie rezonatoru, ktery bude takovyto svazek stabilizovat. Provedena
meéteni stability pak tuto pfedpovéd’ ovétuji a stanovuji kvalitu takto navrzeného rezonatoru.
Zkoumany jsou i podminky vzniku vys$ich transverzalnich moda sestaveného rezonatoru, coz
umoziuje se jejich generaci pii moédovém prizpisobovani vyvarovat a docilit tak toho, Ze
rezonator podporuje pouze zakladni, nejintenzivngjsi konfiguraci elektromagnetického pole.

V dalsim kroku je pak popsan zplsob, jakym bylo provadéno navazovani
nedifraktujiciho besselovského-gausskovského svazku. Je uvedeno odvozeni matice pienosu
axiconu, ktera je klicova pro ur€ovani dosahu Besselova pole. Na zaklad¢ znalosti délky tohoto
pole jsou pak vyzkouseny hned tfi rozdilné metody moédového piizptisobovani, z nichz dvé jsou
popsany v literatufe. Postup modového prizptisobovani jednotlivych metod je podrobné popsan
a je vysvétlen pristup, jakym k navrhu geometrie rezonatoru doslo. V zavéru prace jsou
zhodnoceny dosazené vysledky a navrzeny metody, kterymi se da popsany postup navazovani

besselovského-gaussovského svazku dale vylepsit.
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Abstract

The topic of this bachelor thesis is mode matching of non-diffracting beam to optical
resonator. A Bessel-Gaussian beam generated by an axicon is considered a non-diffracting
beam. The Gaussian beam which enters the axicon is a beam originating in a laser operating at a
basic Gaussian mode. To clarify how the Gaussian and Bessel-Gaussian beams interact with any
given medium and with different optical systems a theory is conceived that originates from
electromagnetic properties of the investigated beams that predicts a behavior of the beams
during their spreading throughout space. Based on prediction resulting from this theory, a
resonator that supports the existence of a stable electromagnetic field, satisfying the parameters
of these beams, is made.

The mode matching is first realized for the Gaussian beam itself which is fitting as a
means to familiarize ourselves with how the procedure works. Geometry of the resonator, that
will stabilize the incoming beam, is derived from the knowledge of the wavelength of entering
radiation and parameters of an entering beam. The prediction is then confirmed by measured
stability and the finesse of this constitution is defined. The conditions supporting higher order
transverse modes are investigated so that such conditions can be avoided during the proper
mode matching procedure which leads to the resonator configuration in which only the most
intense, most basic electromagnetic field configuration occurs.

In further steps the means by which the mode matching of non-diffracting Bessel-
Gaussian beam was carried out are described. The derivation of transforming matrix (ABCD
law) of an axicon is stated, which is crucial for evaluating the reach of the Bessel field. Based
on the knowledge of the length of the field, three different mode matching methods are
investigated, two of which are described in literature. The advance of the matching is described
in detail and a process of the resonator geometry adjustment is described. In the conclusion
section the obtained results are evaluated and methods are proposed, that could further improve

the mode matching of Bessel-Gaussian beams.
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Seznam symbolii

A(r) — komplexni amplituda vinové funkce
A, — amplituda Besselovy funkce

a, b — pticné rozméry rezonatoru

A, B, C, D — slozky matice pfenosu

¢ —rychlost svétla

d — délka rezonatoru

& — jemnost rezonatoru

f — ohniskova vzdalenost ¢ocky/zrcadla
H,,, H, — Hermitovy funkce

h — vzdalenost paprsku v roving yz od osy z
I(r,t) — intenzita zafeni v konkrétnim misté
a Case

Iy — pocatecni intenzita/intenzita na vstupu
svazku

i — imaginarni jednotka

Jm — Besselovy funkce
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kt — transverzalni slozka vinového ¢isla
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L%, — Laguerrovy funkce
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1 Uvod

Cilem této bakaladfské prace je sezndmit se s metodikou navazovani
elektromagnetickych svazkii do pasivniho rezonatoru. Rezondtorem se zde rozumi takova
sestava optickych prvkl, kterd umoznuje vstup elektromagnetického zatreni, pfi¢emz dochézi
k jeho cirkulaci a diky tomu k nascitani elektromagnetického pole, které rezonatorem probiha.
Porozuméni chovéni elektromagnetickych svazkli v pasivnim rezonatoru je velmi dilezité,
nebot’ pti znalosti podminek, za kterych k rezonancim dochazi, je mozné navrhnout a sestrojit
rezonatory tak, aby podporovaly existenci svazku pozadovaného tvaru a vlastnosti. Na tomto
zakladé je pak po vlozeni aktivniho prostfedi mozné zkonstruovat laser, jehoz vlastnosti jsou
predurCeny pouze parametry rezonatoru a vinovou délkou produkovanou aktivnim prostfedim
pfi spontanni emisi.

Dalsi moznosti vyuziti rezonatorii tkvi v jejich schopnosti transformovat vstupujici
svazek dle pozadavkl uzivatele. Pfi vhodném uspofadani rezonatoru miize dochazet k rezonanci
jiz tak znaéné vykonného svazku produkovaného vnéj§im zdrojem, ¢imz je jeho intenzita jeste
dale umocnéna, vlastnosti svazku jsou navic transformovany podle charakteru rezonatoru a
tento rezonator se pak chova jako novy, dobfe definovany zdroj zateni.

Rezonatory stzkou spektrdlni carou se dale daji vyuzit jako Fabrytv-Perrotiv
interferometr a jejich pomoci je pak mozné urcit Sitku spektralni ¢ary laseru, jehoz zafeni do
rezonatoru vstupuje.

Bakalarska prace se sklada ze 3 €asti. V prvni z nich se zabyvame vlastnostmi rtiznych
typtt elektromagnetickych poli danych vlastnosti, jejich vyvojem a moznostmi transformace.
Vychézime ptitom z definice vinové funkce elektromagnetického pole pomoci vinové rovnice
plynouci z Maxwellovych rovnic a chovani téchto svazkii je odvozeno na zakladé vyvoje této
funkce béhem Sifeni prostfedim. Velka pozornost je v této kapitole vénovana gaussovskému
svazku a jeho modifikacim, protoze pravé tento druh svazku je vystupnim svazkem laseru, tedy
zatenim, které je takika monochromatické a pozvolna divergujici. Dal§im cilem nasi pozornosti
je pak besselovsky svazek, jako ten typ vInéni, které je oznaCovano za nedifraktujici.
Besselovsky svazek je interferencnim polem a ma tu vyznamnou vlastnost, Ze béhem Siteni se
prosttedim nedochazi k vyvoji amplitudy pole a intenzita v centru svazku zlstava pro cely
dosah pole neménna.

Ve druhé casti se zabyvame konfiguracemi pasivnich rezonatort. Je zde dopodrobna
rozebrana fazova podminka, pfi jejimz splnéni dochazi k rezonanci, zaveden pojem mod
rezonatoru (podélny i tranverzalni) jakoZto pole, které je pii dané konfiguraci rezonatoru
stabilni. Dale je zde uvedeno jak volit parametry rezonatoru tak, aby v ném bylo stabilni pole o
pozadovanych vlastnostech, jakozto i podminky a mechanismy, diky kterym dochézi k ndhlému

nartistu intenzity, jenz se velmi jasné projevuje pravé pfi splnéni fazové podminky. Jako
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ukazatel kvality rezonatoru je dale zavedena tzv. jemnost rezonatoru, ktera vypovida o kvalité
konfigurace zrcadel rezonatoru.

ZaveéreCna Cast se pak zamétuje na vyhodnoceni vysledki, které byly pifi navazovani
svazkll obdrZeny. Je zde podrobné popsan a zdokumentovan postup, diky kterému se nam
podafilo navazat do rezonatoru zakladni gaussovsky svazek a urcit vlastnosti rezonatoru
popisyjici jeho kvalitu. V dal§im kroku jsou zkoumany vyssi transverzalni mody, k jejichz
tvorbé dochazi jemnym rozladovanim rezonatoru. VSechny pokusy o navazani tohoto svazku
jsou v praci zdokumentovany a podrobné¢ popsany. Je zde vysvétlen postup, jakym jsme se o
navazani svazku pokouseli a z jakych literarnich zdroju jsme ptitom vychazeli.

Nasledné je odvozena matice pienosu axiconu, ¢ehoz je dale vyuzivano pii pokusech
o navazdni besselovského-gaussovského svazku generovaného axiconem do rezonatoru.
Vsechny pokusy o navazani tohoto svazku jsou v praci zdokumentovany a podrobné popsany.
Je zde vysvétlen postup, jakym jsme se o navazani svazku pokouseli a zjakych literarnich
zdrojl jsme pfitom vychazeli.

V zavéru je pak zhodnocena uspésnost navazovani pomoci jednotlivych metod a popsan
postup, kterym muze dojit ke zvySeni této uspéSnosti navazovani a k dalSimu zkvalitnéni

vysledkid méfenti.
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2 Definice vinové funkce

VInova funkce je obecné feSeni vinové rovnice typické pro konkrétni fyzikalni systém.
V nasem piipad€ se zabyvame Sifenim elektromagnetického vInéni, které je popsano vlnovou

rovnici odvozenou pomoci vektorové identity (Wang 1986) z Maxwellovych rovnic:

viu- L2t =, (1)
kde u popisuje prubéh vilnové funkce v prostoru a case, jakozto i vyvoj prislusného
elektromagnetického pole. Funkce, ktera spliiuje tuto rovnici, miize byt zapsana v komplexnim
tvaru jako:

U(r,t) = A(r) - etleM+ot] (2)
kde A (r) je komplexni amplituda funkce a exp(f(r), g(t)) je faze funkce.
Funkce U(r,t) také spliiuje vinovou rovnici a jejim realnym prubéhem je funkce popisujici
odde¢leng slozky elektrickou a magnetickou.

Re{U(r,t)} = u(r,t) = A(r) - cos[ep(r) + wt] (3)

2.1 Opticka intenzita

Intenzita je definovana jako opticky vykon na jednotku plochy a je zavisla na stfedni
hodnot¢ druhé mocniny pole vinové funkce:

I(r,t) = 2(u?(r, b)) (4)
PouZijeme-li obecny piedpis pro U(r) ze (3) s amplitudou funkce A(r), obdrzime:

I(r,t) = (2 A%(r) - cos?(p(r) + wt)) =

=(A2(1) - [1 + cose(r) + 2wt)]) = [UM)|? (5)

2.2 Stacionarni stav

Z tvaru diferencialni rovnice je zifejmé, ze feSenim bude vina

Ulr,t) = U(r)-et, kde U(r) = A(r)-ele™ (6)
Protoze pro nas je zajimavé pouze rozlozeni elektromagnetického pole, nikoliv jeho Casova
proména (piedpokladdme, ze pole je prostoupeno celym casoprostorem od okamziku, kdy jej
zaCneme generovat), je pro nds vyhodné separovat jeho Casovou slozku a vytvorit ekvivalent
vlnové rovnice nezavislé na Case. To si miZzeme dovolit, protoze Sifeni elektromagnetického
pole rychlosti svétla zplsobi, ze dojde kjeho stabilizaci takika okamzité po spusténi
experimentu.

. w o v . . v v . Ve
Zavedeme-li k = — mizeme vlnovou rovnici znacné zjednodusit do tvatu tzv.

Helmholtzovy rovnice:

(V2+k»HU(r) =0 (7)
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Ktera je v podstaté identickou podminkou existence vinéni. VIinové funkce, které jsou jejimi
feSenimi, jsou stejné vinové funkce, jako ty, co fesi (1), ale tato rovnice je nezavisla na case.
Resenim diferencialni rovnice (7) je napiiklad rovinna vlna nebo sféricka vina.

. , P —— v wrw r
e Rovinna vlna, pro kterou je 7y, , smér Sifeni:

Ur)=A-etkr (8)
e Sféricka vlna, pro kterou je r pouze vzdalenost od zdroje vinéni:
U(r) =2 e bk (9)
2.3 Parabolické pribliZeni sférické viny

Aproximaci Helmholtzovy rovnice je pfiblizeni, jehoz feSenim jsou vSechny vinové
funkce, jejichz amplituda se méni dostatecné pomalu. Dostate¢né pomaly vyvoj je takovy, kdy
pii posunu o A ve sméru §ifeni viny je jeji vyvoj takika nulovy a zména amplitudy je oproti A
zanedbatelna. Takova vlnova funkce je na obrazku 1. To ma za nésledek, ze vyvoj funkce je pfi

posunu o A vpodstaté nulovy, coZ znamena, ze AA < A pti zméné z 0 Az = A .VyuZijeme zde

D ., 94 94 A DA L
vztahu parcialnich derivaci jakozto diferencialu: AA = EAZ =3, A, proto %=1 2 ¢ehoz
0A k

94 k . , L. . 0%A
plyne 5 & A- py Obdobnou aproximaci dostaneme ve druh¢ derivaci: 52 K35, 5

OBRAZEK 1: VLNA S DOSTATECNE POMALYM VYVOJEM VZHLEDEM K VLNOVE DELCE

V ptipadé pomalu se ménici amplitudy vinové funkce vidime, ze pokud ob& nerovnosti
spojime, obdrzime vztah, kdy cast Laplaceova operatoru ve sméru z lze zanedbat, protoze
224 , vy . . o
2 & A-k?. To nam umoziiuje Helmholtzovu rovnici upravit do tvaru tzv. Paraxialni
Helmholtzovy rovnice:

ing OU
ViU — i2k— =10, (10)
0z
kde V2 jsou pouze transverzélni slozky Laplaceova operatoru. Tato rovnice je parcialni, podoba
se Schrodingerove rovnici v kvantové mechanice.

Nejjednodussim feSenim této nov€ vzniklé rovnice je takzvana parabolicka vina.

Ztotoznime-li smér, ve kterém se vlna §ifi, s osou z, pak je mozné vyuzit nasledujicich Gprav:

r=J02+y2tz) =z |1+ (11)

72
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a3

) e . . . a a_2
Ted pouzijeme Taylordv rozvoj pro+/(1 +a) =1+ >~ 5 T e

+ .-

TRz (1+ 2er)—z+xz+y2 (12)

2z

Toto piiblizeni je funkéni pouze ve velkych vzdalenostech z od zdroje. Ty museji byt

Pokud tedy nahradime u sférické viny v pfipadé amplitudy r za z a v pfipadé faze r za

x%+y?

z+ , Obdrzime Fresnelovo ptiblizeni sférické viny definované v (Southwell 1981):

u(r) = (13)

Ve fazi je zapottebi piesnéjSiho vyjadfeni r, protoze pravé toto pfiblizeni nam moduluje

2,.2
A lk<Z+x +y )
= 2z
z

rovinnou vlnu na parabolickou, u amplitudy je zména zanedbatelna.

—i-k-z

Obdrzime tak v podstat¢ rovinnou vinu (8) A-e kterd je modulovana

2 2
1 l(x+y) . . v e .
—-e 2z /) coz ma za nasledek zaktiveni viny a se zvySujici se vzdalenosti jeji utlum. Toto

2+2

vt o, i L X : - Y :
pribliZzeni nazyvame parabolické, protoze = p je rovnici rotacniho paraboloidu.

2.4 Gaussovsky svazek

Dalsim feSenim paraxialni Helmholtzovy rovnice je také gaussovsky svazek. U tohoto
svazku plati, Ze jeho intenzita je podél osy svazku rozloZena v zavislosti na prubéhu gaussovské
funkce. Protoze zména amplitudy u tohoto svazku je sice pomala, ale neni nulova, dochazi u ngj
k divergenci. Tato divergence je definovdna uhlem sviranym normdalami vlnoploch s osou
svazku (viz 2.7 Fyzikalni vyznam parametrd svazku) a stoji za postupnym utlumem vykonu
svazku.

Upraveny predpis parabolické viny, ktery i nadale spliiuje paraxialni Helmholtzovu

rovnici:

. x2+y2 ]
e avere( 2q(z>),

U =2 (14)
kde A@p(z) je faze gaussovského svazku modulovana (12) do tvaru paraboloidu a q(z)
reprezentuje komplexni polomér kfivosti. Tato vlna je nazyvana Gaussovsky svazek. Lisi se od
parabolické viny pravé komplexnim polomérem kiivosti. Pokud dosadime tuto funkci do

paraxialni Helmholtzovy rovnice (10), obdrzime:
k? d dA
[;(x2+y2)(d—j 1) -2k (22 + )]U(r)—o (15)

Nyni je mozné z této rovnice vyvodit, Ze pro libovolné x, y musi platit:

d—"—1=>q(z)_q0+z (16)
dj—z(p=—E$A<p(z) ——Llnqur = Ap(0)=0 (17)
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Pro jednodussi popis paprsku je mozné odd¢lit realnou a imaginarni ¢ast komplexniho poloméru
ktivosti:

1 1 . A
E_ﬁ_lnwz(z)’ (18)

kde w(z) je polosiika svazku. Ta udava vzdalenost od optické osy, ve které dojde k utlumu pole
na 1/e sily ptivodniho vinéni. w, je sedlo svazku, tedy misto, kde je svazek nejuzsi, a R(2) je
polomér kiivosti.

Pro fazi svazku v bod¢ z = 0 ze (17) obdrzime dosazenim z (18):

—iho(z) _ 1 _ 1
e (p()—1+i— 7 iZA (19)
1+
q0 Rg T[Wzo

Pokud uvazujeme zdroj v bodé¢, ve kterém je nekoneCny polomér kiivosti, jde v tomto misté o

w2,

A

rovinnou vlnu a jak je vidét z (18), gy =i

Nyni vyjadiime = pomoci (16) jako ﬁ a upravime do tvaru:
0

q(2)
1 1 1 z
@_1_(1)2'(?0_(;—3) (20)
q0
2.5 Parametry gaussovského svazku

Ze zapojeni rovnic (18) a (20) a definovani nové konstanty (21) mizeme odvodit

nasledujici vlastnosti paprsku, zanesené do obrazku 2:

2

e Rayleighova délka: Zp = % = q—io (21)

1

z\?]?
e Polositka svazku: w(z) = wy [1 + (—) ] (22)

ZR
R . Zr\?
e Polomér kiivosti svazku: R(z)=z|1+ (7) (23)
A také je definovana faze gaussovského svazku:
emibo@ = _1_— 1 .o%@ kde tgi(z) = zi (24)
1-— 2 R
)
Z, z=10

OBRAZEK 2: GAUSSOVSKY SVAZEK SE STREDEM V z = 0, SEDLEM W,, RAYLEIGHOVOU VZDALENOSTI Zp A
DIVERGENCI 6
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Zg je Rayleighova délka, coz je vzdalenost, kterou je nutné urazit po optické ose, nez
dojde ke zdvojnasobeni plochy svazku (w(z) je v této vzdalenosti V2w, ). Jak je patrné
z obrazku, svazek je nejuzsi v misté z = 0. Do vzdalenosti , ve které je w(z) = V2w, tj. +Z,

povazujeme paprsek za fokusovany a oblast |z| < Zi oznacujeme jako ohniskova hloubka.

2.6 Faze svazku

Pokud nyni dame dohromady rovnice pro rovinnou vinu, parabolickou vlnu a upravu
faze zpisobenou gaussovskymi vlastnostmi, ziskdme zékladni rovnici pro popis sférické

gaussovské viny:

x2+

. —] yz
U(x,y,z) = %elf(z)e lk( 2q4(2) ), (25)

kde %Z) je normaliza¢ni faktor paprsku. Pievedeme-li dale druhy exponencialni ¢len podle

rovnice (18) a uzijeme-li x2 + y? = p?, upravime:

o (PE\_ . p? 02
e ‘k(Zq(z))‘e ‘k(2R<z))e(w(z>) (26)
Protoze intenzita svazku je druhou mocninou absoutni hodnoty vilnové funkce a absolutni

hodnota z e'? je vzdy 1, obdrzime vztah pro intenzitu:

2p2

I =], |- .. [‘wzm kde I, = |U,y|? 27
(p,2) 0 e , € o = |Upl (27)

w(z)

Jak je vidét, se Sificim se svazkem dochazi pti fixaci p ke zvySovani w(z) a tedy ke snizovani
pocateCni hodnoty intenzity. Druhy (exponencidlni) ¢len soucinu zpasobuje pii konstantnim
w(z) gaussovské rozlozeni intenzity, podle ¢ehoz ziskal svazek své jméno. Polositka svazku

w(z)udava atlum intenzity o 1/e2.

2.7 Fyzikalni vyznam parametri svazku

1

2
Jak je uvedeno vySe (22), polositka svazku je dana w(z) = w, [1+ (Zi) ]2
R

Tento vztah se da prepsat do tvaru:
w@? _ 2
w2, Zg*

-1 (28)

Coz nam umoznuje chapat pribéh polositky w(z) jako pribéh hyperboly, vSimnéme si tohoto
chovani na obrazku 2. Diky tomuto zaveéru budeme nyni schopni pedpoveédét chovani svazku
pii postupu po optické ose.

Z rovnice (22) vidime, Ze se zvySujicim se z dochazi k pfiénému rozSifovani svazku,
coz zpusobuje snizeni amplitudy, ale gaussovské rozlozeni intenzity se zachovava. Polositka
paprsku wg je v pocatku nejmensi a do obou stran dochazi k rozsiteni svazku. Divergence
svazku je dana asymptotami hyperboly, tedy thlem, ktery sviraji ramena hyperboly s osou

z v nekoneénech (viz obrazek 2):
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N[

()

wol|1+|— ]

tanf = lim — &1 %o _ A (29)
Z—>+o0 z ZRr Wy

x2+y2 . . . . , vl 1r~ s

202 Z rovnice (14), jak vyzaduje podminka pro pfiblizeni

parabolickou vlnou v rovnici (12), je zfejmé, Ze v redlnych rezonatorech bude divergence

Abychom zachovali malé poméry

paprsku velmi mala, a proto vztah (29) piejde na:

95tan9=i (30)

W

2.8 Parametry nutné k iplnému popisu gaussovského svazku

Rovinnou vinu (8), pfi znalosti vinové délky, podle (Saleh a Teich 1991) zcela urcuje
komplexni amplituda a smér Siteni. U sférické viny (9) sta¢i znat amplitudu a stied. Pro
gaussovsky svazek je vSak k popisu nutné znat vice parametrd. Lze jej kompletné urcit
napiiklad ze znalosti komplexni amplitudy ve zdroji, sméru Sifeni, polohy stfedu a Rayleighovy
délky nebo stfedové Sitky svazku. Dal§i moznosti popisu pti znalosti sméru optické osy a
amplitudy je vyuziti komplexniho poloméru kiivosti q(z). Jde o komplexni parametr, jehoz

realnou Casti je piimo poloha na ose z a imagindrni ¢ast ptimo definuje Rayleighovu délku (21).

2.9 Transformace svazku

Pti prichodu ¢i odrazu od optickych prvki nedochazi ke zmén¢ charakteristiky svazku,
svazek zistava gaussovsky, méni se pouze jeho parametry. Pokud chceme generovany svazek
navazat do specifického rezonatoru, je potieba jej upravit tak, aby jeho vlastnosti ,,sedély* na
vlastnosti rezonatoru, do kterého svazek vstupuje. Pfi interakci svazku s prvkem dojde ke zméné
faze. Pro naSe ucely lze fici, Ze pti prichodu ¢ockou nebo odrazu od zrcadla dochazi k upraveé

parabolické slozky faze. Vyuzijeme k tomu zobrazovaci rovnice pro tenké ¢ocky a zrcadla:

1
R R f )
A tedy u faze dojde ke zméné¢:
kp? kp? kp?
P =" _¢-2& (32)

Je tak mozné vytvorit z divergentniho gaussovského svazku svazek konvergentni, jehoz
prenesena poloha sedla bude mit jasné¢ danou pozici (obrazek 3). Toho se da vyuzit pfi
navazovani gaussovského svazku do rezonatoru, protoze tam znalost polohy a velikosti sedla
vyzadujeme. Pro velikost sedla a vzdalenost stfedu transformovaného svazku od ¢ocky je pfi
znalosti jeho polositky w a poloméru kiivosti R v konkrétnim bod€ (napt. na cocce) mozné

pomoci (31) odvodit vztahy:

/ R’

ST,

(33)
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wy' = —— (34)
1+(%)2
Pokud ted’ vyuzijeme vztahll (22) a (23), které¢ dosadime do rovnic (31) a (33), obdrzime
zavislost parametri svazku na parametrech optického prvku, konkrétn€ jeho pricném zvétSeni
V= # (u zrcadla plati f = R/2), kde f je ohniskova vzdalenost. Sedlo nové vzniklého svazku
se oproti predchazejicimu Vkrat rozsifi, s tim souvisi snizeni divergence svazku Vkrat podle
(30) a zvyseni ohniskové hloubky V 2krat podle (21).

Z Z

<€ <€ >
-—_______h___q_h _ﬂ___ﬂ_ﬂ____ﬁa— Y /'/“'
T —
R R
1 2] g

Wo

. Il
Wa
_’—'_'_._\_\_‘\‘-\-H-\-.
___d___ﬂ———d———_—'—_——————— / I

i

OBRAZEK 3: TRANSFORMACE SVAZKU POMOCI TENKE €OCKY. COEKA MUST BYT VETSH, NEZ PROREZ SVAZKU V MISTE
DOPADU.

2.10 Hermitovské-gaussovské svazky

Gaussovsky svazek je jednim ze zakladnich feSeni paraxialni Helmholtzovy rovnice.
Lze vSak uvazovat i o dalSich feSenich, ktera budou spliovat stejné fazové podminky, avSak
rozlozeni jejich intenzity, které na fazi nezavisi, bude modifikovano vhodnymi funkcemi
zavislymi na prostorovych soufadnicich tak, aby vysledny piedpis svazku i nadale splnoval

Helmholtzovu rovnici.

Une = £ (%) g (%) e % - g, (35)

w w

kde Uy_; je hermitovsky-gaussovsky svazek, U; je gaussovsky svazek, f, g jsou normované
funkce modulujici rozloZeni intenzity ve smerech x, y a ¢ je pomalu proménnou funkci z. Faze
viny tak ma shodny prubéh s parabolickou vinou a mtze tak byt fokusovana pomoci tenké
¢ocky, stejné jako parabolickd vina.

Jak ukazuje (Jones 2008), je pro funkce f, g mozné odvodit vztahy:
f (f) =H, (\/fﬁ), g (f) =H, (\/E%) a ¢(z)=-(m+m)arctg (i), (36)

w w w
kde H; je tzv. Hermitiiv polynom itého fadu definovany rekurentné jako:
Hyo(w) = 2uHyy (W) —2LH(w), Ho(w)=1 a Hi(u)=2u (37)
Nyni mtzeme napsat kompletni ptedpis pro hermitovské-gaussovské svazky, které tvoii

kompletni systém feSeni paraxialni Helmholtzovy rovnice:

g = gy (\/Ei) , (V2 g) exp [i ((n +m+1)¢(2) — k (ﬁ))l (38)

HG w(z)

Pokud m = n = 0, obdrzime podle o¢ekavani predpis gaussovského svazku.
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2.11 Laguerrovské-gaussovské svazky

Obdobn¢ jako pro hermitovské-gaussovské svazky lze paraxialni Helmholtzovu rovnici
fesit i v polarich soufadnicich napt. podle (Tovar 1998), a gaussovska parabolicka vina je zde
pak modulovana Laguerrovymi polynomy a ma tvar:

72

unt = % (ch))n L (szr;)) exp [ikz ol i(n+2m + 1)((z)], (39)

kde ¢ = arctg (J;/) a L} (1) jsou Laguerrovy polynomy definované nasledovné:

eTr—1m dm(e —rrn+m)

m! drm

Ln(r) =

Hermitovské-gaussovské a laguerrovské-gaussovské svazky tvoii dva uplné systémy

(40)

feSeni paraxialni Helmholtzovy rovnice. Jelikoz jde v obou piipadech o $ifeni parabolické viny,
lze opravnéné piedpokladat, Ze tato feSeni budou stabilnimi mddy optického rezondtoru (viz

kapitola 2).

2.12 Matice prenosu paprsku

Nyni se budeme zabyvat propagaci paprsku skrze optické prvky. Bude tfeba urcit vliv
jednotlivych prvkil na vstupujici paprsek, urcit jak se bude paprsek po prichodu chovat a jak se
zméni jeho vlastnosti. Podle (Hodgson a Weber 2005) je pro propagaci paraxialniho paprsku
mozné vytvorit sestavu tzv. ABCD matic, které jednotlive reprezentuji at” uz sdm opticky prvek,
nebo i prostor, kterym se svétlo propaguje. Pfendsobenim vektoru témito maticemi ziskavame
vektor popisujici vystupni paprsek.

Budeme predpokladat paprsek, ktery se propaguje v roviné yz, kde z je opticka osa.
V této roviné je pak vstupni paprsek charakterizovan svoji polohou y = h; (odpovida
vzdalenosti p od osy) pti z = 0 a sklonem 8 mezi paprskem a optickou osou. Pro zjednoduseni
popisu, jak je bézné u paraxialniho paprsku, zavedeme sinf = tgd = 6. Protoze je paprsek
v této roving linearni funkci, 1ze predpokladat, Ze poloha a sklon paprsku v kazdém dal§im bod¢
budou ur¢eny pomoci soustavy linearnich rovnic:

hy=A-h;+B-6, (41)

6,=C-hy+D-06, (42)
Odtud pomoci maticového opisu obdrzime matici pienosu ABCD:

(6)-C D)s) (4)
A a Djsou podle ocekavani bez dimenze, zatimco B ma rozmér délky a C je prevraceny rozmer
délky, tedy ,,na metr”. Nyni budou prvky ABCD matice reprezentujici zménu polohy respektive
uhlu paprsku odvozeny pro vyznamné optické prvky:

e Propagace volnym prostorem — Po projiti vzdalenosti d plati pro thel 8, = 8; =

C=0D=1
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A pro vzdalenost h, = h; +tg6;d =h, +60;,d =>A=1;B=d

" . (A BY_(1 d
Obdrzime tak matici pfenosu: ( c D) = ( 0 1) (44)
e Rozhrani dvou prostiredi — Vzdalenost se neméni h, =h; == A=1;,B=0
Uhel se méni podle Snellova zakona: sin 8, = sin 6, - % =0, % =C=0;D = %
2 2 2
1 0
o . . (A B\ _
Obdrzime matici pfenosu: ( c D) = (0 Z_:) (45)
e Propagace uvniti média — Po projiti vzdalenostid -8, =6, = C=0;D =1
h, =hy + Z—ltgel d=h+ ngd (ptechod z a do vzduchu) = A = 1;B = %
2
d
o L (A B\ _ (1 =
Obdrzime matici pfenosu: ( c D) = <0 711> (46)
e Tenka ¢ocka s ohniskovou vzdalenosti f — Vzdalenost se neméni
hy=h;=A=1,B=0
Dochazi k zakfiveni — naptf. vodorovny paprsek se lame do ohniska — 8, =
—h -_1.p=
91+arctgf = f,D 1
1 0
o . (A B\ _
Obdrzime matici pfenosu: ( c D) = <_% 1> (47)
e Zrcadlo s polomérem k¥ivosti R = 2f — Obdobné jako u tenké ¢ocky
hy=h;=A=1,B=0
0, = t91+a1rctg_£,l1 =C( = —%;D =1
2
.. L A By _ (1 0
Obdrzime matici pfenosu: (C D) = <_% 1> (48)

Nyni mizeme ptredpokladat, Ze vstupujici paprsek dany parametry vzdalenosti od osy a
uhlu odklonu je pti prichodu danym libovolnym optickym prvkem vyse ovlivnén matici M, tak,
. . . . h
jak to popisuji ABCD matice pfislusné prvku. Dojde tedy k piendsobeni vektoru paprsku ( 91)

1
matici M, pfiCemz se paprsek nadale $ifi smérem k dalSim optickym prvkim s maticemi
pfenosu M,, M,, atd. Soustavu téchto optickych prvki pak reprezentuje sestava matic, piicemz
vektor musi byt nasoben vzdy matici nasledujiciho optického prvku, tedy matice jsou fazeny

odzadu nasledovné:

MS:Mn‘...'Mz'Ml, (49)
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kde M je matice pfenosu celého systému. Pfi tomto piiblizeni jsme vychazeli z Sifeni
paraxialniho paprsku, nyni bude naSim cilem zjistit chovani vinéni vychézejiciho ze zdroje pfi

prichodu podobnymi prvky.

2.13 Matice prenosu vinéni (Zakon ABCD)

Pro vlnoplochy se zdrojem v S; a polomérem kiivosti R; prochazejici optickou
soustavou a vystupujici smérem k bodu S, spolomérem kiivosti R, plati v paraxidlnim

ptiblizeni pro kazdé konkrétni vstupni a vystupni misto vlnoplochy optického systému:

h
h1=R1-913R2=9—2 (50)
Y
h
Ry hy : R,
g, 6,
54 M S

e ./

OBRAZEK 4: VVYVOJ SFERICKE VLNY S POLOMEREM R; PRI PRUCHODU OPTICKOU SESTAVOU. VYSTUPUJICI VLNA MA POLOMER
KRIVOSTI R,.

Upvnitt optické soustavy se paprsek z hy do h, vyviji podle zndmé matice pfenosu M. Do vztahu
proto R, dosadimez h, =A-h;+B-0; a 6,=C-h;+D-0;:

_ Ahy+B-6; _ AR;y-6,+B-0; _ AR +B
" Ch,+D-B; CRy6,4D-6; C-Ry+D

R, (51)

Tento vztah je mozné pouzit i pro vinéni s komplexnim polomérem kiivosti, tedy je diky nému
mozné urcit 1 chovani Gaussovského svazku pti pruchodu optickou soustavou, pouze je nutné
nahradit realny stied kiivosti R za komplexni stied kfivosti g, ktery urCuje vlastnosti svazku.
Chovani hermitovskych-gaussovskych svazkii pifi prichodu optickymi prvky je, jak uz bylo
feceno, shodné s chovanim gaussovskych svazki, proto se i tyto svazky budou fidit maticemi

prenosu vyse.

2.14 Besselovsky svazek

Tento svazek je ve své podstaté interferen¢nim polem. Jak popisuje (Recami et al. 2014)
jde o nedifraktujici svazek o nekone¢né energii. K jeho generovani dochazi tak, ze rovinna
vilnoplocha je podéIn¢ fazové postupné zpozd'ovana, coz ve své podstaté vede ke zméné sméru
Sifeni paprsku a k prekryvu téchto nové vzniklych vinoploch. Tyto vinoplochy interferuji za
vzniku tzv. Besselova pole. Projevy tohoto pole ov§em s kone¢nym mnoZstvim energie miizeme

pozorovat i u béznych optickych prvki, naptiklad ve formée astigmatismu tlustych cocek.
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Viny prostupujici besselovskym polem vyhovuji Helmholtzové paraxialni rovnici a maji
predpis:

U(r) = ApJm(krp) - €2+, (52)
kde J,,, je Besselova funkce prvniho druhu m-tého tadu, 4,, je jeji amplituda a a je vrcholovy
uhel svazku.

Posunu faze mize byt docileno hned nékolika zplisoby. Tim nejbéznéjSim je pouziti
takzvaného axiconu (zobrazen na obrazku 5), coz je vlastné cocka kuzelovitého tvaru se Spickou
o velkém indexu lomu. Paprsky, jez do axiconu vstupuji nejdale od optické osy, kterd prochézi
$pickou axiconu, z n¢j vystoupi nejdiive, a protoze index lomu vzduchu je nizsi nez index lomu
¢ocky, dojde podle Snellova zakona k zalomeni vinoplochy pod tthlem a, pod kterym se budou
postupné vyvazovat i dalsi ¢asti vinoplochy. Uhel a je definovany geometricky a vychazi ze
zpozd’'ovani viny axiconem. Chceme-li urcit dosah besselovského pole, musime pak uvazovat,
jak dlouho se budou vinoplochy o poloméru p vychylené o thel a protinat. Délka tohoto pole je

pti vstupu paprsku rovnobézného s optickou osou odvozena v praktické Casti:

_ _ P
- (Tl—l))/’ (53)

kde y je thel axiconu.
Rozlozeni intenzity po celé délce Besselova pole je konstantni a je zobrazeno na

obrazku 5, na kterém je také vidét, jak ke tvorbé tohoto pole dochazi a vidét je také jeho délka.

axicon ‘ Yol

Bessel beam intensity

v
5 wavefront /

% /x \&
Bessel beam
/ L

OBRAZEK 5: SCHEMA BESSELOVSKEHO POLE S DELKOU L A VRCHOLOVYM UHLEM @ (WU ET AL. 2014)

N
\
(

Protoze pii vytvareni besselovského svazku uvazujeme o rovinnych vinach, které vSak
nesou nekonecnou energii a nejsou pro nds k dispozici, budeme pro naSe ucely pracovat
s besselovskymi-gaussovskymi svazky, které maji obdobny tvar i rozloZeni intenzity, avSak

jejich faze se odlisuje od pravého besselovského svazku.
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3  Rezonator

Opticky rezonator je soustava optickych prvkl, ktera predstavuje jakousi analogii
elektrického rezonan¢niho obvodu se zpétnou vazbou v oblasti optiky. Svétlo uvniti systému
bud'to cirkuluje, nebo zde vytvaii stojatou vinu mezi ne€kolika (minimélné dvéma) odrazivymi
prvky. Aby nedoslo k destruktivni interferenci, je zapotiebi, aby byla splnéna fazova podminka
rezonatoru. V piipad¢ destruktivni interference dochazi k odrazu intenzity pole jiz na prvnim
zrcadle a uvniti rezonatoru je intenzita nulova.

Vyuziti pasivnich rezonatorti jsou riznorodd. Da se diky nim urcovat kvalita laseru
nebo napiiklad filtrovat nezadouci vinové délky. Nastaveni rezonatoru ovliviiuje, jaké se v ném
ustali elektromagnetické pole. Pfi znalosti typu viny, ktera do rezonatoru vstupuje, mizeme
rezonator zamérné konfigurovat tak, aby byl udrzovan pravé nami pozadovany typ pole. Pti
vlozeni aktivniho prostiedi do rezonatoru dochazi ke generovani laserového zafeni

preduréeného pravé parametry rezonatoru a vinovou délkou emitovanych fotont.

3.1 Fazova podminka

Jelikoz vstupujici vina svétla pfi prichodu rezonatorem meéni svoji fazi, je zapotiebi,
aby po absolvovani jednoho ob&hu rezonatorem byla tato faze totozna s vychozi vinou. Pokud
toto nenastane, dojde k destruktivni interferenci vSech vin, které rezonatorem takto obihaji.

Vlny, které tuto podminku spliuji, nazyvame mody rezonatoru.

3.2 Podélné mody rezonatoru

Jak je uvedeno ve (3), vinova funkce spliujici vinovou rovnici ma piedpis:
u(r,t) = Re{U(r) . eizm’t}, (54)
kdev = % je frekvence monochromatického zateni.

Mody rezonatoru pak rozumime vlastni funkce Helmholtzovy rovnice, které vyhovuji
okrajovym podminkam danym rezondtorem. Tyto podminky vyzaduji, aby byl priabeh
amplitudy na povrchu zrcadel vzdalenych od sebe d nulovy, tedy pro z = 0 a z = d plati:

u(r) =0=A-sin(k - 2), (55)
kde A je konstantni amplituda a k je rezonatorem vybrané vztahem, ktery urcuje pocet vinovych

délek g, které se vejdou do rezonarotu pii jednom ob&hu, pfi¢emz plati:

%:q = k2d=4:—d=2nq (56)
Odtud mzeme vyjadfit k:
kg = % (57)
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TakZze aby se vlna udrZela uvnitt rezonatoru, musi jeji piedpis spliiovat U(r) = A, - sin(k42).
Protoze kg =0a sin(k_qz) = —sin(k4z), coz odpovida vIn¢ propagujici se v opatném sméru,
mize q nabyvat hodnot {1,2,3,...}. q je zde nazyvano moédovym cCislem.

Vinéni uvnitt rezondtoru je pak superpozici moda o piislusnych mddovych cislech.

Diky vztahu mezi vinovym ¢islem a frekvenci:

21 21V

k = — = —
a - (58)
Obdrzime vztah pro rezonan¢ni frekvence rezonatoru:
qT ZTI'Uq q-c
_— = = vV, = —
d c 9  2d (59)

Frekvencni vzdéalenost dvou moda (FSR) je potom:

c

2d (60)

Vf =Ug — Vg1 =
Z podminek vyse je ziejmé, ze pokud g urCuje celoiselny pocet vinovych délek, které se
vejdou do rezonatoru, bude se po jednom ob&hnuti rezonatorem (4z = 2d) faze viny shodovat
s fazi ptivodni:

U(r) =A-sin ((p(r) +7;—q-2d) =A-sin((p(r)) (61)
Z této rovnice je patrné, ze pokud chceme, aby nastala konstruktivni interference, je nutné, aby

se po ob¢hu faze posunula o Ag, které je celo¢iselnym nasobkem 2m:

A(pz%q-2d=q2n=2kd (62)
3.3 Ovéreni fazové podminky

Zavedeme-li koeficienty tq,7y,t,, 1, jako koeficienty transmisivity resp. reflexivity
elektromagnetického pole prvniho resp. druhého zrcadla, obdrzime podle (McLeod,
nedatovano) pro pruchod prvnim zrcadlem a po n obézich rezonatorem vztah pro pole nové
vzniklého svazku z ptivodniho vstupujiciho svazku U, uvniti rezonatoru:

Uyn = t1 (1) Upe 4 (63)
Protoze do rezonatoru neustile vstupuje svétlo, které interferuje s polem uvnitt, je celkova

velikost pole uvniti rezonatoru souctem pitispevka vSech poli, ktera spolu interferu;ji:

o ; U

Uy = tUq Xpeo(ryr) e 2 = W (64)
Intenzita uvniti rezonatoru pak je podle (5):

_ 2| — Ty

b = lUu l |1—\/mei(2kd+<po)|2 lo, (65)
kde ¢, je posun faze vyvolany zrcadly, R = |r|? aT = |¢t|?
Vystupni pole a jeho intenzita se spocitaji snadno z (65):

t.t eikd
Uy = 15emma Us (66)
T,
I, = 12 I
P 1 fRiRyeikd+oo)” ° (67)
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Pole odrazené rezonatorem zpét ma 2 ptispévky — jeden pii odrazu od prvniho zrcadla jiz pti

vstupu a druhy vychazejici ze vztahu (64):

_ T2T18i2kd
Ur = [rl + 1_r1rzei2kd] 0 (68)
A prislusna intenzita:
_ T1\ o pspi(2kd+po) |2
1+({ 1+ Rlee 0
I = | ( Rl) | Ryl (69)

|1_mei(2kd+(p0)|2

Pfi rezonanci, jak bylo zminéno v Givodu kapitoly o rezonatorech, je splnéna fazova
podminka (56) 2kd + ¢, = 2qm, q € N, a proto se jmenovatelé u intenzit v (65) a (67)
ptiblizuji nule a vnitini a prosla intenzita velmi rychle roste, zatimco odraZena intenzita (69)

muze byt velmi mala.

3.4 Ztraty uvniti rezonatoru

Pokud budeme uvazovat, ze uvniti rezonatoru dochazi pti obéhu ke ztratdm ve velikosti
amplitudy a k posunu faze na zrcadlech, miizeme uvazovat, Ze dvé po sobé jsouci amplitudy
stejné viny ve stejném mist¢ jsou k sobé vztazeny nasledovneé:

Un)=Un+1)-q kde q=r-e ', (70)

kdy r je zde soucin reflexivit obou zrcadel. Vysledna amplituda pak bude superpozici vSech vin:

U=U0-(1+q+q2+q3+q4+---)=lli—°q (71)
Ze vztahu pro intenzitu (5) vime, Ze:
I'= lel - |1—:];—i¢|2 - |1-7(cos( IO—' [ . 12_ ; 2= 2_10 ==
@)-isin(e))| (1-7 cos(9))2—(rsin(e)) 1+r2-2rcos(¢)
Tt = e = el = ity (72)
(1-m)2+2r(1-cos(p))  (1-1)2+4rsin2(p)) (1—T)2(1+4r(sll:)(2?)) 14452 .sz(g))

kde I, je intenzita superpozice vSech vin ve fazi a § = nl*—f je jemnost rezonatoru, jak ji

zavadi (Rosenfeld 2003), ktera dava do souvislosti Sifku pasu intenzity v polovin€é maxima

(FWHM) a periodu faze 2m:

§=1 (73)
Je patmné, Ze pro ¢ = q2m bude I = I,,,,, zatimco piesné mezi témito hodnotami bude
minimalni hodnota I = %Zg)z

Pokud vyjdeme ze vztahu:

vxd

¢ =2kd = 4m -5 = 4m - (74)

c
Vidime, ze faze je linearné¢ imérna frekvenci, mizeme tedy uréit pomér frekvenéni vzdalenosti
dvou mo6da vztazené na v, coz je frekvencni Sitka pasu v poloviné maxima (FWHM) téchto

modu:
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v _ e 2 1 . _Vf v
o = m = 61)—% =5 = =5 (75)
3.5 Modova hustota

vy nam udava interval frekvence mezi jednotlivymi médy, hustota moda vztazena na
jednotkovy interval frekvence a jednu ze dvou ortogonalnich polarizaci je pak pifevracena

hodnota:
1 _z2 (76)

Jak je videt, zavisi tato hustota pouze na délce rezonatoru. Pii zdvojnasobeni délky
rezonatoru by se mél dvojnasobné zvysit pocet modu, které jsou v rezonatoru stabilni. U kazdé

frekvence nachézejici se uprostied mezi jiz stabilnimi médovymi frekvencemi pavodniho
. 1 PR ., .o . I y
rezonatoru v = vy (q +5) dochazi pti zdvojnasobeni délky rezonatoru ke stabilizaci, coz

potvrzuje spravnost vztahu (76).
Vztdhneme-li tuto hustotu na jednotku délky rezonatoru a zapocitame-li obé polarizace, je pak

hustota rovna:

M@)=2 (77)

c

, sy . 4 1 /10
Toto nam udava, ze v intervalu Av nalezneme - Av podélnych modu.

3.6 Pii¢né mody rezonatoru

Pokud budeme uvazovat, ze je rezonator tvoren kvadrem, se stranami a, b, d, pak se
bude fazova podminka moci vyjadfit podobné jako v jednorozmérném ptipadé. Bude zde platit,

ze vlnové Cislo

ko= k2 + 12+ K2 (78)

bude splnovat fazovou podminku (57) a po nékolika pruletech rezonatorem zacne svétlo
kopirovat svou vychozi drahu, jako na obrazku 6.

Z fazové podminky (57) obdrzime vztah pro frekvenci:

1
c [rm2 2 (a\2]2
vna =5 |(2) +G) + ()] (79)
kde m,n a q jsou cela kladna ¢isla a a, b, d jsou rozméry tfirozmérného rezonatoru. V pfipade,
ze a = b obdrzime:
24m2 g2.1
) (80)

A po Taylorové rozvoji, kdy a = b < d:

_ ac
Unmng = ﬁ(l az

cd
4qa?

~ 4¢
Umng =52+ (m? +n?) -

(81)
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OBRAZEK 6: DVOUROZMERNY REZONATORS m = 3,q = 1

V tomto vztahu se opét nachazi ¢len podélného mddu (prvni ¢len souctu), ale také slozka
oduvodiujici vznik pficnych modu, které mohou byt pro urcitd uspotadani rezonatoru také
stabilni. Tyto dalsi mddy lze pozorovat prave v pripadeé, kdy obé¢hly paprsek koinciduje
s paprskem vstupujicim az pii nckolikdtém obé&hu rezonatorem, pficemz az poté dojde
k ptfesnému kopirovani drahy paprsku, vyslednd intenzita je pak rozlozena stfedové symetricky
podél optické osy za souCasné¢ho vzniku tzv. hermitovskych-gaussovskych a laguerrovskych-
gaussovskych modu (viz kapitoly 2.7 a 2.8).

Protoze je intenzita kolem osy vice rozlozena, nez je tomu u intenzity Ccisté
Gaussovského svazku, dochéazi za béznych okolnosti z divodu velkych ztrat zptisobenych
silngjsi difrakci k potlaceni vys$§iho modu, ¢imz je mozno stabilizovat vzdy ten nejzakladng&jsi
mozny mod. Ptiklady stabilizovanych moédu jsou na obrazku 7. Pro frekvencni vzdalenost dvou
vys$Sich transverzalnich moda s fixovanym n a q Ize obdobné jako pro podélny rezonator
odvodit vztah:

_ (m+1)2+4n?)-cd—(m?+n?)-cd _ (2m+1)cd

2
Um 4qa? 4qa? (82)
3.7 Rozlozeni moda
Vooq Voog+1
Vo1g = Viog Vo1g+1 = Viog+1
Vi1g Vi1g+1
U‘m,
< - >
Ve =—
f=2d

OBRAZEK 7: ROzZLOZENi MODU VE FREKVENCNI CHARAKTERISTICE REZONATORU
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3.8 Rezonator se sférickymi zrcadly

Doposud jsme uvazovali rezonatory srovinnymi zrcadly. Rezonator s timto
usporadanim je vsSak vysoce citlivy na geometrické nastaveni. Zrcadla museji byt dokonale
rovnobézna, jinak dojde po né€kolika odrazech k tomu, Ze svazek rezonator opusti, nehled¢ na
vliv difrakce. Rezonatory s kulovymi zrcadly nabizeji stabilnéjsi konfigurace a je snazsi docilit
toho, aby svételny paprsek zlstal uvnité rezonatoru, nastaveni neni tolik citlivé na pfesnost.
Stiedy kiivosti zrcadel vzdalenych od sebe d s poloméry kiivosti Ry a R, lezi na optické ose.

Systém je podél této osy rotacné symetricky.

3.9 Stabilizace paprsku v rezonatoru

Rezonator je mozné popsat pomoci periodicky se opakujici soustavy optickych prvki,
protoZze po absolvovani jednoho obéhu jsou paprsky nuceny projit vzdy znovu stejnou cestu.
Tato soustava ma také svou pfenosovou matici. Jak je uvedeno v (36) a (37), mizeme m-ty
priabéh systémem popsat jako:

hpy1=4A-h, +B-0, (83)

Omi1=C-hyp+D- -0, (84)

Pfenosova matice, ktera popisuje jeden obéh rezonatorem, je:

da da

@ o-( e 9l e 9-[L7. (1_;1)((2‘?) e

R R» ——_ = -2
! : i f Af f1 fa

kde 1., 3. matice soucinu piedstavuji odraz od zrcadel a 2., 4. matice ptredstavuji Sifeni svétla
vakuem.

Z rovnice pro polohu (83) je mozné vyjadrit thlovou slozku:

_ hmy1—Ahnm _ hmy2—Ahmia
O =it g s (86)

Jejimz zasazenim do rovnice pro thel (84):

hm+2_;‘hm+1 =C-hy,+D- hm+1;4'hm (87)

Ziskame rekurentni vztah popisujici polohu paprsku:

Pokud piedpokladame feSeni ve tvaru h,,, = hy - ¢™, obdrzime dosazenim do rovnice vyse
c?=2bc+F% =0, (89)

kde jsme zavedli F2 = AD — BC = det[M] ab = A+TD.

Pokud feSime rovnici jako kvadratickou funkci ¢, obdrzime vysledek:
1
c=b+i(F?-b?): (90)
1
Miuizeme dale zavést cos@ = g , takze b=F -cosgp a (F?—b?)z=F -sing . Odtud

vyjadiime ¢ = F - cos ¢ * iF - sin ¢, coz vede k rovnici pro hyy,:
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h,, = hy - F™ - etime (91)
A pro realnou ¢ast funkce h,,, plati:

Re{h,,} = hg - F™ - cos(me) (92)
Pokud bereme v potaz, ze F? = det[M], kde M je matice prenosu, neni t&zké uréit, Zze tento

. . . . . v n . . v ,
determinant je pro libovolnou matici pfenosu roven n—l, kde n; je index lomu prostredi, ze
2

kterého paprsek vstupuje, a n, je index lomu prostiedi, do kterého paprsek vystupuje. V naSem
ptipad¢ paprsek vstupuje, jakozto i vystupuje do vzduchu, tedy plati F = \/F[M] =1 (Ize
overit napt 1 na vztahu (71)). Vysledna rovnice pro polohu paprsku v rezonatoru tedy je:

hy = hg - cos(me), (93)
kde ¢ = arccosg = arccos %.

Protoze je rovnice pro polohu paprsku redlna, je-li rezonator stabilni, je urcujici

podminkou stability rezonatoru realnost thlu ¢, coz nam dava podminku pro b:
A+D
2

|b|=| |s1 (94)

Pokud tato podminka neni splnéna, je feSenim hyperbolicka funkce, ktera vzdy roste nade
vSechny meze, ¢imz rezonator destabilizuje.
Perioda obéhu s je zavedena jako pocet ob&hl rezonatorem, ktery zpasobi, Ze paprsek zacne
kopirovat svoji ptivodni drahu:

Rmss = ho - sin[(m + s)@] = hy - sin(imgp) (95)
Aby toto platilo, musi byt splnéno s - ¢ = q - 2m

3.10 Podminka stability rezonatoru

Pokud vyjdeme ze vztahu (85) a budeme zkoumat splnéni podminky stanovené v (94),

obdrzime podminku stability linearniho rezonatoru:

0<22=(1-2)(1-2) <1 (96)

Ry 2

. Xy X : . . d .
Ktera se bézné interpretuje pomoci g; = (1 — R—) tak, ze:
i

0< g19.=1 (97)
Nyni mzeme stabilitu vynést graficky, znazornéni je pak na obrazku 8.
N
‘g2 ;II
1
= 1 gl/

OBRAZEK 8: GRAF ZNAZORNUJICI OBLAST STABILITY REZONATORU PODLE VZTAHU (97)
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3.11 Nalezeni gaussovského mdédu rezonatoru

Aby se gaussovsky svazek po odrazu od sférického zrcadla §ifil se stejnym prostorovym
rozlozenim jako svazek dopadajici, musi byt jeho polomér ktivosti pti odrazu stejny, jako je
polomér kitivosti zrcadla. Jestlize jsou dvé zrcadla vzdalena o d ve sméru optické osy a polomer
ktivosti svazku se na téze vzdalenosti zméni tak, ze svazek po odrazu na zrcadle kopiruje svou
vlastni drahu, bude tento svazek stabilni. Uvnitf rezonatoru tak bude existovat stabilni svazek,
ktery spliiuje Helmholtzovu rovnici a okrajové podminky dané zrcadly (59). V ptipade, Ze je
toto vSe splnéno, hovoiime o gaussovském svazku jako o modu sférického rezonatoru. Opticka
osa je v tomto pfipadé€ urcena stfedy zrcadel. Sedlo svazku, jehoz parametry chceme urcit, lezi
v z = 0. Prvni zrcadlo je umisténo v misté z; a druhé v z, = z; + d.

Nyni polohu sedla uréime tak, ze ztotoznime poloméry ki¥ivosti zrcadel Ry, R,

Zk
-

s poloméry kiivosti svazku vyjadieného v (23) jako R(z) = z +

Zj Zk

Zq Zy
S vyuzitim vztahu (98) a znalosti vztahu mezi z, a z; jsme schopni nalézt pozice z;, z, a
Rayleighovu délku Z,.:

__ —d(Ry+d) __ d(Rq+d)
T Ry+R,+2d’ 2 7 Ry+Ry+2d

2 _ wgm? _ = d(Ry+d)(Rp+d)(Ry+Rp+d)
ZR="p = (Ry+Rp+2d)? (99)

Z

Polositky svazku v misté zrcadel pak podle (22) jsou:

1

\272
wi=w0[1+(zz—;) ]2, kdei =12 (100)

3.12 Déleni rezonatoru

3.12.1 Podle tvaru kavity

e Linearni rezonator — Svételné vInéni je nuceno pohybovat se po stejné draze obéma
sméry, takze vznikd stojaté vinéni. Pokud rezonator obsahuje dalsi optické prvky, je

zajimavé pozorovat chovani paprsku pii prichodu skrze prvek obéma sméry.

e Cirkularni rezonator — Svétlo se pohybuje po uzaviené smycce pouze v jednom sméru,
pficemz muze v konkrétnich bodech dochazet ke kiizeni paprskd. Protoze kvanta svétla
fotony maji celocCiselny spin, jde o bosony. Bosony jako takové se mohou vyskytovat
vSechny ve stejném stavu a pfitom se navzajem neovliviiovat, proto pii kiizeni paprski
nedochazi k jejich vzajemnému ovlivnéni. U cirkularniho rezonatoru nedochazi k vraceni

svétla zpét ke zdroji.
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3.12.2 Podle zdroje rezonujiciho zareni

Pasivni rezonator — Tento rezonator vyzaduje vnéj$i zdroj zéfeni. To je pak pomoci
optickych prvkii nasmérovano na vstupni zrcadlo rezonatoru, pfi¢emz uvniti rezonatoru
dochazi k superpozici vstupni viny se vSemi vlnami, které se v rezonatoru pohybuji a

které vznikly jiz n€kolikanasobnym odrazem piivodni viny od zrcadel rezonatoru.

Aktivni rezonator — Slouzi jako zdroj monochromatického zateni, kdy dochazi k zesileni
konkrétniho médu pfi prichodu aktivnim prostfedim, které je buzeno. Diky tomu mize
dochazet ke stimulované emisi, coz ma za nésledek pravé zvyseni amplitudy paprsku.
Rezonator mé ¢asteéné propustné vystupni zrcadlo, kterym miize unikat paprsek svétla o

danych vlastnostech, které jsou definovany rozmeéry rezonétoru

3.12.3 Podle tvaru a usporadani zrcadel

Planarni rezonator — Tento typ ma obé zrcadla rovinnd, takze Ry = R, = oo a v grafu
stability na obrazku 8 jsou jeho soufadnice [1; 1]. Takovyto rezonator je na samé hrané
stability a na konfiguraci zrcadel je extrémé citlivy, proto se pro navazovani svazku prili§

nehodi

Konfokalni rezonator — Tento typ ma ob¢ zrcadla sférickd, kdy Ry = R, = —d. Ohnisko
zrcadla lezi vzdy na druhém zrcadle. Toto nastaveni je v grafu stability reprezentovano
soufadnicemi [0;0]. Da se predpokladat, Ze navazovani svazku do takovéto sestavy je
velmi vyhodné, rezonanéni mody se velmi rychle stabilizuji a navic je velmi snizena

citlivost na konfiguraci zrcadel. Sedlo rezonatoru lezi uprostfed kavity.

Koncentricky — Tento typ je na opacném spektru stability, nez planarni rezonator. Ob¢
. e d . . . y
zrcadla maji poloméry kfivosti Ry = Ry = — 5> COZ ma za nasledek, ze zrcadla odrazeji

paprsky skrze spolecné ohnisko a pii nepifesném nastaveni dojde k opusténi rezonatoru

paprskem. V grafu stability jsou soufadnice tohoto nastaveni [-1;-1].

Konfokalné planarni rezonator — U predchozich tfi typt rezonatoru byl uvazovan
symetricky pifipad, kdy ob¢ zrcadla jsou shodnda a zaménitelna, a proto body
reprezentujici jejich sestavu v grafu stability lezi na ose grafu také vyznacené na obrazku
8. Vtomto poslednim piipad€¢ jsou poloméry zrcadel R = o0 a R, = —d . Ohnisko
sférického zrcadla tak lezi na planarnim zrcadle, které svazek posila zpét presné po
shodné draze. Sedlo pro tuto konfiguraci lezi na planarnim zrcadle. V grafu stability je

tato konfigurace reprezentovana souradnicemi [1;0].
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4  Navazovdni zdkladniho gaussovského mdédu 00

Prakticka cast bakalaifské prace se sklada ze dvou hlavnich témat. Postupné bude
rozebrano navazani zakladniho moédu gaussovského svazku, bude popsan zptsob, jakym
k navazani doslo, podminky, které vedou k tvorbée vyssich, nezédkladnich transverzalnich moda a
budou uvedeny parametry, které jsme byli schopni méfenim urcit. V dalsi sekci se pak budeme
zabyvat pokusy o navazani besselovského-gaussovského nedifraktujiciho svazku, pii¢emz
budeme vychazet opét z parametri svazku a budeme se snazit navrhnout rezonator, ktery bude

schopen stabilizovat besselovsky svazek.

4.1 Sezndmeni se s rezonatorem

Pro navazani gaussovského svazku jsme volili jiz pfipraveny rezonator laseru, ze
kterého bylo vynato aktivni prostfedi. Jedna se o linearni pasivni rezonator s otevienou kavitou
ze slitiny invar, majici velmi nizkou teplotni roztaznost, kterou jsme odizolovali od vlivil
vzduchového proudéni piekrytim. Tento rezonator ma konkavni sférické vstupni zrcadlo o
poloméru kiivosti R; = 180 ¢m a cCastecné propustné konkavni sférické vystupni zrcadlo
s polomérem kiivosti R, = 100 cm, ktera jsou od sebe vzdalena o d = 13,3 cm. Podle vztahu
(96) jsou parametry stability g; = 0,867 a g, = 0,926, rezonator tedy bude v pasmu stability
obrazku 8. Vstupni zrcadlo je dale ovladané pomoci piezoelementu. Diky tomu je mozné
zrcadla nastavit do takové polohy, aby byla splnéna fazova podminka (56). Do rezonatoru
vstupuje laserovy svazek vinové délky A = 632,8 nm produkovany stabilizovanym HeNe
laserem od firmy SIOS typu SL 03

Nejprve jsme se seznamili s tim, jak se v rezonatoru paprsek chova, co jsou to mody
rezonatoru a jak tyto mody vypadaji na vystupnim zrcadle rezonatoru. Zkouseli jsme rezonator
umistovat do riznych vzdélenosti od laseru a jemné jsme jej nataceli, abychom vid¢li, jak se

zména mista pro vstup paprsku projevuje na rezonujicim modu.

4.2 Modové prizptisobovani

Dalsim krokem bylo sestavit méfici aparaturu tak, aby stiedy zrcadel rezonatoru lezely
na optické ose, po které se paprsek $ifi, a zdroven aby sedlo svazku sedélo na sedlo rezonatoru.
To je vysoce dilezité, protoze pii nesplnéni této podminky nesleduje svétlo piesné svou
optickou drahu, nekoinciduje se vstupnim paprskem pii kazdém ob&hu rezonatorem, energie
nerezonuje pouze v modu 00, ale hlavné ve vysSich transverzalnich modech, intenzita
zakladniho modu je nizka a rozsifuje se rozloZeni intenzity vystupniho svazku. Tato procedura
hledani shodnych modl rezonatoru a svazku se nazyva modové prizpisobovani.

Spravné zarovnani rezonatoru a vstupniho laserového svazku znamend, Ze vstupujici
svazek se ztotozni se zakladnim modem rezonatoru a neni tak vibec pfitomen zadny z vyssich

prostorovych méda. To znamena, Ze sedlo svazku bude mit stejnou pozici jako sedlo rezonatoru
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a komplexni polomér kiivosti svazku bude v misté dopadu shodny s polomérem kiivosti
zrcadel. Kazdé nastaveni rezondtoru ma svlij soubor modu, které vSechny tvoti kompletni set
modu, které mohou v rezonatoru existovat, popsanych v kapitolach 2.10 a 2.11. Tyto mody
fyzikalné popisuji distribuci elektrického pole, které se S§ifi rezondtorem, aniz by po i
nékolikanasobném ob¢hu doslo ke zméné tvaru pole.

Podle (Anderson 1984) vede uz pouhé malé odchyleni osy zrcadel od osy svazku na
vstupu do rezonatoru k projevu vySSich hermitovskych-gaussovskych moda, coz jsme také
pozorovali. Po zavedeni polarnich soufadnic ti sami autofi ukazuji, ze pfi nastaveni, ve kterém
neni pfesné shodné sedlo svazku se sedlem rezonatoru, sedlo svazku se naptiklad nachdzi mimo
oblast ohniskové hloubky nebo je jeho velikost znacné odlisna od velikosti sedla rezonatoru,

dochazi k tvorbé laguerrovskych-gaussovskych modiu. Lze také obdrzet kombinace téchto

modifikaci aplikovanim obou destabilizujicich postupi.

4.3 Provedend méreni

Poté, co jsme se seznamili s tim, jak rezonator funguje, jsme zacali s jeho zarovnavanim

a hledanim zakladniho gaussovského modu.

ktery cast intenzity vracejictho se resp.
vystupujiciho pole piedaval na fotodiodu znacky
Thorlabs typ PDA 36 A, ze které byl signal
pfenaSen na osciloskop zn. RIGOL model DS
1074 (obrazek 10 spodni signal). Pro méfeni
profilu paprsku jsme pouzili CCD kameru zn.
Edmund typ eol312M, ktera byla umisténa tésné
za vystupnim zrcadlem a délicem. K zarovnavani

paprsku tak, aby nedochazelo k tvorb& vy$Sich OBRrAzek 10: UDAJE Z 0SCILOSKOPU PRO SIGNAL
FOTODIODY (VZDY SPODNi UDAIJ) A PIEZOELEMENTU
(vZDY HORNI UDAJ)
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hermitovskych-gaussovskych médd, jsme pouzili dvé rovinna zrcadla od firmy Thorlabs, ktera
byla nastavitelna a bylo tak mozné meénit nejen sklon, ale i pozici paprsku vici optické ose v
rezonatoru.

Protoze jsme pii hledani zékladniho gaussovského modu jeste neznali poloméry kiivosti
zrcadel (zrcadla byla napevno ukotvena v rezonatoru a abychom dokéazali poloméry kiivosti
zméfit, museli jsme po ukonceni méfeni rezonator rozebrat), neznali jsme ani piesnou polohu
sedla rezonatoru. Sedlo jsme tak hledali pfi zarovnaném rezonatoru tak, ze jsme posouvali
¢ocku o dané ohniskové vzdalenosti f = 20 cm po optické ose a hledali jsme misto, kde byl
zdznam projevu gaussovského svazku co nejlepSi. Toto misto jsme urcili ve vzdalenosti
p = 25 cm od vstupniho zrcadla. VSechna méfeni tykajici se gaussovského svazku jsou pak
provedena s touto sestavou zachycenou na obrazku 9.

Pfi manipulaci s paprskem jsme na CCD kamete zaznamendavali tvary vystupnich modi
a hledali optimalni nastaveni pro existenci zakladniho gaussovského modu. Toto usporadani se
nazyva Fabryav-Perrotiv skenovaci interferometr a pfi idedlnim nastaveni, kdy je jemnost
rezonatoru vy$s$i nez jemnost dopujiciho laseru, je vhodné k urCovani spektralniho slozeni
laserti, protoze je stejn¢ jako v naSem pfipadé¢ mozné skenovat intenzity v zavislosti na délce
rezonatoru, a tim urcit kvalitu laserovani v zavislosti na vinové délce. Pokud by navic laser
nebyl konstruovdn na zakladni 00 mdd, pozorovali bychom vice pikli se stejnou, nejvyssi
hodnotou intenzity, jak je to popsano v kapitole 3.6, pfi¢emz nejlépe to demonstruje vztah (81).

Jakmile se nam podafilo optimalné nastavit rezonator tak, aby podporoval existenci
zakladniho gaussovského modu, bylo nutné zacit se zaobirat splnénim fazové podminky dané
rovnici (56). K tomu jsme vyuzili piezoelement pfipevnény na vstupni zrcadlo a to tak, Ze jsme
do négj periodicky poustéli pilovy signal (obr.11 horni signal), pfiCemz jsme pokracovali se
zaznamem vystupniho signalu pomoci CCD kamery. Hlavné jsme v§ak monitorovali vystupni
intenzitu pomoci fotodiody a osciloskopu, coz nam pomohlo nastaveni zrcadel jesté dale
optimalizovat tak, aby byly dosahované piky intenzit co nejvyssi. Jak jsme predpokladali, byly
tyto piky projevy zakladniho gaussovského modu rezonatoru patrné na obrazku 12 (métitko osy
X je v porovnanim s obr. 11 zna¢né¢ sniZzeno). Vzhled gaussovského modu, ktery zptisobuje pik,

je pak na obrazku 13.

# s

OBRAZEK 11: ZAZNAM MODU NA NABEZNE HRANE PIEZA OBRAZEK 12: DETAIL PiKU 00 GAUSSOVSKEHO SVAZKU
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Jak se nam podafilo zjistit, rezonator, do kterého jsme umist'ovali laserovy paprsek, mél
sférické vstupni zrcadlo o poloméru kiivosti R; = 180 cm, sférické vystupni zrcadlo mélo
polomér kiivosti R, = 100 c¢m a jejich vzdalenost byla d = 13,3 cm. Toto bylo zjisténo az po
provedeni vSech méfeni z toho divodu, Ze musel byt rezonator pro zméteni zrcadel rozebran. Ze
vztahu (98) lze urcit, Ze polohy zrcadel vzhledem ksedlu svazku byly podle (99)
71 =—491cm, 2z, = 8,39 cm aohniskova hloubka byla 2 - Zp = 60,3 cm.

Idedlni polohu ¢ocky jsme urcili az po ukonceni provedenych méfeni. Vyrobce laseru
udava, ze divergence svazku je 8 = 0,75 mrad, sedlo ma velikost w = 275 um (Ize ovéfit ze
vztahu (29)) a ohniskova hloubka je podle vztahu (21) 2 - Zz = 75 cm. Vyuzili jsme ¢ocku od
firmy Thorlabs o ohniskové vzdalenosti 20 ¢m a pruméru r = 30 mm. Pomoci (31), (33) a (34)
a znalosti velikosti ohniskovych hloubek rezondtoru a svazku jsme urcili, ze zvétSeni Cocky ma
byt V =0,90 a idedlni vzdalenost ¢ocky od vstupniho zrcadla rezonatoru by pak méla byt
a=373cm.

Nami ur¢end poloha p se od ideadlni polohy Cocky lehce lisi. Protoze se Cocka ke
vstupnimu zrcadlu nachazela bliz, nez bylo potieba, byl svazek v misté sedla rezonatoru §irsi,
coz zpusobilo splnéni rezonan¢ni podminky pro dalsi laguerrovské-gaussovské piky, které jsou
zaznamenany jako nizsi piky na obrazku 11. Na obrdzku 13 je také velmi dobie patrny vliv
difrakce svétla zplsobeny konecnymi rozméry zrcadla a pravé nedokonalostmi v moédovém
ptizptisobovani, kdy i nepatrné odchylky od idealniho nastaveni maji velky vliv na vznikajici
,,halo* kolem gaussovského modu. Uzite¢né hodnoty vztahujici se k obrazku 10 jsou uvedeny
v tabulce 1.

TABULKA 1

Casova vzdalenost

pikid [ms]

Casova sitka piku

[ps]

Frekvence pilového

signalu [s™1]

Upp pilového signdlu

[V]

30,1

74,8

10,1

6,16

Abychom se ujistili, Ze je zkoumany
rezonaror vhodny pro pozorovani chovani vSech typi
gaussovskych moda, bylo tfeba wurCit jemnost
rezonatoru. V tomto ohledu jsme postupovali podle
(Dickmann 1992) Na osciloskopu jsme odecitali
zavislost intenzity na mnapéti vstupujicim do
piezoelementu. Obé maxima jsou méfena na stejné
nabézné hran€ signalu, abychom méli jistotu, Ze

doslo ke rezonatoru.

spojitému  protazeni

Piezoelement s upevnénym zrcadlem se pfi zvySeni ograzek 13: ZACHYCENY ZAKLADNI GAUSSOVSKY

napéti protahuje nebo smrituje a pfi zmén& délky MOP
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rezonatoru o polovinu vinové délky svétla dojde k dal§imu zachyceni stejného modu.
Pribéh zmény napéti je zavisly na case U = U(t). Pokud bereme v potaz pouze
nabéznou hranu, je zavislost linearni. Stejné tak je linedrni i zavislost protazeni piezoelementu

na napéti, tedy i na ¢ase. Pokud nam tedy rezonuje konkrétni frekvence pti délce rezonatoru d,
wr D, S . , 2 v 12 2
pak k dalsi rezonanci stejné frekvence dojde pii protaZeni rezonarotu o > tedy pii délce d + -

Pokud se pohybujeme t€sn¢€ v okoli kolem délky d urCujici rezonancni frekvenci vy (6d < A),
prechazime pres frekvence, jejichz faze je jiz lehce posunuta vlivem zrcadel o d¢ a podle
vztahu (72) dochazi kvili posunu faze viny k atlumu intenzity a ohraniceni piku. Protoze faze ¢
se ve sméru osy z méni linearné¢ a vztahem (74) jsme uvedli jeji souvislost s frekvenci, je i
rezonancni frekvence linedrné zavisla na soufadnici z. Z uvedenych tivah tedy vyplyva:

vp = Ap(d) = dU) = U(t) = t
Pticemz vSechny zavislosti ve vztahu jsou linearni.

Tento postup nam umozni vyjadfit jemnost nejen pomoci vzdalenosti rezonan¢nich
frekvenci a FWHM piku pfi dosazeni nékteré z nich, ale stejnym zptisobem i jeji zavislost na
casovych intervalech vedoucich k protahovani piezoelementu a doby trvani (FWHM) jednoho
piku:

o U tr 30,1-107°
v 6t 748-107°

Povsimnéme si pritom, Ze v naSem pripadé neexistuje souvislost uvazované frekvence svétla

=402

s prevracenou hodnotou ¢asového intervalu, ten totiz souvisi s nabéhem piezoelementu, nikoliv
s prodlevou mezi dvéma vlnami stejné faze. Téchto uvah lze vyuzit, pokud je spektralni Sitka
laseru mnohem uzs§i, nez spektralni §itka rezonatoru. Pokud by tomu tak nebylo, doslo by ke
sniZzeni jemnosti vlivem nizké kvality vstupujiciho paprsku.

Jak dale uvadi (Ye a Lynn 2003), souvisi nami definovana jemnost rezonatoru se

sttednim poctem priiletti fotonu kavitou N jako:

_8_
==

To znamend, ze intenzita pfi rezonanci [ = N - [, = 64 1, kde I, je intenzita vstupujiciho

64

svazku.
Nyni se muzeme pokusit vypocitat citlivost piezoelementu zudaji ztab. 1. Pilovy

signal mél frekvenci 10,1 Hz, coz odpovida Casové délce nabézné hrany trojuhelnikového
. 1 < o < <y . "
signalu: t,, = o132 49,5 ms. Na tomto Casovém useku doslo ke zmén€ generovaného napéti

0 Upp = 6,16 V. Protoze Casova vzdalenost dvou maxim intenzity je tr = 30,1 ms a napéti je

dale stopadesatkrat zesilovano, bude napéti pfivedené na piezoelement u tfetiho viditelného

maxima na obrazku 11 0o AU = Z—f * Vpp - 150 = 562 V vys8i nez u maxima druhého.
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Vzhledem k tomu, ze vlnova délka pouzitého laseru je A = 632,8 nm, lze spocitat

citlivost piezoelementu, protoze mezi piky musi dojit k protazeni rezonatoru o polovinu vlnové

délky 1/2 =316,4 nm. Citlivost piezoelementu tedy vychizi € = 5 = =2 = 563 2~

4.4 Zkoumani vyssich mo6dul rezonatoru

V dal$im postupu jsme zkousSeli, zda pohybovani zrcadly nebo ¢ockou pii zachovani soustavy
skute¢né zplsobi tvorbu transverzalnich modii vyssich fada. Podle teorie je tvar transverzalnich

moda uréovan gaussovskym svazkem rozSitenym o tzv. hermitovské (37) a laguerrovské (40)

polynomy. Teoreticky ptedpovézeny vzhled médu je na obrazku 14.

OBRAZEK 14: TEORETICKE PREDPOVEDI HERMITOVSKYCH-GAUSSOVSKYCH MODU (VLEVO)
A LAGUERROVSKYCH-GAUSSOVSKYCH MODU (VPRAVO), (KARIMI ET AL. 2007)

Nejprve jsme pomoci zrcadel upravovali polohu a uhel svazku vzhledem k optické ose.
Timto zptsobem jsme dosahli toho, Ze svazek vstupoval do rezonatoru mimo optickou osu a
navic byl vici ni vychylen o uhel 8. To zptsobilo sniZeni piku intenzity na osciloskopu, pokles
jemnosti rezondtoru a vytvoreni hermitovskych-gaussovskych modu, jak bylo ptredpoveézeno

v praci(Anderson 1984). Vysledné zachycené transverzalni hermitovské-gaussovské mody

vyssich fadi jsou na obrazku 15.

“

OBRAZEK 15: VYFOCENE HERMITOVSKE-GAUSSOVSKE OBRAZEK 16: : VYFOCENE LAGUERROVSKE-GAUSSOVSKE
MODY MODY
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Nasledné¢ jsme pohybovali polohou sedla svazku, coz mélo za nasledek tvorbu
laguerrovskych-gaussovskych modi. Tyto mody vznikaji tak, Ze svételny svazek neni zrcadlem
smérovan presn¢ na stejnou drahu, po které k nému dorazil, ale dojde kjeho jemnému
odklonéni, a ke sledovani vychozi drahy dojde az po nékolika obézich.

Vysledné zachycené transverzalni laguerrovské-gaussovské mody vyssich fada jsou na
obrazku 16. V obou piipadech pozorujeme pomérné silné projevy difrakce. Je to kvuli tomu, ze
pri¢né mody rezonatoru maji intenzitu vice rozlozenou po pticném prifezu svazku a omezeni

dané velikosti zrcadel a kvalitou kavity opét zplsobuje ,,halo efekt” kolem pozorovanych moda.

5  Prenosova matice axiconu

Abychom se nyni mohli pln¢ vénovat navazovani besselovského svazku do rezonatoru,
odvodime matici pienosu axiconu, ktery vytvaii besselovské pole. Jak vidime na obrazku 17,

dochazi k zalomeni paprsku s vektorem o soufadnicich h; a 8; podle Snellova zakona na
6

vstupni sténé axiconu tak, e h,, = hy a 6; = 27 kde 6,, je Ghel, pod kterym se paprsek i
1

n
skrze axicon an; = 1 je index lomu vzduchu (viz vztah (45)), a na vystupni stén¢ opét h, = h,
a(y+6,  -n,=p n,. Lomeny paprsek pak vytvafi trojuhelnik s hledanym twhlem 6, pfi
styku s optickou osou v bod¢ B, takze z trojuhelniku ABC vidime podminku 180 =90 — 8 +
05 + 90 + y, kde y je tihel axiconu.

OBRAZEK 17: AXICON, DO NEJZ VSTUPUJE PAPRSEK POD UHLEM 61 A VYSTUPUJE PAPRSEK POD UHLEM 0,

Po dosazeni za [ a ,, ziskdvame vztah pro 8, v zavislosti na 64 :

61 Y- (na - 1)
= Non —y=9. (1412 7
0, (V + na) ng—y=>06; < + )

A B 1 0
Pro axicon tedy obdrzime matici pfenosu: ( c D) =lo 14+ V-(na—1)>.
01
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Z tvaru prenosové matice je jasné vidét, Ze pro jakykoliv paprsek spliiujici paraxialni ptiblizeni
dojde pouze k jeho zalomeni o tihel y - (n, — 1) smérem k optické ose, pticemz nezalezi ani na
velikosti thlu, pod kterym paprsek vstupuje, ani na vzdalenosti paprsku pii vstupu od osy.

Ackoli se v matici pfenosu na pozici D vyskytuje pro nulovy vstupni thel 8; = 0 singularita,
vztah je naprosto vyhovujici, protoze po prenasobeni vektoru vstupniho paprsku matici dojde

k vykraceni jmenovatele s druhou slozkou vektoru a vysledek bude plnohodnotny.

6  Navazovani besselovského svazku do rezonatoru

Do sestavy zkoumané vysSe vstupuje gaussovsky svazek, u kterého dochazi
k postupnému zakiivovani vlnoploch tak, jak se §ifi ze svého zdroje podle (23), ozna¢ovaného
jako sedlo. Pokud jsou parametry rezonatoru nastaveny tak, Ze je splnéna podminka (96) a
zaroven ma paprsek vhodné vlastnosti (99), pak dojde ke stabilizaci svazku a uvniti rezonatoru
se kumuluje intenzita.

Pro besselovsky svazek je postup slozitéjsi, jelikoz vinoplochy, které definuji jeho pole,
jsou rovinné, a proto by mél byt rezonator tvotfen rovinnymi zrcadly citlivymi na geometrii, coz
v podstaté vede k destabilizaci svazku a nedostatecnému nakumulovani intenzity pro rezonanci.
Besselovsky svazek ve své Cisté formé navic nelze generovat, protoze jde o interferencni pole
rovinnych vin (8) nesoucich nekonecnou energii. V nasi praci se zabyvame navazovanim
besselovského-gaussovského svazku, tedy svazku generovaného ze zdkladniho gaussovského
svazku pomoci axiconu.

Besselovsky-gaussovsky svazek je takovy svazek, ktery vznikne vstupem gaussovského
svazku do axiconu. Jeho elektromagnetické pole je pak donuceno interagovat samo se sebou,
jak je popsano v (Putnam et al. 2012). VyzkouSeny byly hned 3 postupy, pomoci kterych jsme

se pokusili besselovsky-gaussovsky svazek navazat do rezonatoru tak, aby doslo k rezonanci.

6.1 VyuzZiti stavajici sestavy

OBRAZEK 18: ROZSIRENi SESTAVY PRO GAUSSOVSKY OBRAZEK 19: ZACHYCENE PSEUDOMODY
SVAZEK PRIDANiIM EXPANDERU (VLEVO UPROSTRED) A
AXICONU (VPRAVO UPROSTRED)
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Pro jednoduchost jsme nejprve vyzkouseli, zda nebude svazek stabilni pii zachovani
sestavy z obrazku 9, pficemz byl do sestavy pfidan axicon a také expander od firmy Melles
Griot, konkrétné typ 02161 se zvétSenim 20x, kterym jsme podle kap. 2.9 zvétsili 400krat
ohniskovou hloubku a 20krat snizili divergenci. Nova sestava je na obrazku 18. Gaussovsky
svazek tak byl pfeveden témét na rovinnou vinu, ktera pak po prichodu axiconem generovala
besselovské-gaussovské pole. Toto pole pak vstupovalo do rezonatoru, kde se dale vyvijelo a
ustalovalo. I kdyZ se neda hovofit o uspéchu pii stabilizaci svazku, dochazelo k obfasnym
ustalenim moéda vynesenych v obrazku 19. Tvorbu téchto pseudomédu vSak prisuzujeme

gaussovskym vlastnostem svazku, které se i ptes prichod axiconem nadale projevovaly.

6.2 Sestava uvazujici délku besselovského pole

Pro dalsi postup jsme se rozhodli postupovat podle (Muys a Vandamme, nedatovano),
kdy byla nejprve urCena délka besselova pole ze znalosti priméru vstupujiciho gaussovského
svazku pomoci matice pfenosu axiconu odvozené vySe. Polomér svazku je r = 4,9 mm, uhel
axiconu je y = 2° = 0,0349 rad a jeho index lomu pro nasi vinovou délku je n, = 1,455.

Délku besselovského pole urc¢ime pro rovnobézny svazek, tedy hy = 4,9 mm a6, = 0.

Paprsek na nejzazs$im kraji besselova pole ma parametry:

1 0 1 0
(hZ) _ v (ng—1) (hl) _ 0,0349 - (1,455 — 1) (419) ~( 4,9 )
6,) =\ 0 1+——\6;) "0 1+ ; 6, ) = \0,01588

1 1

Délka besselova pole je pak snadno spocitatelna z trojuhelniku ABC na obrazku 17 pii zavedeni

92° = g rad a uvazovani krajniho besselova paprsku jako toho, ktery dosahne nejdal:

r . hz _ 4,9

= 308,6 mm

" tgh, 6, 0,01588

OBRAZEK 20: SESTAVA NAVRZENA S OHLEDEM NA DELKU BESSELOVSKEHO POLE — VSTUPNi ZRCADLO HNED ZA
APERTUROU A CO NEJBLIZE U NEJ AXICON

Jak navrhuje také (Tsangaris et al. 2003) byl axicon vlozen do rezondtoru a vystupni
zrcadlo bylo umisténo do vzdalenosti odpovidajici poloviné délky besselovského pole od

axiconu (sestava je na obrazku 20), pficemz vystupni zrcadlo bylo kulové s vysokym
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polomérem kiivosti z diivodu lep$i stability svazku, coz navrhuje (Rogel-Salazar et al. 2001).
Geometricky divod pro tvorbu takovéto sestavy je nacrtnut na obrazku 21. Pfi Sifeni viny
rezonatorem vSak bohuzel nedoslo ke splnéni fazové podminky, jelikoz jsme vyvoj jeji faze
bohuzel nebyli schopni ur¢it. I tak se nam podafilo nafotit mody takto sestaveného rezonatoru,
jak je vidét na obrazku 22. Tyto mddy jsou s nejvetsi pravdépodobnosti takzvané mody
mnohonasobného odrazu, které maji podobn¢ jako laguerrovské-gaussovské mody tu vlastnost,
7e paprsek rezonatorem nékolikrat obéhne, nez u néj dojde ke kopirovani vlastni vychozi drahy.

Tyto mody definuje (Khilo et al. 2001).

W

W

L
2

OBRAZEK 21: PO VLOZENiI ZRCADLA DOPROSTRED BESSELOVA POLE DOCHAZi U SVAZKU K SEBEREPRODUKCI PO KAZDYCH
DVOU OBEZiCH REZONATOREM

OBRAZEK 23: SESTAVA UVAZUJICi ZRCADLO V 1,5 NASOBKU DELKY BESSELOVA POLE
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6.3 Sestava simulujici generaci aktivnim prostiedim

V poslednim piipadé jsme vyuzili tivahy uvedené v (Khilo et al. 2001), kde se hovofi o
generaci besselovského-gaussovského svazku pomoci aktivniho prostiedi. Stabilitu svazku zde
zajistuje fakt, ze faze, kterd se v centru besselovského svazku chova skokové, se pii dostatecné
vzdalenosti od kraje besselovského pole zacne chovat linearné a je mozné pro ni definovat
fazovou podminku a tvar zrcadla jako pro gaussovsky svazek. Aby byla zména faze linearni, je
podle autori ¢lanku potieba, aby byl rezonator alespon 1,5x delsi, nez je besselovské pole.
V takovém ptipad€ jiz dochazi k tomu, Ze se uprostied svazku objevuje misto bez interference,
coz je zpusobeno tim, Ze se pole tvofend axiconem jiz nadale neptekryvaji a rozchazeji se. Faze
je pak tvofena dvéma slozkami, besselovskym ohnutim, které je pomoci axiconu pfevadéno na
rovinnou vlnu kolmou k optické ose, a gaussovskou, pro kterou je tfeba splnit fazovou
podminku (56). Aktivni prostfedi pak umozni zesileni pravé takového pole, pro které jsou tyto
okrajové podminky splnény.

V nasem piipadé¢ jsme se rozhodli takto sestaveny rezonator dopovat sférickym
zrcadlem zvenci gaussovskym svazkem. Piedpokladali jsme, ze pokud bude svazek rozsifen a
bude se projevovat v podstaté jako rovinna vlna, dojde k selekci vhodné ¢asti svazku, ktera bude
brana jako prstencovy besselovsky svazek, tedy takovy besselovsky svazek, u kterého jiz bylo
ukonceno protinani a interference (mluvime o tvaru pole ve vzdalenosti vét$i nez L od axiconu).
Takto noveé vzniklé pole bude v tomto rezondtoru stabilni a my tak na vystupnim rovinném
zrcadle uvidime besselovsky-gaussovsky svazek.

Nejprve jsme vytvorili sestavu zrcadel vzdalenych od sebe d = 49 cm, mezi n€Z jsme
postupem popsanym Vv kapitole 4.3 navazali moédovym piizplisobovanim vhodny gaussovsky
svazek. Navazani nebylo dokonalé, méli jsme totiz k dispozici pouze rovinné zrcadlo a zrcadlo
s polomeérem kiivosti R = 20 m. Abychom splnili podminku délky rezondtoru pro paprsek
prosly expandérem, musela by délka rezonatoru byt fadové vyssi, nez jakou jsme pouzili my,
coz by vSak vedlo k tomu, Ze besselovsky-gaussovsky svazek by jiz byl zcela protnut a
rozestoupen do té miry, ze by minul vystupni zrcadlo a k rezonanci by nedoslo. Usoudili jsme
vSak, Ze po vlozeni axiconu dojde k tak razantni zméné pole, Ze netrefeni presné velikosti sedla
nebude hrat tak dulezitou roli. Sestava je zachycena na obrazku 23. Do takto sestaveného
rezonatoru jsme pak vlozili axicon, tak jak uvadi (Khilo et al. 2001) ve svém clanku, a
zachycovali jsme vystupni obrazce pomoci kamery.

Bohuzel vlivem toho, Ze na vstupu nebyl prstencovy pribeh, doslo k tvorbé obraceného
pole, nez bylo potfeba, a prstenec se odrazel od rovinného zrcadla. Po odrazu se tak prstenec
dale rozsitoval a pfi odrazu od sférického zrcadla za axiconem jiz nemél dostateCnou intenzitu
k zesileni vstupujiciho gaussovského svazku. Rezonance vystupniho zafeni jsme u této sestavy

viibec nepozorovali, podafilo se nam zachytit pouze proslé besselovské-gaussovské pole.
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7  Zaveér

V této bakalafské praci jsme se zabyvali navazovanim svazkid elektromagnetického
vinéni do odpovidajicich typii rezondtort. Na zakladé elektromagnetického chovani téchto
vlnéni jsme vybudovali rozséhlou teorii, kterd ndm umoznila sledovat vyvoj pole v zavislosti na
prostiedi, kterym toto vlnéni prostupuje. Na zékladé vybudované teorie mizeme prohlasit, ze
alesponi teoreticky je mozné sestrojit rezonator, ktery bude schopny podporovat libovolny
pozadovany tvar elektromagnetického pole spliujiciho paraxialni Helmholtzovu rovnici,
budeme-li mit k dispozici optické prvky vhodnych tvarii, které budou schopny toto pole
stabilizovat, a dale zdroj, ktery bude toto pole pro rezonator generovat.

Podatilo se nadm sestavit rezonator, ktery byl co nejlépe nasmérovan do drahy
gaussovského svazku vystupujiciho zlaseru tak, aby dochazelo k rezonanci. U tohoto
rezonatoru jsme pomoci piezoelementu modulovali délku a doslo-li k tomu, Ze byla touto
délkou splnéna fazova podminka, naakumulovala se uvnitf velmi vysoka hodnota intenzity,
kterou jsme zaznamenavali pomoci kamery na vystupnim zrcadle. Toto naakumulovani
intenzity jsme oznacili jako zakladni gaussovsky mod rezonatoru a na zaklade Sitky piku této
intenzity zaznamenané na osciloskopu jsme spocetli jemnost naseho rezonatoru podporujiciho
gaussovsky svazek. Dale jsme drobnym rozlad’ovanim zkoumali dalsi, vys$si transverzalni mody
rezonatoru oznacované jako hermitovské-gaussovské a laguerrovské-gaussovské mody a jejich
kombinace. Na zaklad¢ znalosti vinové délky svétla se nam dokonce podaftilo urcit citlivost
piezoelementu pohybujiciho zrcadlem.

V paraxialnim pfiblizeni se nam podatilo odvodit matici pfenosu axiconu, coZ pro nas
bylo velkou vyhodou pii ur¢ovani délky besselovského pole produkovaného axiconem.

Pfi prvnich pokusech o navazovani besselovského-gaussovského svazku jsme vyuzili
stejnou sestavu jako v pfipadé navazovani gaussovského svazku, pouze s upravenim vlastnosti
svazku vlozenim expandéru. Vytvofené podminky sice umoznily tvorbu specifickych moda,
které byly zaznamenany, kvuli jejich podobnosti s gaussovskymi mody vsak jejich vzezieni
prisuzujeme gaussovskym vlastnostem svazku, nikoliv vlastnostem Besselova pole.

Pro dalsi sestavu jsme vychazeli z Gvahy, prezentované ve velké mife v odbornych
¢lancich, kdy se besselovské pole reprodukuje po dvou prichodech rezonatorem. Tento postup
je vsak vysoce naro¢ny na geometrickou piesnost sestavy, pfi¢emz vystupni zrcadlo musi lezet
ptesn¢ v poloviné Besselova pole. Toho se nam v naSich podminkach bohuzel nepodatilo
docilit. Vysledné nafocené rezonanéni mody tak do zna¢né miry jsou mody besselova-gaussova
rezonatoru, ale nejde o zakladni mody s vysokymi piky intenzity, nybrz o tzv. mody
mnohonasobného odrazu, které jsou produkovany pii mnohonasobné vys$s$im poctu prichodl

rezonatorem, nez kolik pozadujeme.
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Pti poslednim uspofadani jsme volili zcela odliSny pfistup, kdy jsme uvazovali, Ze pii
dostate¢né vzdalenosti od konce Besselova pole jiz bude tvar svazku v podstaté gaussovsky,
faze bude mit spojity prubeh, jako u gaussovského svazku, a k produkovani besselovského pole
bude pouze nutné ohnout rozestoupené Casti gaussovského svazku tak, aby se po Case opét
protnuly. Tento ptistup v§ak nebyl bohuzel Gispésny, jelikoz jsme na vstupu do rezonatoru méli
klasicky gaussovsky svazek s gaussovskym rozloZenim intenzity. To zplsobilo, Ze se uvnitf
rezonatoru ustalilo opa¢né pole, nez bylo potfeba, a na rovinné vystupni zrcadlo dopadaly
prstencové svazky, které mély tendenci se rozbihat a opoustét rezonator. Tyto odrazené prstence
se pak sice seCetly se vstupujicim gaussovskym svazkem, avSak kvuli velkym vliviim difrakce,
které na gaussovsky svazek pusobily, doslo k rychlému vymizeni vlivu vzniklého prstence.

V ptipadé vlozeni aktivniho prostiedi by doslo k ustaleni spravné orientovaného pole a
na vstupni zrcadlo by po prichodu rezonatorem dopadal jiz protly besselovsky svazek ve forme
prstence intenzity. Tento prstenec by se pak po zahnuti axiconem vracel opét po své draze
k rovinnému vystupnimu zrcadlu, kde by se odrazil a podle zakonu o thlu dopadu a thlu odrazu
by kopiroval drahu k protéjsi stran¢ prstence. Néasledné by doslo k zesileni téchto ,,spravnych*
poli uvnitt aktivniho prostiedi a k produkci besselovského-gaussovského svazku na vystupnim
rovném zrcadle.

Usuzujeme, ze v poslednim piipadé by k rezonanci doslo, kdyby se vSak uz na vstupu
nachdzel protly besselovsky prstenec. To by vyzadovalo zapojeni dal§iho axiconu, ktery by
prstenec z gaussovského svazku jesté pred vstupem do rezonatoru vytvoftil. Tento postup bude

dal$im pfedmétem naSeho zkoumani.
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