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ANOTACE

Diplomova préace se zabyva vytvofenim vyukovych materidld z numerické
matematiky pro feSeni nelinearnich rovnic a soustav linearnich algebraickych
rovnic.

Tyto materialy by mély v budoucnu slouZit jako pomocny material k vyuce
téchto metod na vysokych a stfednich Skolach.

Vyukovy material byl vytvofen v tabulkovém procesoru MS Excel. UZivatel
se pfipraci snim miZze seznamit jak svyukovymi texty k jednotlivym
numerickym metodam, tak i s ndzornymi ptiklady vypoctu jednotlivych metod.
Zminéné vyukové texty jsou také soucasti mé diplomové prace.

Dale je soucasti prace mensi prizkum, zda a v jaké mife jsou numerické
metody vyucovany na nasich stfednich Skolach a jsou-li viibec stfedoskolsti
ucitelé matematiky ¢i informatiky s danymi metodami obeznameni.

SUMMARY

My thesis deals with creation of teaching materials regarding numeric
mathematics for solving of nonlinear equations and sets of linear algebraic
equations.

These materials should serve as an auxiliary material for teaching
of the methods mentioned above at high schools and universities.

The teaching materials have been created with spreadsheet program
MS Excel. User can familiarize him- or herself both with tutorials regarding
particular numeric methods and with calculation illustrations of the particular
methods. The mentioned tutorials are a part of my thesis as well.

Further, there is a small survey being a part of my thesis indicating
whether the numeric methods are taught, and to what extent, at our high schools
and whether high school teachers of mathematics and computer science are
familiarized with the given methods.

ANNOTATION

Meine Diplomarbeit beschéftigt sich mit der Bildung der Unterrichts-
materialien in der numerischen Mathematik fiir die Losung der unlinear
Gleichungen und der Systeme der linearen algebraischen Gleichungen.

Diese Materialien sollten in Zukunft als ein Hilfsmittel fiir Unterricht dieser
Methoden an den Hoch- und Mittelschulen dienen.

Dieses Unterrichtsmaterial wurde im Tabellenprozessor MS Excel gebildet.
Der Verwender kann bei der Arbeit mit ihm sowohl die Unterrichtstexte zu den
einzelnen  numerischen  Methoden, als auch  Anschauungsbeispiele
der Ausrechnung der einzelnen Methoden kennen lernen. Die erwidhnten
Unterrichtstexte sind auch ein teil meiner Diplomarbeit.

Weiter ist ein Teil meiner Arbeit auch eine kleinere Untersuchung, ob und
in welchem MaBe die numerischen Methoden an unseren Mittelschulen
unterrichtet werden und ob die Mathematik- und Informatikmittelschullehrer
mit diesen Methoden bekannt gemacht sind.
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1. Uvod

Cilem mé diplomové prace nazvané Vyukové programy z numerické
matematiky je vytvofeni nazorného studijniho materialu pro vyuku numerické
matematiky. Zaméfil jsem se predev§im na nejéastéji vyucCované celky, a to
na teorii matic a metody feSeni nelinearnich algebraickych rovnic a soustav
linearnich algebraickych rovnic. Pfi tvorbé vyukového materidlu jsem postupoval
dvéma ponckud odliSnymi sméry. Jednak jsem vytvofil psany studijni text a
jednak interaktivni vyukovy program. Ob¢ casti spolu souvisi, je mozné je
pfi vyuce pouzivat spolecné, ale Ize je také pouzit nezavisle na sobé¢.

V poslednich letech doslo k jistému narGstu mnozstvi literatury vénované
numerické matematice, presto se ale domnivdm, Ze pocet d€l a rozSifeni této
literatury je stale nedostate¢né. Mnoho z nové vzniklych d¢l jsou skripta, ktera
byla vydana pouze pro potieby jednotlivych univerzit a jejich rozsifeni
v celorepublikovém méftitku je minimalni. Existuji i dobra a obsahla dila jako [1],
[3], [13], kterd vznikla jiz pfed mnoha lety, ale tato dila i pfes svou nespornou
kvalitu nemohou vzhledem krozsdhlosti nejriiznéjSich metod numerické
matematiky obsdhnout vSe. Ve vétsiné literatury vénované numerické matematice,
ktera byla vydana na nasem uzemi, navic chybi ptfiklady dostatecné vysvétlujici
danou metodu. Pokud je mi zndmo, tak Zadna sbirka ptikladu na toto téma ani
neexistuje, proto bylo druhou ¢&asti této prace vytvofeni programdi, které by
uzivateli mohly ptredvést dostate¢né mnozstvi piikladi i s ndzornym vykladem
metody. Tyto programy jsem vytvofil v tabulkovém procesoru MS Excel. Kazda
metoda je nejdiiv nazorné vylozena a na teoreticky vyklad ihned navazuji
ptiklady, u kterych mé uzivatel moznost sledovat feSeni Ulohy v jednotlivych
krocich od zadani tlohy az ke kone¢nému vysledku.

Kromé¢ vytvofeni studijniho textu a vyukového programu jsem se ve své
praci v kratkosti vénoval historickému vyvoji tykajicimu se rozvoje numerické
matematiky. Jedna z tvodnich kapitol je také v€novéana problémim, které vznikaji
prifeSeni uloh pomoci numerické matematiky, naptiklad zdrojim chyb a jejich

Sifeni pf1 vypoctu.
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V zavéru prace popisuji vytvoiené vyukové programy a jejich mozné pouziti
v praxi. Jako soucast své diplomové prace jsem provedl prizkum mezi uciteli
stfednich Skol. Cilem tohoto prizkumu bylo zjistit, zda se numerickd matematika
uci na nasich stfednich skolach, pokud ano, v jakém rozsahu, a zda jsou sami
ucitelé stiednich Skol s nékterymi metodami numerické matematiky obezndmeni.
Prozkoumal jsem i sylaby pfednaSek pro ucitelské studium na rtiznych vysokych
Skoléch a zjist'oval jsem, v jakém rozsahu ta ktera vysoka Skola vyuku numerické
matematiky zafazuje.

Vénuji se vyuce numerické matematiky z riznych uhli pohledu, pficemz

A%

studijni text.
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2. Historie

Teorie matic a determinantl patii mezi velmi stara matematickd odvétvi. Jeji
pocatky Ize mnalézt jiz v 2.stoleti pf.n.l. v ¢inském textu , Devét kapitol
o matematickéem umeéni”“ V tomto dile jsou uvedeny prvni znamé piiklady
maticovych metod. Nékteré stopy sahaji az do 4. stoleti pf.n.l. V dalSich staletich
jako by se na toto téma zapomnélo a muselo ubéhnout velmi mnoho ¢asu, nez se
matematikové k tomuto tématu znovu vratili.

Rada standardnich vysledkdi elementarni teorie matic vznikla dlouho
pfed tim, neZ se matice staly pfedmétem matematického vyzkumu. Cardan
ve svém dile "Ars Magna" z roku 1595 uvedl pravidlo pro feSeni soustavy dvou
linearnich rovnic, Cardanovo pravidlo profeSeni soustav o dvou linearnich
rovnicich odpovida Cramerovu pravidlu, ale Cardan neucinil posledni krok a
k definici determinantu nedospél. Matematik de Witt ve své praci "Elements of
curves”, publikované¢ jako c¢ast komentditi k latinské verzi Descartesovy
"Géometrie"” z roku 1660, ukazal, jak transformace os méni tvar dané rovnice
na kanonicky tvar. Slo v podstaté o diagonalizaci symetrické matice, ale de Witt
v téchto terminech neuvazoval.

Myslenka determinantu se objevila témét ve stejné dobé jak v Japonsku, tak
v Evropé. V roce 1683 Seki napsal praci "Metody reSeni nepodobnych probléemii”,
ktera obsahuje maticové metody zapsané jako tabulky pfesné stejnym zpiisobem,
jako tomu bylo u ¢inskych matematikii. Aniz Seki pouZil pojmu determinant,
konstruoval determinanty a vypracoval obecné metody pocitani ptikladl na jejich
zaklad¢ a pouzival je na feSeni rovnic. V Evropé se determinant poprvé objevil
také v roce 1683. V tomto roce Gottfried Wilhelm von Leibniz popsal v dopise
adresovaném de I'Hopitalovi podminky feSitelnosti soustavy rovnic zplisobem,
ktery odpovidd podmince, zZe matice koeficientli soustavy linearnich rovnic ma
determinant rovny nule.

Leibniz pro ur¢it¢ kombinacni soucty Clenti determinantu pouzil termin
"resultant". Pro tyto resultanty dokazal rtiznd pravidla, z nichZ jedno odpovida
Cramerovu pravidlu. Leibniz také v&dél, ze 1ze provést rozvoj determinantu podle

urcitého sloupce. Tento rozvoj se dnes nazyva Laplacetiv rozvoj. Leibniz studoval
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nejen soustavy rovnic, ale také koeficienty systémi kvadratickych forem, které
pfirozenym zptusobem vedou k teorii matic.

Ve 30. letech 18. stoleti Colin Maclaurin napsal své "Pojednani o algebre”,
které bylo publikovano az vroce 1748, dva roky pojeho smrti. Tato prace
obsahuje prvni publikované vysledky o determinantech, piedev§im Cramerovo
pravidlo pro &tvercové matice fadu 2 a 3. Cramer ve své praci "Uvod do analyzy
algebraickych krivek" z roku 1750 publikoval obecné pravidlo pro matice typu
(n,n), ve své praci studoval rovnici kiivky na plose prochazejici pfedem zadanymi
body. Cramerovo pravidlo se objevilo bez diikazu v dodatku jeho prace.

V roce 1764 Bezout popsal metody vypoctu determinantii, které upiesnil
vroce 1771 Vandermonde. Vroce 1771 Pierre Simon Laplace tvrdil, ze
metody popsané Cramerem a Bezoutem jsou nepraktické. Ve své praci o drahach
vnitinich planet se zabyval feSenim soustav linearnich rovnic, které pocital
s pouzitim determinant.

Termin "determinant" poprvé pouZil Johan Carl Friedrich Gauss ve své
praci z roku 1801 "Disquisitiones arithmeticae” o kvadratickych formach. Tento
termin pouzil proto, Ze determinant urcuje (angl. "determine”) vlastnosti
kvadratické formy. Koncept ale jest¢ neodpovidal dnesni definici determinantu.
Ve stejné praci Gauss uspotadal koeficienty kvadratické formy do pravouhlych
poli. Popsal také maticové ndsobeni a inverzi matice, ale nedosahl jest¢ konceptu
maticové algebry.

V roce 1812 Augustin Louis Cauchy pouzil determinant v dneSnim smyslu.
Cauchyho prace je nejuplné€j$i prvni praci o determinantech. Cauchy shrnul
dokazana véta o souCinu determinant. Je tfeba poznamenat, ze Cauchy své
vysledky nezobecnil a determinanty a maticemi se zabyval jen v kontextu své
prace.

Soucasnikem téchto dvou vyznamnych matematikii byl i Carl Gustav
Jakob Jacobi. Celkovy postoj tohoto védce k matematice vystihuje jeho
myslenka z dopisu J. Fourierovi: ,, Jedinym cilem védy je cest lidského ducha a
z tohoto pohledu maji problémy teorie cisel stejnou cenu jako otazky systému

‘

sveta.” V. 1825 ptedstavil ¢lanek tykajici se iteracni metody na Berlinské

-10 -
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univerzité, kde vSak nepovazovali jeho vysledky za hodnotné a odmitli mu je
publikovat. O nékolik desitek let pozdé&ji, v dobé, kdy jiz mél za sebou fadu
dalsich publikaci, se mu vSak podaftilo, aby byl tento ¢lanek publikovan, a tim byl
dan zaklad mnoha iteraénim metoddm. V publikaci O tvorbé a vlastnostech
determinantit (r. 1841) uvedl funkcionalni determinant dnes nazyvany jacobian,
zavedl dvojité indexy pro praci s prvky matic a ukédzal vyznam determinanti.
Jacobi definoval determinant algoritmickym zplsobem a jeho vysledky bylo
mozno aplikovat jak na Cisla tak na funkce.

Vroce 1841 publikoval Arthur Cayley svij prvni piispévek k teorii
determinantli. Ve své praci pouzil dvé vertikalni ¢ary na kazdé strané pole cisel
oznacujici determinant. Tento symbol se pouziva standardné dodnes. V roce 1850
pouzil Sylvester jako prvni termin "matice". Sylvester matici definoval jako
zkracené usporadani vyraza a prohlasil, ze mize vést k riznym determinantim.
Po navratu ze Spojenych stati americkych do Anglie v roce 1851 se Sylvester stal
pravnikem a setkal se svym kolegou Cayleym. Cayley brzy pochopil vyznam
konceptu matic a v roce 1853 publikoval ¢lanek o inverznich maticich.

Vroce 1858 Cayley publikoval praci "Memodr o teorii matic”, ktera
obsahuje prvni abstraktni definici matice. Cayley popsal maticovou algebru a
definoval s¢itani matic, nasobeni matic, nasobeni matice skalarem a inverzni

matici. Popsal také piesnou konstrukci inverzni matice pomoci jejiho

determinantu.

Arthur Cayley.

Obr. 1: Carl Gustav Jacobi Obr. 2: Friedrich Gauss Obr. 3: Artur Cayley

-11-
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V roce 1878 Ferdinand Georg Frobenius napsal diilezitou praci o maticich
"O linedrnich substitucich a bilinedarnich formdch". Frobenius zfejmé Cayleyho
praci nestudoval a ve svém clanku, ktery se zabyva koeficienty forem, termin
matice nepouziva. Frobenius dokazal dulezité vysledky o kanonickych maticich
jako reprezentacich ekvivalence tfid matic.

Axiomaticka definice determinantu, kterou Karl Theodor Wilhelm
Weierstrass pouzival nasvych prednaskach, byla publikovdna v jeho praci
"0 teorii determinantii” vydané v roce 1903 az po jeho smrti. V roce 1903 byly
publikovany Kroneckerovy piednasky o determinantech, rovnéz po autorove
smrti. Tyto dvé prace polozily solidni zaklady teorie determinantli. Teorie matic
byla pfijata o néco pozdg&ji. V roce 1907 publikoval Bocher diileZitou praci "Uvod
do vyssi algebry”. Ve 30. letech 20. stoleti napsali dilezit¢ prace Turnbull a
Alexander Aitken. V roce 1955 publikoval Mirsky knihu "Uvod do linedrni
algebry”, ktera zptistupnila teorii matic vSem studentim matematiky. O historii
nov¢jSich metod se dostupna literatura nezmitiuje.

Zpftistupnénim teorie matic a determinantd byl dan dobry zédklad pro rozvoj
numerickych metod, kterymi se zabyva tato diplomova prace. Nejvétsiho rozvoje
vSak numerické metody dosahly az v disledku rychlého rozvoje vypocetni
techniky. S jeji pomoci miZeme feSit nékteré problémy, o kterych by se nam
pfed sto lety mohlo jen zdat. Vezméme v Uvahu napiiklad fakt, Ze jesté
pted vznikem pocitaci dokézal Anglican Shanks spocitat ¢islo m na 707 mist, coz
byl na svou dobu tctyhodny vykon, pii kterém ale stravil mnoho mésicii vypocti.
V roce 1949 pii pouziti pocitace ENIAC (Electronic Numerical Integrator and
Computer) bylo cislo m po 70 hodinach vypocti vypocitdno jen na 2000 mist a
pritom dnesni pocitace, jez se vyskytuji bézné v domacnostech dokazou vypocitat
¢islo  na 1 milién mist za méné nez jednu minutu. Vice o historii ¢isla &t viz [12].

Numerickd matematika nachézi uplatnéni v mnoha oborech lidské ¢innosti,
velké uplatnéni mé v pfirodnich a technickych védach, ale pronika tfeba i
do takovych odvétvi jako je psychologie. Bez vypocetni techniky a numerickych
metod by nebylo mozné piedvidat pocasi v takové mife jako je nyni, avSak i

v nyn¢jsi dobé je na predpovédi pocasi potifeba nejmodernéjsich superpocitacu.

-12 -
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3. Zaklady linearni algebry

V této kapitole se budu vénovat zdkladnim pojmim linedrni algebry.

Konkrétné vektorim, maticim a operacim s nimi.

3.1. Vektory

Kapitolu vénovanou vektoriim za¢nu definici tohoto pojmu, dale se strué¢né

zminim o zékladnich operacich s vektory a o jejich vlastnostech.

Definice:

Necht' n je pevné zvolené ptirozené Cislo. Pak n-¢lennym komplexnim
vektorem a = (ajay,...,a,) rozumime usporadanou n-tici komplexnich Ccisel
aj, a as ..., a,. Vsechny tyto n-Clenné vektory (tj. mnozina vSech usporadanych
n-tic komplexnich ¢isel) tvoii tzv. n-rozmérny vektorovy prostor V,

(nad oborem komplexnich ¢isel).

Vektory a = (ajay,...,a,), b = (b, b,,...,b,) se sobé rovnaji prave tehdy, kdyz

a; = b], ap; = bg, ey Ap = bn

Souctem vektord a = (ajay,...,a,), b= (b,by,....b,) nazyvame vektor

a+b = (a;+tba,+by, ...,a,+b,).

Sou¢inem vektoru a = (ajay,...,a,) scislem A1 nazyvdme vektor

Aa = (Aajlay,...,Aay).

Necht’ a, b jsou vektory a 4 je realné Cislo pak plati nasledujici pravidla:

1. a+b = b+a — komutativnost

2. (a+b)+c = a+(b+c) — asociativnost

3. A(a+b) = la + Ab — distributivnost

4. a+0 = a — existence nulového prvku (nulovy vektor) 0 = (0,0,....,0)

5. a+(-a) = 0 — existence symetrického prvku
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M. PECKA: Vyukové programy z numerické matematiky

Rikame, ze vektory a;, ay, ..., a, jsou linearné zavislé, existuji-li takova
komplexni ¢isla ¢, ¢z ...., ¢, znichz aspoil jedno je rizné odnuly, Ze plati
ciajtceyart....+crar = 0. Nejsou-li vektory linedrné zavislé, fikdme, Ze jsou

linearné nezavislé.

Rikéme, 7e soustava {ay,...,a;} vektordi ma hodnost h, jestlize mezi vektory
a, ..., ai existuje h linedrné nezavislych vektort, ale kazdych A+ vektort
Z ay, ..., ai jsou jiz vektory linearn¢ zavislé (k4 pak je maximalni pocet linearné
nezavislych vektorii dané soustavy). Kazdd soustava n-Clennych vektorti ma

hodnost / <n.

Hodnost soustavy n-Clennych vektort se nezméni:
1) Zaménime-li potadi vektorii v soustavé.
2) Vynasobime-li jeden vektor soustavy nenulovym ¢islem.
3) Pricteme-li k jednomu vektoru linearni kombinaci ostatnich vektort.

4) Vynechame-li vektor, ktery je linedrni kombinaci ostatnich vektora soustavy.

3.2. Matice

Matici A typu (m,n) nazyvame schéma mn realnych, resp. komplexnich

¢isel ayy, agy, ..., amn sestavenych v m fadcich a n sloupcich:
app  ap a,
ay; A4y asy,
A= :
aml amZ amn

Je-li m = n, pak 4 se nazyva €tvercova matice m-tého stupné. Prvky
ajj, az;, azs.... tvoti tzv. hlavni diagonalu a prvky a;,, az2,.1, az2....tzv. vedlejsi

diagonalu matice 4.
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M. PECKA: Vyukové programy z numerické matematiky

3.2.1. Operace s maticemi

3.2.1.1. Sc¢itani dvou matic A+B=C

Souctem dvou matic 4,B stejného typu (m,n) nazyvame matici C typu (m,n),

Jjejiz kazdy prvek c;; je roven souctu stejnolehlych prvki a;;, b; matic 4,B.

T I by by o by, ay +by  ap+by, - oa,+by,
ay Ay Ay, + by by o by, Ay +by  ay +by o ay, by,
aml amZ e amn bml bm2 e bmn aml + bml amZ + bm2 e amn + bmn

Pro s¢itani matic plati:
a) Komutativni zakon: A+ B=B+ A.
b) Asociativni zakon: (A+ B)+C=A+(B+C).

3.2.1.2. Od¢itani dvou matic A-B=C

Rozdilem dvou matic 4,8 stejného typu (m,n) nazyvame matici C typu

(m,n), jejiz kazdy prvek c;; je roven rozdilu stejnolehlych prvki a;;, b; matic 4,B.

ay ap o a4y, by by - b, ay=b, ap-b, - a,-b,
dyp Ay v dy, by by by, | 4n —by  ayp—by - ay,—by,
aml amZ o amn bml me o bmn aml bm] amZ - bm2 e amn - bmn

3.2.1.3. Nasobeni matice skalarem AA =B
Matici A4, kde 4 je redlné Cislo, nazyvame realnym A-ndsobkem matice 4 a
rozumime jim matici B stejného typu, jejiz kazdy prvek b, je roven A-ndsobku

stejnolehlého prvku a; matice 4 (b; = Aay).

app 4ap o 4y Aay  Aayp o Ay,
de dy Ay o Gy | Aay  Aay - Aay,
aml am2 T amn j’aml Mm2 o ﬂ‘amn

Pro nasobeni matic skalarem plati:
a) Distributivni zdkon pro nasobeni matice skaldarem vzhledem ke scitani

skalari: (a+ f)A=aA+ PA.

-15-



M. PECKA: Vyukové programy z numerické matematiky

b) Distributivni zakon pro ndsobeni matice skalarem vzhledem ke scitini
matic: a(A+ B)=aAd+aB.
C) Asociativni zdkon pro ndsobeni matice skalarem vzhledem k ndsobeni

skaldri: a(BA) = (aff)A=aBA.

3.2.1.4. Nasobeni dvou matic AeB=C

M¢jme matice 4 typu (m,n) a matici B typu (n,p), pfiCemz matice 4 ma
presné tolik sloupcii jako ma matice B fadkd. SouCinem téchto matic nazveme

matici C typu (m,p), jejiz kazdy prvek c; je skalarni soucin i-t€ho fadku matice 4

a j-tého sloupce matice B (¢, = Zaikb,g ).
k=1

n n n
> ayb, Sab, - Yab
160k1 102 1kOkn
4 4dp A, by by by, k=1 k=1 k=1
a a e a b b T L L L
21 92 | | P21 P22 | _| Xayby  Xayb, o Yayb,
. . . . R . P Pl -
a a a b b -+ b u L U
ml m2 mn ml m2 mn e
/Z Aebiy kzlamkbkz lzlamkbkn
K= = K=

Pro nasobeni matic plati:
a) Nasobeni matic neni komutativni.

b) Asociativni zakon pro nasobeni matic: (AB)C = A(BC) = ABC. (Matice

A je typu (m,n), matice B typu (n,p) a matice C typu (p,q).)
C) Distributivni zakon vzhledem ke scitani matic: (A+ B)C = AC + BC.

3.2.1.5. Nasobeni matice a vektoru Ax

Nasobeni matice a vektoru se provadi stejn¢ jako nasobeni dvou matic,

nebot’ sloupcovy vektor se da povazovat za matici typu (n, 1), vysledkem je opét

sloupcovy vektor.

X Y1
app dp ap,
X )
ay;  Apxp ary _ 1
o X3 |=| V3 [y = 2 Ap Xy
. k=1
aml am2 amn

xﬂ y}’l
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M. PECKA: Vyukové programy z numerické matematiky

Vice o operacich s maticemi se miizete docist napi..v [12] str.184 - 189

3.2.2. Hodnost matic
Hodnost matice 4 — zna¢ime /(A) je maximalni pocet linedrn¢ nezavislych

radkd, resp. sloupcli matice A.
Hodnost matice 4 se nezméni:

1. Vynasobime-li jeden fadek (sloupec) nenulovym c¢islem.

2. Zaménime-li poradi fadki (sloupcit) v matici.

3. Pricteme-li k jednomu fadku linedrni kombinaci ostatnich radk.

4. Vynechame-li fadek, ktery je linearni kombinaci ostatnich fadki matice.

5. Pridame-li k matici A4 tadek, ktery je linedrni kombinaci ostatnich radku

matice.

Pro hodnost 4 matice 4 typu (m,n) plati: h <min(m,n).

Necht A4 je ¢tvercova matice typu (m,m):
a) Je-li h(4) = m, fikdme, Ze matice A4 je regularni.

b) Je-li 1(A) < m, fikdme, Ze matice 4 je singularni.

3.2.3. Vypocet determinantu matice

Determinantem n-tého stupné matice A nazyvame Cislo
D= Z(—l)’alklaz,(2 ..... a, » ktere ziskame jako soucet vSech permutaci, viz [10],
str. 48, (ki kk;s,....k,) Cisel 1,2,...n a kde r udavé pocet inverzi v permutaci

(ki ko ks, ... k).

Determinant vypocitdme podle nésledujiciho vzorce:

iy dpp ot 4y
a a o a
721 22 2n| _ r
detA - . . .. . - z(_l) a1k1a2k2 ....... ank" .
A Ao "0 Ay
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M. PECKA: Vyukové programy z numerické matematiky

Pro determinant stupné 2. a 3. Ize pouzit Sarrusovo pravidlo:

a) Determinant matice typu (2,2)

dy. ap
1~ 12| _

PR
4y dn
+

b) Determinant matice typu (3,3)

A A
ap Ay aiz| (A G QS| 4G a,s
N Y N/ /

det 4 =lay ay ax|= azlf}zﬁgz Uyl Ayy =

/ NP
ay) A3y A3z |G3] Az Ax3| A3 Ogp
Ry
+ + +

= aaxasz;t apazasz;t a3aza sz -azaagz - Azasa - dzza2da)

Determinant se rovna nule, je-li jeden zjeho tadkl linedrni kombinaci

ostatnich radku.

Rozvoj podle tadku (obdobné mozno i podle sloupce) slouzi k vypoctu
determinantu matice fadu n pomoci vypocltu n determinantl matic fadu n—1.
Ktomu se zavadi tzv. subdeterminant matice A pfislusny prvku ay, ktery
vyjadiuje determinant matice vzniklé z matice 4 odstranénim i-tého fadku a j-tého

sloupce.

Vlastnosti determinantu:

1. Hodnota determinantu se nezméni:

a) Zaménime-li v ném fadky za sloupce (tzn., Ze determinant matice 4 se

rovna determinantu transponované matice 4”).
b) Pticteme-li k jednomu fadku linearni kombinaci ostatnich radk.
2. Determinant matice se rovna nule:
a) Ma-li ¢tvercova matice dva radky stejné.
b) Je-li jeden fadek matice linearni kombinaci ostatnich radkd.

3. Zaménime-li dva tadky, nebo dva sloupce, pak se determinant vzniklé

matice rovna - det4
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M. PECKA: Vyukové programy z numerické matematiky

4. Nasobime-li jeden fadek matice A4 redlnym ¢islem a, potom je determinant

vzniklé matice roven o.detA.

5. Ma-li matice pod nebo nad hlavni diagonalou samé 0, pak se determinant

rovna svému hlavnimu ¢lenu.

3.2.4. Specialni typy matic
Nulovou matici rozumime takovou matici, ve které jsou vSechny jeji prvky

rovny nule ( a; = 0).

Jednotkovou matici nazyvame cCtvercovou matici, jejiz vSechny prvky
na hlavni diagondle jsou rovny 1 a vSechny ostatni prvky jsou rovny O.

Jednotkova matice se obvykle znaci E.

Transponovanou matici k matici 4 = (a;) typu (m,n) rozumime matici

AT = (b;j) typu (n,m), pro jejiz prvky plati b;; = a;;.

by=a, by=ay, - b,=a

a4y ay, n ml
A= ay; a.zz a?n 4= by, : a;, by fazz by, =a,
aml am2 amn bml = aln bm2 = a2n bmn = amn

Inverzni matici k ¢tvercové matici 4 n-tého stupné nazyvame ctvercovou
matici 4”7 n-tého stupng, proniz plati A4 = 4’4 = E, kde E je jednotkova

matice. K matici 4 existuje inverzni matice A4~ tehdy a jen tehdy, je-li 4 regularni.
Matice 4 je symetricka plati-li 4" = 4, tj. a; = a;;

Ctvercovou matici 4 typu (n,n) nazveme diagonalné dominantni, je-li

splnéna alespon jedna ze soustav nerovnosti:
n .
la; > 2 |Cll-j l.i=12,..n
J=Lj#

n
ag > X lay]j =12,
i=lLi#j
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M. PECKA: Vyukové programy z numerické matematiky

Horni (pravou), resp. dolni (levou) trojihelnikovou matici nazyvame

¢tvercovou matici 4, praveé kdyz pod (resp. nad) vSemi prvky a; jsou samé nuly.

Matici tvofenou jednim tfadkem, tj matici typu (/,n) nazyvame Fadkovou

matici, nebo n-rozmérnym vektorem.

Matici tvoifenou jednim sloupcem tj matici typu (m,/) nazyvame

sloupcovou matici, nebo m-rozmérnym transponovanym vektorem.

3.2.5. Absolutni hodnota matice

Jsou-li 4 a B matice stejn¢ho typu, znamena nerovnost 4 < B, ze plati

a.. <b.

j < by, pro vSechna i,j.

Absolutni hodnotou matice 4 budeme nazyvat matici | 4 |= (| a; [), kde

|a;| jsou absolutni hodnotu prvkii matice A.

Jsou-li 4 a B matice, pro které ma smysl operace s¢itani a nasobeni a « je

¢islo, pak plati:
1. |4+ B| <|4]+|B|
2. |4B|<|4]-|B|

3. |aB| <|a 4]

3.3. Normy matic a vektort

3.3.1. Normy matic

Ctvercové matici 4 ptiradime Cislo ||4]|, které bude v jistém smyslu mirou
jeji velikosti. Tomuto c¢islu fikdme norma matice A. Existuje nekonecné

moznosti jak tuto normu matice definovat.
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Normou matice 4 nazyvame realné Cislo ||4||, které splituje nasledujici
podminky:
1)||A|| >0, kde ||4]| = 0, pravé kdyZ A je nulova matice

2) ||aA|| = |a| ||A|| a je libovolné ¢islo
3)|4+ B| <|4]|+|B| trojuhelnikové nerovnost

4)|4B| < ||4|-|B| Schwarzova nerovnost

A,B jsou matice, pro které maji operace s¢itani a nasobeni smysl

Je-li m piirozené Cislo, pak pro ¢tvercovou matici 4 plati nerovnost:

|4 < 141"

Neékteré nejpouzivanéjsi normy jsou:

Radkova norma |4] , = max >
j=I

a..
i
1<i<n j= /

Sloupcova norma |4, = max i‘ajj‘
1<j<ni=1

n n 2
Euklidovska norma ||A|| = /2121 aij‘
i=lj=

3.3.2. Normy vektort

Vektor x chapeme jako matici typu (n, /), normy pro n¢j vypadaji tedy takto:

Radkova norma ||x|| = max|x,-|
I<i<n

Sloupcova norma ||, = il|xl.|
iz

(&2
Euklidovska norma ||x|| g = Zl|xi|
1=
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4. Zaklady teorie chyb

Numerické odpovédi na problémy jsou obvykle zatizeny chybami, které

oy ee

zpusobeny pii hledani feSeni numerickou cestou.

4.1. Nej¢astéjsi zdroje chyb

1) Chyby metody. Nékdy neni mozné feSit ulohu v piesné formulaci.
Nehledame teSeni problému, ktery byl piivodné formulovan, ale feSeni néjaké
aproximace zdivodu obtiZznosti nebo nemoznosti fteSeni formulovaného

problému. Vysledek aproximace je vSak blizky plivodnimu feSeni.

2) Chyby zbytkové. Vznikaji nahrazeni procesu nekonecného charakteru
procesem koneCnym. V praxi se pak zastavujeme u jistého clenu, ktery
povazujeme za piiblizné teSeni. Toto pieruseni zplsobi chybu. Napft. pii souctu

nekonecné fady je vypocet ukoncen dosazenim pifedem stanovené presnosti.

3) Chyby vstupnich udaji. Tyto chyby jsou zpiisobeny nepiesnosti
meticich pfistroji a tim, Ze se v matematickych formulich vyskytuji Ciselné

parametry, jejichz hodnotu Ize urcit jen pfiblizné. Napf. fyzikalni konstanty.

4) Chyby zaokrouhlovaci. Ne vzdy Ize provést aritmetické vypolty
s Gplnou presnosti. VE&tsina ¢isel mé nekonecné dekadické vyjadreni, které musi
byt zaokrouhleno. Ale i v piipadé, kdy lze vstupni udaje tlohy vyjadfit presné
kone¢nym dekadickym vyjadienim, mizeme délenim ziskat ¢isla, kterd je nutno
zaokrouhlit, a nasobeni miize davat vice desetinnych mist, nez lze rozumné

podrzet.
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4.2. Absolutni a relativni chyba

V uvodu kapitoly jsem jiz vyjmenoval mozné zdroje chyb, jez zptsobuji, ze
pfi numerickém vypoctu pracujeme stale s Cisly, kterd jsou aproximacemi
ptesnych ¢isel. Proto je ucelné zavést vhodnéd oznaceni, aby bylo mozné chovani

chyb sledovat.

Aproximaci Cisla 4 se nazyva Cislo a, které se od Cisla 4 1i$i dostatecné
malo, aby mohlo pfi vypoctech nahradit ¢islo 4 (misto terminu aproximace Cisla 4
se n¢kdy uziva také terminu pfibliZzeni Cisla 4 nebo pfibliznd hodnota Cisla A).
Vime-li, Ze a < 4, tikdme, Ze a je aproximaci Cisla 4 zdola, je-li a > Anazyvame

a aproximaci shora.

Rozdil mezi piesnou hodnotou A4 a aproximaci a se nazyvd chyba a

zapisujeme ji Aa, tzn., ze plati:

A=a+Aa.

Chybu Aa délime také na:
a) kladnou 4 > a

b) zapornou 4 < a

Vétsinou ale nevime, zda je dand chyba kladna ¢i zapornd, proto zavadime

pojem absolutni chyba aproximovaného ¢islaA = |Aa| .

Absolutni chybou aproximace a nazyvame rozdil mezi pfesnym cCislem 4 a
aproximaci a, tj.

A=|A—a|

K vypoctu absolutni chyby podle vzorce je tieba znat ¢islo 4. Toto Cislo
vSak vétSinou nezndmé, a proto je vhodné zavést jeji horni odhad (dale jen

odhad).

Odhadem absolutni chyby nazveme ¢islo ¢(a) > 0, pro které plati:

|A—a| <ég(a).
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Relativni chybou ¢ aproximace a nazyvame hodnotu podilu absolutni

chyby A a absolutni hodnoty ptislusného ptesného Cisla A:
= m )
Podobné jako u absolutni chyby zavedeme pojem odhad relativni chyby.

Odhadem relativni chyby pfiblizného ¢isla a se nazyva libovolné ¢islo J,,

které neni mensi nez relativni chyba ¢isla a, tedy:

0,%90.

4.3. Sifeni chyb pfFi vypoétu
Pfi numerickém vypoctu se provadi posloupnost poCetnich operaci a je zcela

piirozené, ze se chyby zpracovavanych Cisel projevi v chybé vysledku. K jejimu

odhadu je nutné znat odhady chyb vysledkii zakladnich pocetnich tkond.

Chyba aritmetickych operaci:

Do aritmetické operace vstupuji dva operandy surCitymi chybami.
Provede se operace, v jejimz vysledku se projevi chyby operandii, a jako soucast
operace nasleduje zaokrouhleni vysledku na ¢ mist. Kazda aritmetickéd operace je

tedy doprovazena zaokrouhlovanim.

Necht’ a je aproximace ¢isla 4, b je aproximace ¢isla B a:

1) Je-li ¢ = a + b aproximace souctu C = 4 + B, potom
C=a+Aa+b+Ab=c+Ac,
kde:

Ac = Aa+ Ab aplati |Ac| < |Aa| + |Ab| e, té&,.

2) Je-lid = a - b aproximace rozdilu D = 4 - B, potom
D=a+Aa-b—-Ab=d+Ad,
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kde:
Ad = Aa — Ab a plati |Ad| < |Aa| + |Ab| e, té&,.

3) je-li e = a.b aproximace souéinu £ = 4.8, potom
E =(a+Aa)(b+ Ab) = ab+ aAb+ bAa+ AaAb = e+ Ae;
klademe:
Ae = aAb + bAa (tedy €len AaAb nebereme v tvahu)
a plati:
|Ae| < |a|gb +|b|8a neb0|Ae| ~ |a|gb +|b|ga .

(|Ae| je mensi nebo ptiblizné rovno)

4) je-li f =% aproximace podilu F = % , potom

a+Aa
“hem Y

kde:

Af = bAa —aAb N bAa — aAb

b(b+ Ab) B

a plati:

[Av] < Mnebo ] ~ M.

b b]

(|Ae| je mensi nebo piiblizné rovno)

4.4. Numericka stabilita

Jakakoliv chyba mize mit vliv na kone¢ny vysledek, tento vliv vSak mtze
byt velmi rozdilny u riznych numerickych metod. Podle toho, jaky vliv ma chyba
na vysledek rozd€lujeme metody do dvou kategorii, a to na metody stabilni a
nestabilni. Nestabilni metodou (algoritmem) nazveme takovou metodu, kde se
relativné malé chyby v jednotlivych krocich vypoctu postupné akumuluji tak, ze

dojde ke katastrofalni ztraté¢ presnosti numerického feseni ulohy. Naproti tomu
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nazveme stabilni metodou takovou metodu, kde chyba vysledku roste s poctem

kroki n nejvySe linearné.

Nestabilita algoritmu vznikd v disledku akumulace zaokrouhlovacich
chyb. Typicky se objevuje v rekurzivnich algoritmech. Nestabilita metod mtize
vznikat 1 v disledku akumulace chyby metody. Napi. casto se objevuje
pfi numerickém feSeni pocatecniho problému pro obycejné a parcidlni

diferencialni rovnice.

4.5. Podminénost uloh a algoritmu

Muze se stat, ze presto, ze je metoda stabilni, tak pfi zadani specifickych
vstupnich udaji mize dojit k podstatné chybé v kone¢ném vysledku. Proto je
v mnoha Ulohach dulezité pied vlastnim feSenim zjistit, jaky vliv maji vstupni

udaje na vysledek.

Rikédme, ze uloha je dobfe podminéna, jestlize mald zména ve vstupnich
datech vyvold malou zménu feSeni. Je-li y+ Ay feSenim ulohy odpovidajici

vstupnim datim x + Ax, potom cislo:

[av]
_s» _ bl
TS |Ax
o

nazyvame €islem podminénosti tlohy.

Kdyz C, ~1, je uloha velmi dobfe podminéna. Pro velkd C, jde o tlohu

Spatn€ podminénou.
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5. ReSeni soustav linearnich algebraickych rovnic

V této kapitole se budu vénovat soustavdm linedrnich rovnic, podminkdm

jejich fesitelnosti a zpisobiim jejich feseni.

Soustavou m linearnich rovnic o N neznamych x;, x, ...., x, nazyvame
soustavu.
apx, + apx, + .. + apx, b,
ayX;, + apx, + .. +  a,,x, b,
AX, + X, + .. + a,x, = b,

ReSenim soustavy se nazyva kazda takova usporadana n-tice komplexnich
¢isel (ajo0z....ay), tj. n-Clenny vektor, pro ktery plati, ze piidosazeni cisel

a5,02, ...., 0, Zaneznameé x;, X, ..., X, jsou vsechny rovnice soustavy splnény.

Je-1i b; = 0 pro vSechna i = 1, 2, ..., m tak soustavu nazyvame homogenni
soustavou rovnic. Je-li alesponi jedno zc¢isel b; rizné od nuly, pak soustavu

nazyvame nehomogenni soustavou linearnich rovnic.

Matici soustavy nazyvame matici A4, kde kazdy tadek reprezentuje jednu

rovnici soustavy a kazdy sloupec jednu proménnou:

all alz DY DY aln

a21 a22 e e azn
A= . .

Ay Ao A

a,, Q... ... a,l|b
azl a22 LY LY azn b2
B = :
Ay Ay e oo Ay 1Dy
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Ekvivalentnimi soustavami linedrnich rovnic nazyvame takové dvé
soustavy linedrnich rovnic, pro které plati, ze kazdé feSeni prvni soustavy je

zaroven feSenim druhé soustavy a naopak.

Upravy, které prevaddji jednu soustavu linearnich algebraickych rovnic

na soustavu s ni ekvivalentni, se nazyvaji ekvivalentni apravy.

Ekvivalentni upravy

1. Libovolna zdména potadi rovnic.
2. Vynasobeni jedné rovnice libovolnym, ale nenulovym ¢islem.

3. Pficteni libovolného nasobku jedné rovnice soustavy k jiné libovolné

rovnici.
4. Vynechani rovnice, které je nasobkem jiné rovnice.
5. Vynechani rovnici, ktera je linearni kombinaci ostatnich rovnic.

6. Pridani rovnice, ktera vznikne linearni kombinaci ostatnich rovnic

O fteSitelnosti a poctu feSeni soustavy linearnich rovnic vypovida

Frobeniova véta.

Frobeniova véta o reSitelnosti soustavy:

Soustava je fesitelna tehdy a jen tehdy, je-li hodnost matice soustavy rovna

hodnosti rozsifené matice soustavy.

Déle plati:

1) Je-li h(A) < h(B), potom soustava nema fesen.

2) Je-li h(4) = h(B) = n (n je pocet neznamych), pak ma soustava prave

jedno feseni.

3) Je-li h(4) =h(B)<n (n je pocet neznamych), pak mé soustava

nekoneé¢né mnoho feSeni.

Matice koeficientl, se kterymi se setkdme v praxi, patii vétSinou k jedné

ze dvou kategorii:
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a) PIlné matice, ale ne pfili§ velké. Plnou matici rozumime takovou
matici, kterd ma velmi malo nulovych prvkl a ne piili§ velkou matici
rozumime matici jejiz fad je nejvyse asi tak 30. Matice tohoto typu se
pouzivaji kfeSeni problémt v riznych odvétvich — at’ uz je to

matematika, fyzika, technika, atd.

b) Ridké matice, ale mnohdy velmi velké. Ridka matice na rozdil od vyse
uvedené ma malo nenulovych prvki. Velmi velkou matici minime fadu
100 nebo vétsiho. Matice tohoto typu vznikaji obvykle pii numerickém

feSeni parcialnich diferencialnich rovnic.

Jak se Casto fika, tak numerickd, matematika je uménim i1 védou. Uménim
v tom smyslu, Ze je velmi dalezité umét se rozhodnout, jakou metodu mame
na feSeni daného problému pouzit. Nebot’ zvolime-li si metodu Spatnou, tak jeji
vysledek mize byt zatizen nejriiznéj$imi chybami. Navic vypocet vysledku mize
byt velmi zdlouhavy, ¢i dokonce nerealizovatelny. Proto dobry vybér metody je

pul tspéchu pii feSeni numerického problému.

Dutlezity vybér metody nastava taky pii feSeni soustav algebraickych rovnic
s plnou, nebo fidkou matici. Obecné€ pro feSeni plnych matic je vyhodnéjsi vyuzit
piimé metody, kdezto profeSeni matic druhé kategorie se cCastéji pouziva

iteranich metod. Oba typy téchto metod predstavim v nasledujicich kapitolach.

Podminénost soustavy

V praxi se setkdvame s tim, ze koeficienty soustavy rovnic Ax = b jsou
zatizeny chybami, tyto chyby se mohou projevit vrizné mife na konecném

vysledku.

Zkusme si to ukédzat na jednoduchém ptikladu, kdy feSime dvé soustavy

rovnic o dvou nezndmych, jejichz zadani se lisi jen velmi nepatrn¢:

x4 6y _ 9 3x  + 6y = 9

a) 3x 4+ 6.001 = 9,001 b) 3x  + 5,999 = 9,003
= 1 = 9

y = 1 = -3
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Jak vidime zadani téchto soustav se lisi sice jen nepatrné, a to v koeficient
az; 00,002 a v koeficientu b, 0 0,002 a pfitom tento drobny rozdil zpusobil, Ze
ob¢ soustavy maji upIné€ odlisné feseni. Pokud by druhd soustava reprezentovala
naméfené hodnoty prvni soustavy, tak vysledek tohoto vypoctu by byl v praxi
zcela nepouzitelny. Proto se zavadi pojem Spatné a dobfe podminéna matice
soustavy, ktery vypovida o tom, jaky vliv mé& drobna chyba v méfeni na kone¢ny

vysledek.

Matici soustavy nazyvame dobie podminénou, jestlize relativné malé
zmény Vv koeficientech zptisobi relativné malé zmény v feSeni. Matice se nazyva
Spatné podminéna, jestlize relativné malé zmény v koeficientech zplsobi

relativné velké zmény v feSeni.

Vice o podminénosti matic se mizete docist v [1] str. 433-444.
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5.1. Pfimé metody

Metodu feseni soustavy Ax = b (s regularni matici) fadu », ktera vede k pies-
nému feSeni (nebereme-li v Givahu vliv zaokrouhlovacich chyb) po kone¢ném
poctu kroki, nazyvame p¥imou metodou. Zakladnim principem piimych metod
je eliminace nezndmych. Pro plné matice jsou piimé metody vétSinou

nejefektivnéjsi.

5.1.1. Gaussova eliminacni metoda

Princip této eliminace spociva v pfevodu soustavy Ax = b na ekvivalentni
soustavu, jejiz matice je horni trojuhelnikova. (tzn. ze vSechny prvky pod hlavni
diagonalou jsou nulové). Pouzité operace jsou vynasobeni rovnice (tj. fadku
soustavy rovnic) nenulovym ¢islem a pficteni této rovnice k rovnici jiné. Kone¢ny

vypocet neznamych z trojuhelnikové matice nazyvame zpétny chod.

Uvazujme soustavu z rovnic pro n neznamych ve tvaru:

al]xl “ee alzxz + cee + aln.xn = al,n+l

az]xl cee a22x2 + cee + azn.xn = a27n+l
(D )

Xy o ApXy + e+ Ay,X, = 4,

kde jsme pro jednoduchost znaeni poloZili b; = a;,+;. Déle predpokladame, Ze
matice 4 je regularni. Necht' a;; # 0, pak pfi¢tenim vhodnych néasobkl prvni
rovnice ke zbyvajicim n-/ rovnicim vylou¢ime ztéchto rovnic nezndmou x;.
Témito vhodnymi ndsobky jsou Cisla:

a;

_ .. _
m, =—-———;i=23,..,n,
an

a nazyvame je multiplikatory 1. faze eliminace.
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Nyni dostdvame prvni redukovanou soustavu:

allxl oo a12X2 + see + alnxn = al,n+l
O] ) _ (O]

Ay Xy + ... + ar), X, = az,nﬂ
(0] ()] _ (O]

an2x2 + ..t Ay Xp - an,n+1

kde, jak vidime, se prvni rovnice neméni a ostatni prvky jsme z plivodni soustavy

ziskali takto:

b = '

a;’ =a; +m,a,;;i= 23,...,n;j=23,...,n,n+1.

V druh¢ fazi eliminace predpoklddame, Ze agz) # 0, a vylou¢ime neznamou
X, ze zbyvajicich n-2 rovnic redukované soustavy tim, ze druhou rovnici
redukované soustavy vyndsobime multiplikatory:

(1)

a.
i2 L.
=34,..n,

m;, = _T,l
ann

a postupné pti¢teme tento nasobek druhé rovnice ke zbyvajicim n-3 rovnicim. a

dostaneme tak druhou redukovanou soustavu:

) ) @ _ (M
Ay Xy + ay3 X3 + ... + a, X, = az’nﬂ
(2) (2) _ (2)
a3y X4 + ... + as, x, = a3,n+1 ,
(2) (2) _ (2)
a,3 X3 + + A Xy - an,n+l
kde:
2y _ (1 .. _ R
al-(]- ) = al.(.) + mizaéj ;i=34,...,n;j=34,..nn+l.

Dale pokracujeme analogickym zpisobem, az po n-I krocich ziskdme

kone¢nou redukovanou soustavu s trojuhelnikovou matici ve tvaru:
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apXx, + apx, + apxy + ..+ apXx, = 4,4,
Q) (1) ) _ )

Ay Xy + dyxy + ..+ a4 Xx, = 4,4

(2) (2) _ (2)

a33 X3 + .os + Cl3n Xn - a3,}’l+1 .

(n=1) )

A "Xy - an,n+1

Tim je soustava pievedena na trojuhelnikovy tvar a jeji feSeni mizeme

snadno spocitat podle vzorce:

LN B S () ;

X = (@, — 2 a; 'x;),proi=n,..l.

a;; j=i+l

Gaussova eliminace je nejvice pouzivand metoda pro tzv. ,,ruéni feSeni
malych soustav®. Hodi se ale také k pocitaCovému feSeni soustavy az o tisicich
rovnic. Vypocet vSak neprobéhne korektné, je-li nckteré  z Cisel

o Q2)
a;,a,; ,0a33 .....1ovno 0.

Pro feseni soustavy metodou Gaussovy eliminace matice fadu # je potieba:

—n’+n°——n=—p" -nasobeni a déleni,
3 3

1 11 roa
—n+n’——n~—p° - stitani

3 3 3

5.1.2. Gaussova metoda s vybérem hlavnich prvk
Jak jsem jiz tfekl, Gaussovu elimina¢ni metodu nelze pouzit, jestlize je
nékteré z &isel a,,,al),al3)....rovno nule. Pokud by vsak bylo nékteré z téchto

¢isel velmi malé, mize to mit diky chybam pii zaokrouhlovani béhem vypoctu

fatalni dopad na kone¢ny vysledek. Abychom snizili vliv zaokrouhlovacich chyb,
je vhodné vybrat za hlavni prvky matice takové prvky, které maji co nejvetsi
absolutni hodnotu, nebot’ tim dosahneme toho, Ze pro vSechny multiplikétory
bude platit nerovnost |m; [<1 a jak vime, nasobeni malymi Cisly chyby spise

zmensuje.
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5.1.2.1. Gaussova metoda s uplnym vybérem hlavniho prvku

Uvazujme soustavu z rovnic pro n neznamych ve tvaru: (1) a ur¢ime hlavni

prvek, tzn. Ze najdeme prvek a,, s indexy p,q, I <p <na I <g <n tak, aby:

<l|a

Pq

i ij=12,...n.

Vybrali jsme tedy prvek s maximalni absolutni hodnotou. Je-li takovych
prvkill vice, miizeme vzit kterykoliv z nich. Prvek a,, nazgyvame hlavni prvkem,
p-tou rovnici soustavy hlavni rovnici a nezndmou x, hlavni nezndmou. Nyni
pomoci hlavni rovnice vylou¢ime nezndmou x, ze vSech ostatnich rovnic. K tomu
staci od i-té rovnice odecist m;,-nasobek hlavni rovnice, kde:

aiq . .
m, =——,i=12,...n;i#q.

! 9 pq

Tim jsme vyloucili nezndmou x, z ostatnich rovnic. Vynechdme-li hlavni
rovnici, ziskdme soustavu n-/ rovnic o n-/ neznamych. Ze soustavy n-/ rovnic
on-1 neznamych vybereme dal§i hlavni prvek a vyloucime dalsi hlavni
neznamou, vynechanim dalsi hlavni rovnice dostaneme soustavu n-2 rovnic o n-2
nezndmych. Takto bychom postupovali dale, az bychom po n-/ krocich ziskali
soustavu ekvivalentni se zadanou soustavou. Tato soustava sice neni
trojuhelnikovd, ale vhodnym pferovnanim ftadkd bychom zni mohli
trojhelnikovou soustavu vytvofit, a proto k dofeSeni této soustavy pouzijeme

opét zpétny chod.

5.1.2.2. Gaussova metoda se sloupcovym vybérem hlavniho prvku

Jedna se o podobny postup jako u metody s vybérem Uplného hlavniho
prvku. V k-té fazi eliminace (k = 1,2, ..., n-1) vybirame za hlavni prvek takovy
prvek, ktery ma nejvétsi absolutni hodnotu z téch prvki k-tého sloupce patticim
zbyvajicim n-k+1 tadkim, které do k-té faze nebyly hlavnimi fadky. Vysledkem
je opét matice, ze které mizeme vhodnou zaménou ftadkl vytvofit matici

trojthelnikovou.
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5.1.2.3. Gaussova metoda s radkovym vybérem hlavniho prvku

V k-t¢ fazi eliminace (k = 1,2, ..., n-1) vybirame za hlavni prvek takovy
prvek, ktery ma nejvétsi absolutni hodnotu z téch prvki A-tého tadku patficim
zbyvajicim n-k+1 sloupcim, které do k-té faze nebyly hlavnimi sloupci.
Vysledkem je opét matice, ze které mizeme vhodnou zdménou tadka vytvorit

matici trojuhelnikovou.

5.1.3. Choleského rozklad

Je-li matice A typu (m,m) symetricka a pozitivn¢ definitni matice (pozn.
pozitivné definitni je takovd matice A, pro kterou plati x'Ax > 0 pro kazdy
nenulovy vektor x.). Potom existuje pravé jedna horni trojuhelnikova matice R

typu (m,m), jejiz viechny diagondlni prvky jsou kladné, takova, 7e 4 = R'R., tedy:

L Y I np 0 0 0 ny A 3o K
Ay Ay oo oo Gy, ra rp, 0 ... 0 0 ry 1y o1y

=|ri3 ran ry 0 [ef 0 0 ry "3
A1 A2 Din Flm  F2m Vinm 0 0 0 Vinm

Matice R se nazyva Choleského rozklad matice 4.

Prvky matice R se pocitaji postupné pro » = 1,2, ..., n podle vzorci:

=
Vii =1/aii_k21| na 2
= ’

i-1
ry = (ay —kerkirk,-)/r,-i '

Reseni soustavy rovnic pomoci Choleského rozkladu
Tento postup pouzijeme tehdy, mame-li feSit linedrni soustavu rovnic

s pozitivné definitivni matici. (ReSime soustavu ve tvaru Ax = b)

1. Matici 4 rozlozime na sou¢in R'R viz. predchozi odstavec.
2. Substituce 4 = R'Ra Ax =b > R'Rx = b.
3. Substituce y = Rxa R'"Rx=b > R’y = b.

4. Resime soustavu y = Rx.
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Reseni soustavy jsme pomoci Choleského rozkladu pievedli na postupné

fedeni soustav R’y = b a Rx = y.

Nékdo by mohl namitnout, k ¢emu nam je Choleského rozklad, kdyz nyni
musime feSit misto soustavy jedné soustavy dvé. Dlvod je prosty: sice nyni
musime fesit dvé soustavy rovnic misto jedné, ale obé tyto soustavy jsou soustavy

s trojuhelnikovou matici a jejich feSeni je tedy snadné.

5.1.4. LU rozklad

Princip metody LU rozkladu spociva vrozkladu matice soustavy A
na sou¢in dolni trojuhelnikové matice L a horni trojuhelnikové matice U,
pricemz A = LU. A nasledné misto feseni ptivodni soustavy Ax = b (LUx = b),

4

feSime dv¢ trojuhelnikové soustavy Ly =ba Ux =y .

Nyni ukdzu, Ze jednotlivé kroky Gaussovy elimina¢ni metody lze také
chépat jako provedeni jistych maticovych operaci. Pii Gaussové eliminaci se

prevadi vychozi soustava na ekvivalentni soustavu s trojithelnikovou matici.

Pti eliminaci nezndmé x; ze soustavy:

al]xl “ee alzxz + cee + aln.xn = al,n+l
az]xl “ee a22x2 + cee + azn.xn = a27n+l
Xy o ApXy + o+ QX = 4,

jsme odecitali m;;-nasobky prvniho ftadku matice A4 odftadku i-tého
a
(my =———3i=23,.,n). Tentyz vysledek dostaneme, kdyz matici 4

vynasobime zleva matici:

1 0 0 .. 0
—my 1 o .. 0
M, =|-my 0 1 0
—m, 0 0 0 1

nl
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Déle odstranime neznamou x; ze tieti az n-té rovnice tim, ze ji vyndsobime

zleva, tentokrat matici:

1 0 0 0
0 1 0 0
My=| 0 -my 1 0
0 -m, O 0 1

Analogicky bychom pokracovali déle, az po n-1 krocich bychom dostali

horni trojuhelnikovou matici U, kde U = MM ,M A, totoznou s matici, kterou

bychom ziskali Gaussovou eliminaci.

Z toho pak plyne, ze 4=M['M;'M;'U substituci L =M 'M5'M3', kde
L je dolni trojuhelnikova matice se dostaneme k vztahu 4 = LU. Nyni tedy feSime

soustavu LUx = b, kterou miizeme fesit jako dvé soustavy Ly = b a Ux = y.

. eptivx e g . 1
Vypocetni sloZitost je pfiblizné stejnad jako u Gaussovy ehmmacezg n -

s¢itacich operaci tak i nasobicich a délicich operaci.

Nejvyznamngj$i vyuziti této metody je hlavné pfifeSeni soustavy rovnic
s riznymi pravymi stranami, kdy nemusime znovu provadét rozklad na dolni a
horni trojuihelnikovou matici, ale rovnou miizeme soustavu fesit zpétnym chodem,
kde na kazdou dal§i pravou stranu je potieba ~ 5> nasobicich operaci a n(n-1)

s¢itacich operaci.

5.1.5. Cramerovo pravidlo

Soustava n linedrnich rovnic on nezndmych (1). snenulovym
determinantem soustavy, ma pravé jedno feSeni (x;, ..., x,), kde x;=D/D; ptitom
Di je determinant, ktery vznikne z D tim, Ze v ném i-ty sloupec nahradime
sloupcem pravych stran rovnic (1).

Vzhledem k slozitosti vypoétu determinantti vysSich fadi se Cramerovo
pravidlo v praxi nepouziva. Napf. jen pro vypocet matice fadu 20 by bylo potieba
spocitat 21 determinantii ¥adu 20 coz je 21*19*20! nasobeni (tedy cca 9,70-10%°

nasobicich operaci) — na coz by nestacila ani dne$ni vypocetni technika.
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5.2. Itera¢ni metody

Iterace je metoda, kterd opakovanou aplikaci postupu dosahuje stale
presnéjsich vysledki. Nejcastéji se pouziva pro fidké matice. V této kapitole se
budu vénovat popisu a rozboru iterace, konkrétné popiSu tifi metody iteracniho

postupu, jsou to prosta iterace, dale pak metody Jacobiova a Gaussova-Seidelova.

5.2.1. Prosta iterace

Prvni z iteranich metod, kterym se budu vénovat, je prosta iterace.

Soustava n rovnic o n neznamych je zapsana ve tvaru:

xn = bnlxl + bn2x2 + M + bnn.xn + dn

Soustavu (2) miizeme také zapsat jako maticovou rovnici:

x=Bx+d.

Necht x™ je libovolny (sloupcovy) vektor prostoru ¥,. Definujme

URNG)

posloupnost vektorti x'/, x'7, ... .... predpisem:

=B O g k=0,1...... ,

coz muzeme piepsat do tvaru:

3)  xV = Yhxktd, .
AT

Tyto vzorce definuji tzv. prosty iteracni proces piisluSejici k soustavé (2).
Vektor x* se nazyva k-tou iteraci, specidlng nulté iteraci fikiame pocatedni.

Iteracnim krokem myslime piechod od jedn¢ iterace k iteraci nasledujici.
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Vytvofend iteratni posloupnost muze byt bud konvergentni, nebo
divergentni. Pfitom konvergenci zde rozumime konvergenci po soutfadnicich. Je-li
posloupnost iteraci konvergentni, pak jeji limita bude jist¢ feSenim soustavy (2).

Je-li divergentni, nelze feSeni prostou iteracni metodou ziskat.

Postacujici podminka pro konvergenci itera¢niho procesu

Definujme tfi ¢isla ¢;, a2, a3 predpisem:

1. alzmaxZJb,-j ....... 1<i<n;
Jj=

4) 2. g, =max i
i=0

Byl < j <
3. ay=(X 2b))"
i=0 j=0

Véta: Je-1i n¢které z Cisel ¢, as, a3 mensinez jedna, pak plati:
1. Soustava (2) ma pravé jedno feseni.
2. Posloupnost iteraci definovana vztahy (3) je pti kazdé vychozi iteraci

konvergentni a jeji limitou je feSeni soustavy (2).

Dukaz: Viz. [2], str. 146.

5.2.2. Jacobiova iteracni metoda

Dalsi itera¢ni metodou je Jacobiova iterace, kterd spocivad ve vytvoreni
Jacobiovy matice, ze zadané soustavy rovnic, ktera je vhodna k néaslednému

iterovani.

Soustavy Ax =b (se Cctvercovou regularni matici) musime néjakym
zpisobem prevést natvar x = Bx + d, ktery je vhodny pro iterovani. Jeden

z nejcastéji pouzivanych principi je tento:

Z i-té rovnice soustavy Ax = b za piedpokladu Ze a; # 0 vypocteme i-tou

neznamou, i = 1,2,...,n. Tak ziskame ekvivalentni soustavu ve tvaru:
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a a a b
_ 12 13 In 1
x = -—X, ——=X; . ——Xx, +—
ap ap ay ap
a a a b
_ 21 23 2n 2
X, = ———Xx -—=X; .. ——Xx, +——
an ax axn ann
a a a b
31 32 3n 3
X3 ... ———X ——=X, e ———Xx,  +—
as;z asz asz ass
a a a b
nl n2 n3 n
X, - X - X, - X5 +
ann ann nn ann

0 %2 _as . _a,
apn an a
421 0 _9s %
1)) 1)) as
B=| a a3 0 A3
as3 as3 as3
anl an2 an3 0
ai’ll‘l ai’ll‘l ann

Tim jsme piivodni soustavu ptevedli do tvaru, ktery uz dokazeme tesit

pfimou iteraci.

Postacujici podminka pro konvergenci iteraéniho procesu:
Je-li matice 4 diagonaln¢ dominantni (viz. 3.2.4.), je Jacobiiv iteracni

proces konvergentni.

Diikaz: Viz. [2], str. 148.

5.2.3. Gaussova-Seidelova metoda

Posledni z metod, kterym se budu vénovat, je tzv. GS metoda. Tato metoda
vychazi z podobné myslenky jako metoda Jacobiova (postup vytvofeni matice
vhodné k iteraci je stejny jako v Jacobiové metodé), jediny rozdil spociva v tom,

(k+1)

ze pti postupném vypoctu slozek vektoru x™ ' se uzivaji ty jeho slozky, které uz
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byly vypocteny, ihned k vypoctu dalSich slozek. Vypocet probiha podle
nasledujiciho vzorce:

i-1 n
3)  xV =3+ 3 bx" +d,  kdei=1,2,..n.
J=1 J=1

Postacujici podminka pro konvergenci iteracniho procesu:

Véta: Je-li nékteré z Cisel o, a2, a3 definované v (4) mens$i nez jedna, pak
plati:

1. Soustava (2) ma pravé jedno feseni.

2. Posloupnost iteraci definovana vztahy (4) je pii kazdé vychozi iteraci

konvergentni a jeji limitou je feSeni soustavy (2).

Dutkaz: Viz [2], str. 151-152.

5.2.4. Srovnani jednotlivych iteraénich metod

Hlavni otazkou kazdé iteratni metody je konvergence. V porovnani
s prostou iteracni metodou byva Casto Gaussova-Seidelova metoda vyhodnéjsi, i
kdyZ to neni pravda obecné. Pro nékteré soustavy miize dokonce GS metoda

divergovat, pfestoze prosta iteraéni metoda konverguje.

Metoda GS je v porovnani s Jacobiovou metodou SetrnéjSi na pamét
pocitace, nebot’ kazda nové vypoctend soufadnice miize nahradit soutadnici

predchozi, zatimco v piedchozi iteracni metodé je v pribéhu prechodu od iterace
)

(k+1)

kq - . , RN v .
x" k iteraci x" " stale zapotiebi vSech soutfadnic vektoru x
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6. Reseni algebraickych rovnic o jedné neznamé

V této kapitole se budu zabyvat né€kterymi z numerickych metod pro feSeni

nelinearnich algebraickych rovnic o jedné nezndmé.

Algebraickou rovnici n-tého stupné nazyvame rovnici:
agx"+a;, x"'+..+a, =0...a, %0,

kde a,,ay,.....,a, jsouredlna, resp. komplexni Cisla.

Korenem rovnice f(x)=0 nazyvame takové Cislo « , pro néz plati:
n n-l
fla)=2a;a"" =0.
i=0

Algebraicka rovnice n-tého stupné
f()=ayx"+a;, x"'+..+a, =0...a, #0
s redlnymi (resp. komplexnimi) koeficienty a,,a,.....,a, ma pravé n (obecné

komplexnich) kotfentl, poc¢itdme-li kazdy s ptislusnou nasobnosti.
Descartova véta:

Pocet kladnych kotfentli rovnice f(x) =0 je bud’ roven poctu znaménkovych

zmén v posloupnosti a,a,,.....,a, , nebo je o sudy pocet mensi.

6.1. Odhady polohy kofenu algebraickych rovnic

Hledat vSechny kofeny na celé realné ose by bylo velmi slozité, existuji v§ak
nekteré odhady, diky nimz mtzeme podstatné omezit interval, ve kterém se
vSechny realné koteny nalézaji, a to budeme pro nékteré numerické metody

pottebovat.

M¢&jme algebraickou rovnici f(x)=ay x"+a, x" ' +..+a, =0....a, >0 a

a je mnozina vSech redlnych kofenll o = {xl 3 X5 5 X, }
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OznaCme:
a; ..... nejmensi zaporny koeficient
ar ..... prvni zaporny koeficient

as ..... nejvetsi kladny koeficient pred prvnim zapornym koeficientem

}

A ..... nejvétsi koeficient v absolutni hodnoté 4 = maxﬂ

5 '7a

n

Pak pro kazdy realny koten a této rovnice plati:

a) a<l+—
|a0|

|“i|

Maclarinav odhad

) a<l+r: f Lagrangetiv odhad
d) a<l+r- / Tillotiv odhad

Pro zptesnéni odhadu se Casto také pouzivaji substitutce:
1 1

X=—X;X=—);X=——.
X X

b)a<1+

Po provedeni substituce mizeme provést znovu odhady jiz s upravenou rovnici a

zpétnou substituci ziskdme nové, Castokrat lepsi odhady.

Dtlezitym pojmem je i separace kofene, tj. urCeni intervalu <a,b >,
v némz lezi jediny kofen. Separaci se vSak v této praci zaobirat nebudu pokud se

o ni nékdo chce dozvédet vice tak naptiklad v [7] str. 23-28.

6.2. Graficke reseni

Necht f(x) =0 je nelinedrni rovnice s neznamou x. Kofenem rovnice je
graficky x-ova soufadnice praseciku grafu funkce f(x) sosou x (viz Obr. 4).

Urcit kofen timto zpiisobem je sice nazorné, ale neptfesné a pomalé. Grafické
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feSeni se vétSinou v praxi vyuziva k hrubému odhadu intervalu, kde se naléza
koten dané rovnice a nasledné kpfesnému vypoctu se wuzije ncktera

z numerickych metod.

y f(x)

\/

Koren

Obr. 4

6.3. Numerické reseni rovnice

Vyjadfit kofen rovnice presné vzorcem lze pouze ve specidlnich piipadech —
napf. linearni nebo kvadratickd rovnice. V ostatnich piipadech je k ziskani kofenu

potieba pouzit nékterou z mnoha numerickych metod.

Pii numerickém feSeni rovnice o jedné neznamé se ke skute¢né hodnoté
kotfenu rovnice postupné piiblizujeme. VétSinou ji sice nedosdhneme, ale
teoreticky se kni mizeme pfiblizit s libovolnou piesnosti, kterou si predem

urc¢ime.
Pribliznou metodou profeSeni rovnice f(x)=0 budeme rozumét
algoritmus postupného vypoctu posloupnosti aproximaci tj. plati:

hm xk = é: ’
k—o0

kde & je kofen rovnice. Za pfibliznou hodnotu kofene povazujeme aproximaci xx

pti nékterém konkrétnim k.

Kazda numerickd metoda vychéazi z urit¢ho pocatecniho feSeni, které je

postupné upiesnovano.
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Pocatecni feSeni muze byt zadano:
1. Intervalem, v némz lezi hledany koten.

2. Pfibliznou hodnotou kofene.

6.3.1. Metoda puleni intervalu

Predpokladejme, ze vintervalu <a,b> lezi pravé jeden kofen rovnice
f(x)=0 (tzn. f(a)f(b)<0). Polohu kotene & lze zptesnit rozpilenim intervalu
a zjisténim, ve které ¢asti intervalu kofen lezi. ZmenSeny interval, v némz lezi
koten, lze znovu rozpilit, a tak pokracovat dale (viz Obr. 5). Stied posledniho
sestrojené¢ho intervalu, nebo néktery zjeho krajnich bodi Ize povazovat

za aproximaci kofene.

f(bo)7

f(a;)

f(ao)

Obr. 5

Definujme posloupnost intervalt < a, ,b, >, n=0,1,2..... pfedpisem:
1. <ay,by >=<a,b>;

2. Necht je jiz definovan interval < a,,b, >, pficemz f(a,)f(b,)<0.

— (al’l +bl’l)

Necht’ s, je stfed intervalu <a,,b, > (s, ). Je-li f(s,)=0, je

kofen nalezen a algoritmus konc¢i. Je-li f(s,)#0, vybereme =z intervall
<a,,s,>;<s,,b, > ten, vjehoZ koncovych bodech ma funkce f(x) rizna

znaménka a oznac¢ime jej < a,,,,b,.; >.
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Neni-li tedy po konecném poctu krokti nalezen koten, vznikne nekonecna

posloupnost intervali < a,,,b, >.

6.3.2. Metoda regula falsi

Metodu ziskdme obménou algoritmu pileni intervalu. Misto stfedu intervalu
<ay,b, > hledame prisecik x; spojnice bodu [a,, f(a;)], [b;,f(b;)] sosou x

(viz Obr. 6).

il b %
e S i

Hlavni myslenkou této metody je, ze misto rovnice f(x)=0 TfeSime

jednodussi rovnici g(x)=0.

Ptedpokladejme, ze f(a)f(b) < 0, definujme funkci g pfedpisem:

f(b) - f(a)

g = fl@)+ ==

(x—a).

Grafem funkce g je se¢na vedena body [a,, f(a,)], [b;,f(b;)]. Vypoctem

zjistime, Ze pro koten x; rovnice g(x) =0 plati:

b—a

AT T
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nebo také:
b—a

=) @)

Z mtervall <a,x; >;<x;,b> vezmeme ten, v jehoz koncovych bodech
maji funkéni hodnoty funkce f opacnd znaménka (je-li ndhodou f(x,)=0, je
kofen nalezen). Vybrany interval ozna¢me < a,,b, > a predchozi postup znovu
opakujme. Ziskame tak ¢islo x; a neni-li f(x,) =0, urime interval <a,,b, >

atd.

6.3.3. Metoda secen

Tato metoda vychdzi z metody regula falsi. Narozdil od ni vSak upousti
od pozadavku, aby funkce f méla v krajnich bodech intervalu, ktery se uziva

ke konstrukei dalsi aproximace, opa¢na znaménka (viz Obr. 7).

(X1

Xk

Predpokladame, ze x; # xx; jsou dobré aproximace jednoduchého kofene «

rovnice f(x)=0.Funkci nahradime linedrni funkci g:

S )= f(x )

X = X1

g(x)=

(x—x )+ f(x;),

kde g je linedrni interpolacni polynom ur¢eny hodnotami [x,_,,f(x;_;)],
[x;, f(x;)] a misto rovnice f(x)=0 feSime rovnici g(x)=0. Kofen x;; této

rovnice je urcen:
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Xk = Xg1 _
S = ()

a povazujeme jej za aproximaci kotfene a rovnice f(x)=0.

X1 =X = f(xXp)

Pokud xy, x; nebudou dobré aproximace kofene « , nemusi metoda secen
viibec konvergovat. Proto je nutné kombinovat ji s nékterou jinou metodou napf-.

metodou regula falsi, ktera je konstruovana na podobném principu.

6.3.4. Metoda tecen

Casto se setkdme téz s ndzvem Newtonova metoda. Newtonova metodu
teCen fadime k iteranim metodam a jak uz nazev napovida, vyuziva k nalezeni
kofenli rovnice tecny, a to tim zplsobem, Ze kiivku v okoli kofene nahradime

teCnou vbod¢ [x;,f(x;)] a priaseCikem této teCny sosou x vznikne nova

aproximace kotene (viz. obr. 8).

f(b)7

f(a)

Obr. 8

Rovnici f{x) 1ze tesit Newtonovou metodou, prave kdyz uvnitt intervalu

< a,b > lezi prave jeden izolovany koten.

Je-li funkce f spojita vintervalu <a,b>, f(a)f(b)<0 a existuji-li

v daném intervalu spojit¢ a nenulové derivace f'(x) a f'(x), které neméni

v zadaném intervalu znaménka, pak rovnice f(x)=0 ma vintervalu (a,b)
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jediny kofen a . Za X pak zvolime ten z krajnich bodi z intervalu <a,b >,

pro ktery £ (xo)/"(xg) > 0.

K vypoctu Newtonovy metody vyuzivame vztah:
Xipg =X — M’
S (x;)
ktery odvodime na zékladé Taylorovy véty:

0=7(x)= f(xo)+f'(xo)(x—xo)+%f”(§)(x—xo)-

Odvozeni tohoto vztahu v [2] str. 98, ¢i [4] str. 137-138.

Volba pocatecni aproximace je velmi dulezita a je podstatnou podminkou
pro konvergenci Newtonovy metody. Hlavni vliv na tuto volbu mé skutecnost,
zda je zadana funkce v daném intervalu konvexni ¢i konkavni. Pokud je funkce
konvexni, musime volit vychozi aproximaci nad ocekdvanym kofenem a
piiblizovat se ke kofenu shora, naproti tomu u konkavni funkce volime vychozi
aproximaci pod kofenem a piibliZujeme se k nému zdola. (musi tedy platit, Ze

S (x0)f (xq)>0). Pokud bychom tak nepostupovali, mohlo by se stat, zZe

nektera aproximace se nebude nalézat v intervalu < a,b > (viz. obr. 9).

Obr. 9

Newtonova metoda teCen ma rizné modifikace. Jednou z nich je napiiklad

Whittakorova metoda.
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V kazdém iteraCnim kroku Newtonovy metody je potieba vypocitat hodnotu
funkce f'a je jeji derivace v bod¢ x;. Naro¢ny miize byt zejména vypocet hodnoty
f'(x;). V nékterych ptipadech si vSak tuto praci mizeme ulehcit, a to tehdy, pokud
se derivace méni jen minimaln€, potom muzeme pro nasledujici kroky iterace
pouzivat derivaci z prvniho kroku, tzn. ze budeme nyni pouzivat vzorce:

Xyl =% _M
S (xg)

V porovnani s Newtonovou metodou tedy nahrazujeme tecny ke grafu

v bodech [x;, f(x;)] pfimkami rovnob&éznymi s tecnou ke grafu funkce y = f(x)
v bodé€ [x,, f(x,)] (viz. obr. 7).

A

f(b)-

f(a)

V této metod¢ tedy potiebujeme pro vypocet jednotlivych aproximaci
mnohem méné operaci, neZ pii pouziti Newtonovy metody, ale pocet aproximaci,

neZ dojde k nalezeni vysledku je v porovnani s Newtonovou metodou vétsi.

Jedna z dalSich modifikaci Newtonovy metody je takova, ze derivaci

ménime pouze jednou béhem dvou krokd. Vyjadieni vzorcem je:

Xoitl = X2; _%Q
v WACSYRY,
X2iv2 = X2i41 7)) .
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6.3.5. Kombinovana metoda

Jak uz nazev napovida, tato metoda bude kombinaci nékterych z dtive

popsanych metod, a to metody te¢en a metody regula falsi.

A <ag,bo>
y
<a;,b;>
F{05) I e S A o

\

f(a)

S1

Obr. 11

Podminky pro feSitelnost pomoci této metody jsou stejné jako u metody
teCen, tj. Ze funkce f je spojitd vintervalu <a,b>, f(a)f(b)<0 a existuji

derivace f'(x) a f"’(x) spojité a nenulové v intervalu < a,b >.

Vezméme interval < a,b > a ten z krajnich bodl intervalu, pro ktery plati
f(ay)f (@ay) >0 ozna¢ime ap a druhy krajni bod ozna¢ime by. Nyni ved'me
tecnu ke grafu funkce f'bodem [qa,, f(a,)] a prusecik tecny s osou x oznacme ay,

tzn. zZe:

L. S@)
Y fay)

Soutadnici b; vypocteme jako prasecik osy x se seCnou prochéazejici body

[a,, f(a)], [by, f(by)], tzn. Ze:

b — bOf(al)_alf(bO).
L flay) - f(by)
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Nyni jsme vytvofili ziZeny interval < a,,b, >, ve kterém se nachazi kofen
rovnice, a dale bychom pokracovali analogicky. Z pfedchozich vzorcl miiZzeme

odvodit obecné vzorce:

 flay)
S @) ’

Ay = g

_ by f (1) = arn f(by) .
U flag) - fby)

Vyhodou této metody je, Ze hledané feSeni je aproximovano soucasné zdola

1 shora.

Kombinovand metoda konverguje vzdy, kdyz jsou splnény postacujici

podminky konvergence metody regula falsi a metody tecen.
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7. Popis vyukovych programu

V ramci diplomové prace byl vytvoren interaktivni program, ktery mtize byt
pouzit pti vyuce numerické matematiky. Samotné vyukové programy se skladaji
ze Ctyf souborit vytvofenych v tabulkovém procesoru MS Excel, které jsou
ulozeny na CD pfiloZeném k této diplomové praci.

V kazdém z téchto soubori je vyloZena nova latka, vétSina z ni je obsazena
i ve studijnim textu, ktery je také soucasti této diplomové praci. Na teoreticky
vyklad navazuji konkrétni interaktivni ptiklady (napiiklad viz. Piiloha ¢. 3).
U kazdého z té&chto piikladli mé uZivatel ur€itou moZnost ménit zadani v barevné
oznacenych builkkdch a sledovat jednotlivé kroky vypoctu az ke konecnému
vysledku, ktery je obvykle v bunice oznacené cervenou barvou. Takze soubory
mohou slouzit jako ucebnice - uzivatel mize nastudovat danou metodu teoreticky
a zaroveinl cvicebnice ¢i sbirka ptikladl - uZivatel zde ma moZnost zménit zadani
jednotlivych piikladu a sledovat pribéh vypoctu nebo vyuzit dané priklady
ke kontrole vlastnich vypoctl. Pfi tomto vyuziti programu uzivatel jisté oceni, Ze
muze na prvni pohled vidét, kde on sam udélal chybu a svilij postup opravit.

VSechny pftiklady jsou vytvofeny pomoci zakladnich funkei, aby jejich
vyznam dokazal pochopit i uzivatel, ktery ma jen zakladni znalosti fungovani
programu MS Excel. Nejéastdji se zde vyskytuje piifazeni (=), podminka (KDYZ),
logické operatory (NEBO, A), absolutni hodnota (4BS), aritmetické operatory (+,
-, /, M), relacni operatory (=,>,<,>=,<=,<>) a zfetézeni textu (&), zaokrouhleni
(ZAOKROUHLIT (cislo, cislice)) a dalsi. Tedy piikazy, které leckdy ovlada zék jiz
na zékladni Skole. V piikladech jsou navic pouzity hypertextové odkazy, které
v nékterych piipadech vypoctu odkazuji na odpovidajici text vykladu. V kazdém
ptikladu od zadani az po konecny vysledek provazi v kazdém kroku vypoctu
uzivatele poznamky, aby mu usnadnili pochopit postup feSeni tlohy.

Cilem prvniho souboru s ndzvem Zaklady linearni algebry je uzivatele
seznamit se zakladnimi pojmy linearni algebry, jako je: vektor, matice,
determinant, hodnost matice, operace s vektory a s maticemi. Tento soubor by se
uréit¢ mohl wvyuzit pfivyuce matematiky na stfednich Skolach, doplnény

v nékterych piipadech jest¢ o podrobnéjsi vyklad ucitele. Véfim, ze hodiny
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s pouzitim tohoto souboru by byly pro zdky zpestfenim. Na druhou stranu
nepiedpokladam, Ze by tento soubor plné vyuzil kazdy ucitel matematiky.
Pro ucitele matematiky s jinou aprobaci, nez je informatika, by mohla byt
problémem samotna prace s programem. Nejlépe by tento soubor urité¢ vyuzili
ucitele kombinace matematika-informatika, ktefi by mohli zkombinovat vyuku
matematiky (Algebra) a informatiky (MS Excel). Zaci by v pribéhu vyuky této
latky v matematice mohli pracovat s danym souborem a na konci by se naucili
vytvafet podobné soubory sami. Myslim si, ze pro zdky by to bylo néco
zajimavého a navic by se naucili, Ze programy, pokud je umi ovladat, se mnohdy
stanou pomocnikem 1 tam, kde bychom to neoc¢ekavali.

Dale by tento soubor mohl najit velké uplatnéni pro studenty vysokych $kol,
pro néz by mél soubor spise slouzit k osvézeni uciva ¢i doplnéni mezer ze stiedni
Skoly a predevsim jako cvic¢ebnice piiklada s funkci opravy jimi spoctenych uloh.

V druhém souboru nazvaném Rovnice o jedné neznamé jsou uzivateli
vyloZzeny metody feSeni nelinedrnich algebraickych rovnic o jedné nezndmé.
Vyklad postupuje od zékladnich pojml (jako je algebraickd rovnice, kotfen
,»odhad“ intervalu, v kterém se nalézaji vSechna realna feSeni rovnice. Pak jsou
zde vysvétleny metody uZivané k feSeni nelinearnich algebraickych rovnic a to
metoda piileni intervalu, metoda regula falsi, metoda secen, metoda tecen a
kombinovana metoda. U kazdé této metody dochazi pied vlastnim feSenim
ke kontrole, zda zadané udaje splnuji postacujici podminky pro konvergenci dané
metody.

Treti a ctvrty soubor obsahuji metody feSeni soustav linedrnich
algebraickych rovnic. Tuto latku bylo kvuli velkému rozsahu nutno rozdélit
do dvou ¢asti Soustavy rovnic — primé metody a Soustavy rovnic — iteraéni
metody. V kazdém z téchto souboru je jeden list vénovany zékladnim pojmim
pottebnym pfi feSeni soustav algebraickych rovnic a problémim, které se mohou
prifeSeni vyskytnout. V souboru Soustavy rovnic — primé metody jsou
vysvétleny metody: Gaussova eliminace, Choleského rozklad, LU rozklad a
Cramerovo pravidlo a jako ,bonus“ feSeni soustav pomoci inverzni matice.

V souboru Soustavy rovnic — itera¢ni metody jsou popsany iteracni metody:
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Prosta iterace, Jacobiova iteracni metoda, Gaussova- Seidlova metoda. Vse je
samoziejm¢ doplnéno piiklady, ve kterych je mozné meénit vstupni hodnoty
v barevné oznacenych buiikach a sledovat zmény v feSeni tlohy. Nékteré metody,
at’ uz pifimé nebo iteracni, pochopi uzivatel nejlépe az pfi sledovani konkrétniho
feSeni ulohy. Sdm vidi, jak se pracuje s jednotlivymi hodnotami a jak jednotliva
konkrétni zména ovlivni vysledné fesenti.

Tyto soubory by uplatnéni na stfedni Skolach nachazely jen velmi ztidka, ale
pro studenty vysokych Skol mohou byt neocenitelnou pomoci, zvlasté
pti pochopeni jednotlivych metod. OvSem ani pouziti souborii pro nadané
studenty se nebranim, urcité¢ se mohou hodit jako ukazka toho, Ze matematika jde

dale, neZ jen na hranici osnov.
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8. Vyuka numerické matematiky

Tuto kapitolu zabyvajici se hodnocenim vyuky numerické matematiky jsem
rozdelil do dvou ¢asti. Hodnotil jsem jednak jeji vyuku na stfednich Skolach a

jednak jeji vyuku z hlediska budoucich ucitelit matematiky a informatiky.

8.1. Vyuka numerické matematiky na VS Pedagogickych

Numerickd matematika nepatii na ucitelskych oborech vysokych $kol mezi
standardné zatazované celky. Pokud uz jsou kapitoly znumerické matematiky
vibec zafazeny, jednd se spiSe o volitelné nebo nepovinné seminaie, nebo jsou
soucasti nékterého dal§iho pfedmeétu, vétSinou Algebry a aritmetiky.

Pouze jedind vysokd Skola, a to Univerzita HK zafazuje numerickou
matematiku jako povinnou na ulitelském studiu matematiky i informatiky, jak
pro zékladni, tak pro stiedni Skolu. OvSem v celkovém pohledu se jedna
o vyjimku. JihoCeskd univerzita v CB vyuduje numerickou matematiku jako
samostatny povinny piedmét na ucitelstvi matematiky, ale informatiky nikoliv.
Naopak Univerzita JEP v Usti nad Labem vyué¢uje numerickou matematiku jako
samostatny volitelny pfedmét pouze na ulitelském studiu informatiky, budouci
ucitel¢ matematiky maji tento celek pouze jako soucast predmétu Algebra a
aritmetika, a to pouze nékteré numerické metody feSeni rovnic.

Na ostatnich vysokych Skolach je numerickd matematika zafazovana
minimaln¢. Numerickd matematika je zatazovana spise pro ucitele stfednich skol,
coz je naprosto logické, protoze na zdkladnich Skoldch se nevyucuje viibec.
Masarykova univerzita v Brné¢ numerickou matematiku nezatazuje vilbec, a to ani
jako soucdst jiného predmétu. Univerzita Palackého v Olomouci na oboru
informatika také ne, pouze na oboru matematika jsou jako soucast predmétu
Algebra 3 probirany metody ptleni intervalu a metody seCen a teCen. Podobn¢ je
na tom Ostravskda univerzita, kde je numerickd matematika volitelny predmét
pro budouci ucitele matematiky. Technickd univerzita Liberec nevyucuje
numerickou matematiku ucitele matematiky a ucitele informatiky pro zakladni

Skolu, ale pro uclitele informatiky pro stiedni Skolu je tento pfedmét povinny.
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Na Univerzit¢ Karlové v Praze je numerickd matematika soucast jinych
vyucovanych predméta.

Po prozkoumani sylabii ptednasek pedagogickych fakult jednotlivych
vysokych skol (viz Piiloha ¢. 1 a Ptiloha ¢. 2) a po provedeni malého prizkumu
mezi ucitele na stfednich Skolach (viz dotazniky na ptilozeném CD) jsem dosel
k zavéru, Ze budouci ucitelé nejsou na vyuku numerické matematiky v podstaté

ptipraveni. T€Zko budou vyucovat néco, co sami neslySeli.

8.2. Vyuka numerické matematiky na SS

Podle ,,Generalizovaného wucebniho planu“ neni vyuka numerické
matematiky povinna. Je probirdna na riznych seminafich v naprosto odliSném
rozsahu. Népln seminafi se li§i Skola od Skoly, dokonce jsou znacné rozdily i
mezi seminafi vyucovanymi ruznymi uciteli na jedné Skole. Obecné lze fici, ze
nejCastéji se vramci hodin matematiky vyucuje Gaussova elimina¢ni metoda.
V ramci informatiky se kromé& této metody vyucuji také matice a determinanty.

Ucitelé s aprobaci matematika-informatika mohou vhodné zkombinovat
vyuku numerické matematiky v obou predmétech idedlnim zpisobem podle svého
uvazeni. Ucitelé, ktefi maji jinou aprobaci v kombinaci s matematikou, zatazuji
vétsinou jen Cast uciva, nékdy pouze ve formé struéného seznameni se s danou
problematikou. Je to déno Castecné i tim, Ze hodinova dotace matematiky je
vétSinou 12-16 hodin (celkovy pocet za 4 roky studia), je nutné tedy peclivé
vybirat, které celky budou zafazeny a v jakém rozsahu. Pfednost potom maji
logicky ty kapitoly, které se vyskytuji v pozadavcich k pfijimacimu fizeni
na vysoké Skoly. Ucitelé informatiky tedy nemohou spoléhat na to, ze zaci znaji
matematickou ¢ast problému z hodin matematiky a nemohou tedy navazovat
na probrané¢ ucivo. Pokud cht&ji probirat napf. matice, musi bud’to latku
kompletné vylozit sami nebo se dohodnout s ucitelem matematiky o propojeni

latky obou pfedméta.
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9. Zaveér

Ve své diplomové praci jsem se veénoval problematice vyuky numerické
matematiky. Vytvofil jsem ndzorny studijni material, ktery se da vhodné vyuzit
pii vyuce této oblasti matematiky. Napsal jsem studijni text a v ndvaznosti na n¢j
jsem vytvofil interaktivni vyukovy program. Oba celky spolu uzce souvisi, je
mozné je pii vyuce pouzivat jak spole¢né¢ tak oddélené nezavisle na sobé.

Vzhledem k tomu, Ze i ptes pon€kud rostouci mnozstvi literatury vénované
numerické matematice, stale chybi sbirky piikladi, at uz procvi¢ovacich nebo
dostatecné vysvétlujicich danou metodu, povazuji vytvoreni programu za velky
pfinos. Sestavil jsem soubory, které jsou vénovany jednotlivym metoddm
numerické matematiky. Kazda metoda je nejdiive nazorné teoreticky vysvétlena a
na vyklad navazuji ptiklady, u kterych ma uzivatel moznost sledovat feSeni tllohy
postupné v jednotlivych nasebe navazujicich krocich od zadani ulohy az
ke konec¢nému vysledku.

Tézistém mé diplomové prace je tento interaktivni vyukovy program a s nim
souvisejici studijni text. Kromé toho jsem se ve své praci vénoval 1 historickému
vyvoji numerické matematiky a problémiim, které vznikaji pti feSeni tloh - zdroje
chyb a jejich Sifeni. Soucasti mé diplomové prace je i prizkum, ktery jsem
provedl mezi uciteli stfednich Skol. Cilem tohoto prizkumu bylo zjistit rozsah
vyuky numerické matematiky.

Domnivam se, Ze jsem ukoly mé zadané beze zbytku splnil a Ze mnou

vytvofeny studijni text i program budou ucitelim a jejich studenttim k uzitku.
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11. P¥ilohy

Priloha ¢é. 1 —str. 61

Piehled vyuky numerické matematiky na VS pedagogickych.

Priloha €. 2 — str. 62. -66
Sylaby pfedmétu numerick4 matematika na VS pedagogickych

Priloha ¢. 3 —str. 67
Ukézka jednoho z mnoha ptikladl vytvofenych v MS Excel.

Priloha €. 4 — str. 68

Dotaznik urceny pro ucitele stfednich skol.

Priloha ¢. 5 — str. 69
Obsah ptilozeného CD.
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Pfiloha €. 1

Prehled vyuky numerické matematiky na VS pedagogickych

Vyuka numerické matematiky na Pedagogickych fakultach v oboru Matematika

Ucitelstvi pro

Univerzita R R

TU Liberec Nevyucuje se | Nevyucuje se
Univerzita J.E. Purkyné v Usti nad Labem Nevyucuje se ' | Nevyuduje se?
Zapadoceska univerzita v Plzni Nevyucuje se Volitelny
Univerzita Palackého v Olomouci Nevyucuje se’ -
Jihogeska univerzita v Ceskych Budgjovicich Povinny Povinny
Ostravska univerzita v Ostrave Volitelny -
Univerzita Hradec Kralové Povinny Povinny
Masarykova univerzita v Brné Nevyucuje se -
Univerzita Karlova v Praze - Volitelny

' soudsti pfedmétu Algebra a aritmetika 1 — Nékteré metody numerického feseni rovnic
2 NS x . . x . T vox s .
soucasti predmétu Algebra a aritmetika 2 — Nékteré metody numerického feSeni rovnic

3 soudasti predmétu Algebry 3 — Numerické feSeni algebraickych rovnic — metoda puileni

intervalu, teen a tétiv

Vyuka numerické matematiky na Pedagogickych fakultach v oboru Informatika

Ucitelstvi pro

Univerzita 78 R
TU Liberec Nevyucuje se Povinny
Univerzita J. E. Purkyné v Usti nad Labem - Povinny
Zapadoceska univerzita v Plzni Volitelny Povinny

Univerzita Palackého v Olomouci

Nevyucuje se

Jihogeska univerzita v Ceskych Budgjovicich

Nevyucuje se

Nevyucuje se

Ostravska univerzita v Ostraveé

Nevyucuje se

Univerzita Hradec Kralové Povinny Povinny
Masarykova univerzita v Brné Nevyucuje se -
Univerzita Karlova v Praze - Volitelny
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Sylaby pfedmétu numericka matematika na VS pedagogickych

Univerzita: TU Liberec
Studijni program: U¢itelstvi pro SS — obor informatika - Povinny predmét
Pfedmét: Numerické metody

Obsah piredmétu

Metrické a normované prostory, Banachova véta o pevném bodé¢. Piehled zakladnich numerickych
metod. Pfimé a itera¢ni metody pro feseni soustav linearnich (nelinearnich) rovnic. Interpolace
funkci polynomy. Numerické feSeni Cauchyovy tlohy a okrajové tlohy

PoZzadavky na studenta

Porozuméni problematice a schopnost aplikovat dané metody na feSeni konkrétnich problémti.

Piehled probirané latky

Prednasky:

1. Metrické prostory:

Metrické a normované prostory, ptiklady. Zakladni topologické pojmy, konvergence. Banachtiv
prostor, Banachova véta o pevném bodg, linearni zobrazeni na Banachovych prostorech, norma
zobrazeni.

2. Numerické metody linearni algebry:

a) Piimé metody pro feseni soustav linearnich rovnic. Gaussova eliminace pro tiidiagonalni
soustavy. Podminénost soustavy, odhad chyby.

b) Itera¢ni metody, normy a spektralni polomér matic. Prosté, Jacobiho a Gauss-Seidelova itera¢ni
metoda. Podminky konvergence.

3. Nelinearni rovnice a jejich soustavy:

a) Metoda prostych iteraci, metoda se¢en a Newtonova metoda tecen.

b) Zobecnéna metoda te¢en a Newtonova-Kantorovicova metoda pro soustavy nelinearnich rovnic.
4. Interpolace:

a) Formulace problému, uzly interpolace, interpolace polynomy, existence a jednoznac¢nost
interpola¢niho polynomu.

b) Interpolace pomoci spline (kubicky), rizné typy okrajovych podminek.

¢) Aproximace pomoci metody nejmensich ¢tverct.

5. Numericka integrace (k samostatnému nastudovani):

Kvadraturni formule, stupen pfesnosti a odhad chyby kvadraturni formule. Obdélnikové,
lichobéznikové a Simpsonovo pravidlo.

6. Redeni oby&ejnych diferencialnich rovnic:

a) Cauchyova tloha pro rovnici 1. fadu a pro soustavu v normalnim tvaru (Cauchyova uloha pro
rovnici n - tého fadu).

b) Princip jednokrokovych metod typu Runge-Kutty, konvergence metod.

¢) Regeni okrajovych uloh pro oby&ejnou linearni diferencialni rovnici druhého fadu.

7. Numerické feseni uloh matematické fyziky:

a) Klasifikace linearnich parcialnich diferencialnich rovnic druhého fadu dvou nezavislych
proménnych.

b) Formulace zakladnich uloh pro rovnice matematické fyziky (Laplaceova, Poissonova rovnice,
rovnice vedeni tepla a vlnova rovnice). Formulace Cauchyovy a smisené tilohy.

¢) Princip metody siti pro feSeni jednotlivych typl okrajovych a pocatecnich tloh.

Literatura

Doporuéena: 1. Nekvinda, M.- Srubai, J.- Vild, J.: Uvod do numerické matematiky, Praha 1976. 2.
Benda,J. - Cernd,R.: Numerickd matematika, CVUT, skriptum 1994. 3. Dont, M. - Nénickova, A. - Opic,
B.: Numerické metody a matematicka statistika - uilohy, CVUT, Praha 1984. 4. Brzezina, M. - Dvordk, M. -
Kalousek, Z. - Salac, P. - Stanék, J. - Siminkovd, M.: Matematika IV, Skriptum TUL, Liberec 1996. 5.
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Univerzita: Zapadoceska univerzita v Plzni
Studijni program: Ué¢itelstvi pro SS — obor matematika - Volitelny predmét
Pfedmét: Software numerickych metod

Obsah piredmétu

Pojem algoritmu. Algoritmizace matem. uloh. Zakl. pojmy z lin. algebry. Pfimé metody
feseni soustav lin. - Gaussova metoda, trojuhelnikova metoda, upravené metody. Iteracni
metody - Gauss - Seidlova metoda, Jacobiho metoda, metoda nejvétsiho spadu, relaxaéni
metody.Zakladni pojmy z matematické analyzy. Metody na hledani kofend polynomdi.
Metoda pal. intervald, metoda seéen, Newtonova metoda. Modifikace Mem. derivovani a
integrovani.

PoZzadavky na studenta

Pi‘ehled probirané latky

Pojem algoritmu. Algoritmizace matem. tloh. Zakl. pojmy z lin. algebry. Pfimé metody
feseni soustav lin. - Gaussova metoda, trojuhelnikova metoda, upravené metody. Iteracni
metody - Gauss - Seidlova metoda, Jacobiho metoda, metoda nejvétsiho spadu, relaxaéni
metody.Zakladni pojmy z matematické analyzy. Metody na hledani kofend polynomt.
Metoda pal. intervald, metoda seéen, Newtonova metoda. Modifikace Mem. derivovani a
integrovani.

Literatura

Doporucena:
e Ralston,

Univerzita: Jihoteska v Ceskych Bud&jovicich

Studijni program: U¢itelstvi pro ZS— obor matematika — povinny predmét
Studijni program: Ugitelstvi pro SS — obor matematika — povinny predmét
Predmét: Numerické metody

Obsah piedmétu

Algoritmus, chyby a nepfesnosti, zaklady intervalové analyzy, stabilita a podminénost,
feseni soustav linearnich rovnic (pfimé a itera¢ni metody), vypocet vlastnich Cisel, feSeni
rovnic (metode bisekce, Newtonova, secen), aproximace funkci, interpolace, metoda
nejmensich ¢tverct, vypocet integralu, feSeni pocateéni ulohy, uziti MAPLE V.

Pozadavky na studenta
1 test v semestru, domaci prace, zkouska.

Prehled probirané latky

Literatura

Doporucena:
e MIKA, S.: Numerické metody algebry. Praha, MVST, , 1982
e PRIKRYL, S.: Numerické metody. ZU Plzen,, , 1994
e RALSTON, A.: Zdklady numerické matematiky. Praha, Academia, , 1973
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Univerzita: Zapadoceska univerzita v Plzni

Studijni program: Ugitelstvi pro SS — obor informatika — povinny pfedmét
Studijni program: U¢itelstvi pro ZS— obor informatika — volitelni predmét
Pfedmét: Numerické metody

Obsah piredmétu

Neptesnosti (chyby) pii feSeni tiloh, platnost vysledkd. Deterministické a stochastické
metody. Korektnost, podminénost tlohy a numericka stabilita; ukonceni vypoctu. Uziti
pocitace pro feSeni numerickych tloh Volba aplikace. Volba metody (algoritmu). Metody
feSeni nelinearnich rovnic. Metoda Zlatého fezu pro urceni lokalniho minima.
Aproximace, Interpolace, Polynomidlni aproximace metodou nejmensich ¢tverct.
Trigonometrick4 kone¢na Fourierova fada. Numericky vypocet ur¢itého integralu. Reseni
soustavy linearnich algebraickych rovnic. Spatné podminéné soustavy. P¥imé metody
(finitni). Normy matic. Maticové iteracni metody. Implementace numerickych metod.
Metody Monte Carlo. Genetické algoritmy. Numerické metody a Matlab, Maple a
Mathematica.

Pozadavky na studenta
Usp&§né vypracovani 2 seminarnich praci.

Piehled probirané latky

Literatura
Doporucena:
e BARTSCH, H. J.: Matematické vzorce, Praha , 1996
e MIKA, S.: Numerické metody algebry, Praha , 1985
e PRIKRYL, P.: Numerické metody matematické analyzy, Praha , 1988
e RALSTON, A.: Zdklady numerické matematiky, Praha , 1987

VITASEK, E.: Numerické metody, Praha , 1987

Univerzita: Univerzita J. E. Purkyné v Usti nad Labem

Studijni program: U¢itelstvi pro SS — obor informatika - Povinny predmét
Predmét: Numericka matematika

Obsah piredmétu

Obsahem kurzu je zakladni piehled numerickych metod v linearni a nelinedrni algebie a v
problematice aproximace funkce. Hlavnim cilem je umoznit orientaci v okruhu
vybranych problémt, které jsou za pouziti moderni vypocetni techniky uspés$né feseny a
ziskat predstavu o prostiedcich numerické matematiky pro feseni slozitych uloh
aplikované matematiky.

Pozadavky na studenta
Pi‘ehled probirané latky

Literatura
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Univerzita: Univerzita Hradec Kralové
Studijni program: Uditelstvi pro ZS— obor matematika — povinny predmét
Pfedmét: Numericka matematika a pocitacova geometrie

Anotace pfedmétu Predmét navazuje na pfedméty matematického zakladu
pro studenty ucitelstvi zakladni skoly.
Zakladni znalost numerické matematiky je dulezitou
soucasti znalosti kazdého matematika.
Pocitacova geometrie pak pfimo navazuje na
problematiku, se kterou se studenti seznamili v geometrii.
Numericka matematika a pocitacova geometrie ma dnes s
nartstem dulezitosti pocitact vyznamné pouZiti v praxi.

Cile pfedmétu a charakteristika Seznamit studenty s cilem a uzitim numerické
ziskanych dovednosti matematiky v praxi.

. Uvod.

. - 3. Interpolace.

. Metoda nejmensich Ctvercti.

. Aproximace pomoci kiivek a ploch.

. Numericka derivace a integrace.

. Numerické teseni obycejnych diferencialnich rovnic.
. Numerické feSeni rovnice f(x) = 0.

. Numerické feseni soustav linearnich rovnice.
10. Rovinné transformace.

11. - 12. Prostorové transformace.

13. Zobrazovani prostorovych objektt.

14. - 15. Fraktalni geometrie.

Osnova predmétu ve vztahu k
casovému rozvrhu vyuky

O 01N W KN —

Literatura, na niz je pfedmét vystavén |Ralston, A.: Uvod do numerické matematiky, SNTL,
1981

Literatura doporucena studentim Ralston, A.: Uvod do numerické matematiky, SNTL,
1981

Zpusob a pravidla vysledné klasifikace

piedmétu Uspésné absolvovani pisemné i Gstni ¢asti zkousky

Univerzita: Univerzita Hradec Kralové

Studijni program: Ugitelstvi pro ZS — obor informatika — povinny predmét
Studijni program: U¢itelstvi pro SS — obor informatika — povinny predmét
Ptedmét: Numerické metody

Uvod, poéitani s netplnymi &isly
Matice, determinanty

Reseni soustav linearnich rovnic

Reseni nelinearni rovnice

Numericka integrace

Numericka derivace

Numerické feSeni diferencialnich rovnic

NNk W=
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Pfiloha €. 2

Univerzita: Univerzita Hradec Kralové
Studijni program: U¢itelstvi pro SS— obor matematika — povinny predmeét
Pfedmét: Vypocetni technika 2

Anotace pfedmétu

Lagrangetiv a Newtontv tvar interpolaéniho polynomu. Metoda
nejmensich &tvercti. Numericka derivace a integrace. Reseni rovnic i
soustav rovnic linedrnich a diferencialnich rovnic. Homogenni
soufadnice v roving a v trojrozmérném prostoru. Transformace v roviné
a trojrozmérném prostoru. Aproximacni kiivky a plochy. Tvorba
fraktald na zéklad¢ L-systému. Mandelbrotova a Juliova mnozina.

Cile pfedmétu a
charakteristika ziskanych
dovednosti

Studenti naprogramuji v systému Mathematica zékladni numerické
metody a zakladni algoritmy pocitacové a fraktalni geometrie.

Osnova predmétu ve
vztahu k Casovému
rozvrhu vyuky

1. Lagrangetv a Newtoniv tvar interpola¢niho polynomu.

2. Aproximace funkce pomoci metody nejmensich ctvercu.

3. Aproximacni kfivky B-spline, Fergusonovy a Bézierovy kiivky.
4. Aproximacni plochy - B-spline, Fergusonovy a Bézierovy plochy.
5. Numericka integrace (Simpsonova a lichobéznikova metoda).

6. Reseni nelinearni rovnice f(x)=0 pomoci metody pileni, metody
secnove.

7. Reseni nelinearni rovnice f(x)=0 pomoci metod iteraénich
(Newtonova te¢nova metoda).

8. Reseni soustav linearnich rovnic pomoci Cramerova pravidla, prosté
iteraéni metody a Seidelovy itera¢ni metody.

9. Pocate¢ni problém pro obycejnou diferencialni rovnici 1. fadu,
metody jednokrokové a vicekrokové (explicitni i implicitni).

10. Pocatecni problém pro obycejnou diferencialni rovnici

n-tého fadu a soustavu n diferencialnich 1. fadu v normalnim tvaru.
11. Homogenni soufadnice v roving a zakladni rovinné transformace.
12. Homogenni soufadnice v prostoru a zakladni trojrozmérné
transformace prostoru (vcetn€ promitacich metod). Zobrazovani
prostorovych utvard, viditelnost a osvétlovaci metody.

13. Vytvareni fraktalti pomoci L -systém.

14. Vytvoteni Juliovy a Mandelbrotovy mnoziny.

Literatura, na niz je
predmét vystavén

Cerna, R., Machlicky, M., Vogel, J., Zlatnik, C., Zaklady numerické
matematiky a programovani, SNTL 1987

ZARA, Jiti, Pocitacova grafika : principy a algoritmy Praha, Grada,

1992

Zahradnik, J. , Linearni programovani pfi fizeni hospodaistvi, SNTL
Praha 1969

Literatura doporucena
studentim

Ralston, A. , Zaklady numerické matematiky, Academia Praha 1978
Crownover R., M., Introduction to fractals and chaos, Jones and
Bartlett Publishers, London—Boston,1995

Zpusob a pravidla
vysledné klasifikace
predmétu

Uspésné absolvovani pisemné a ustni ¢asti zkousky.
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Pfiloha €. 3

Ukazka jednoho z mnoha priklada vytvorenych v MS Excel.
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Pfiloha C. 4

Dotaznik uréeny pro uditele strednich skol

Skola:

Vystudovany obor:

Konkrétni VS:

UC¢i se Zaci u Vas na Skole, zdkladni pojmy z linedrni algebry jako jsou:

Matice ANO | NE
Determinant ANO | NE
Hodnost matice ANO | NE
Normy matic a vektorid ANO | NE

Vyucujete u Vas na Skole tyto metody reSeni algebraickych rovnic? Byli jste
s danou liatkou sami seznameni p¥i studiich na vysoké §kole?

Vyucujete? Byli jste seznameni?

Gaussova elimina¢ni metoda ANO NE ANO NE
Gausova elimina¢ni metoda s vybérem ANO NE ANO NE
hlavnich prvki

Choleského rozklad ANO NE ANO NE
LU rozklad ANO NE ANO NE
Prosta iterace ANO NE ANO NE
Jacobiova itera¢ni metoda ANO NE ANO NE
Gaussova-Seidelova metoda ANO NE ANO NE

Vyucujete u Vas na Skole tyto metody FeSeni rovnice o jedné neznamé? Byli
jste s danou latkou sami seznameni pri studiich na vysoké Skole?

Vyucujete? | Byli jste seznameni?
Metoda piileni intervalu | ANO | NE ANO NE
Metoda regula falsi ANO | NE ANO NE
Metoda secen ANO | NE ANO NE
Metoda tecen ANO | NE ANO NE

Jiné numerické metody Vami vyucované na stiedni Skole:

Literatura pro vyuku numerické matematiky, z které Cerpate:

Literatura, kterou pri vyuce numerické matematiky pouzivaji Zaci:
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Pfiloha €. 5

Obsah prilozeného CD
1. Vyukové programy vytvorené v programu MS Excel:
a) Zaklady linearni algebry.xls
b) Rovnice o jedne nezname.xls
¢) Soustavy rovnic — primé metody.xls
d) Soustavy rovnic — iteracni metody.xls
2. Diplomova prace ve formatu PDF.

3. Dotazniky (viz. priloha ¢. 3) vyplnéné uciteli stfednich Skol.
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