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Abstrakt

Tato prace je zaméfena na numerickou studii stlacitelného a isotermniho proudéni ge-
nerovaného rotujicim a transla¢nim magnetickym polem ve valcové nddobé s elektricky
izolovanymi sténami. Matematicky model je definovan Navier-Stokesovymi rovnicemi a
vliv magnetického pole na vodivé tekutiny je vyjadien pomoci externich sil. V ptipadé
nizké indukce a nizké frekvence lze uvazit pro vypocet pouze ¢asové prumérovanou Cast
magnetickych sil, které jsou definovany pomoci analytického vztahu. Samotné vypocty
jsou uskutecnény nejenom pomoci vlastniho vypocetniho programu zalozeného na me-

todé konec¢nych prvku, ale také komerénim programem Fluent.

Predlozend habilitacni prace je rozdélena do 3 oblasti. Prvni ¢ast obsahuje definici
reSeného problému a numerické vysledky proudéni generovaného translacnim magne-
tickym polem. Druhd céast se zabyva analyzou linearnich nestabilit proudéni gene-
rovaného rotujicim a translacnim magnetickym polem. Pro oba typy magnetického
pole jsou definovany kritické hodnoty kriteridlnich ¢isel (napt. Taylorova éisla), kri-
tické médy a kritické frekvence oscilaci kinetické energie proudu pro pomér vysky a
pruméru nadoby jedna. Ziskané vysledky jsou v dobré shodé s vysledky Grantse a Ger-
betha. Navic provedena analyza odhalila nové detaily o vzniku linedrnich nestabilit v
tocich generovanych rotujicim magnetickym polem. V posledni ¢asti préace je provedena
studie turbulentniho proudéni feseného pomoci dvourovnicovych turbulentnich modelu
k—e Standard a k—w SST s konceptem linearni virové viskozity a vysledky studie jsou
vyhodnoceny porovnanim s 3d DNS studii. Jak ukazuje tato studie, turbulentni model
k —w SST je vhodny pro modelovani proudéni generovaného rotujicim magnetickym

polem pro stiedni hodnoty Taylorova cisla.



Abstract

The objective of this work is focused on the numerical study of the incompressible
and isothermal flows driven by a travelling and a rotating magnetic field in a cylin-
drical container with electrically insulated walls. The mathematical model is defined
by the Navier-Stokes equations and the effect of the magnetic field on the electrically
conducted fluids in included into external body force. Under assumptions of the low-
frequency and low-induction conditions, the axisymmetric time-averaged part of the
magnetic body force is only relevant and it is defined by the analytical form. The com-
putation is carried out using self-developed code base on the finite element method and
commercial code Fluent.

Our work is divided into three parts. The first part contains the problem formu-
lation and numerical results of the flows driven by the travelling magnetic field. The
second part deals with the linear stability analysis performed on the flow driven by the
travelling and rotating magnetic fields. For both magnetic fields, the critical value of
the leading parameter such as Taylor number etc., the critical mode and frequency of
energy oscillations are detected for the aspect ratio one (ratio between the height and
diameter of the cylinder). These results correspond well with the published results from
Grants and Gerbeth. Furthermore, this analysis revealed new details about the onset
of the linear instability formation in RMF flows. Finally, in the last part, the study of
the turbulent flows solved using two-equations turbulent models £ — ¢ Standard and
k —w SST with the linear eddy viscosity concept is evaluated by the comparison with
3d direct numerical simulation. As a result that & — w SST model is the appropriate

turbulent model for RMF flows at moderate Taylor numbers.
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Kapitola 1
Uvod

Magnetohydrodynamika (MHD) se zabyva jevy spojenymi s elektricky vodivymi ma-
teridly v tekutém stavu, rychlostnim polem a magnetickym polem a jejich vzajemnym
ovlivnénim. Prvni zdjem v oblasti magnetohydrodynamiky byl zaméren na jevy v geo-
fyzice a v astronomii. Pozdéji se zajem o poznatky z magnetohydrodynamiky rozsituje
také do oblasti plazmové fyziky a nuklearni fize. V poslednich letech se do popredi
dostava také zajem o magnetohydrodynamiku v oblasti materidlového inzenyrstvi.
Spole¢nym prvkem mnoha zde zminénych oboru je elektricka vodivost média, ktera
by méla byt co nejvétsi, nebot mald elektrickd vodivost razantné snizuje ic¢inek mag-
netického pole. Jako ptiklad lze zde uvést pokusy vojenskych mocnosti o vyvoj nového
pohonu pro podmoiské ponorky. Pravé idea vyuziti elektrické vodivosti slané vody k
pohonu ponorek méla prinést novou moznost, jak zvysit rychlost téchto ponorek, za-
mezit vznikajicimu hluku a zabranit vibracim, coz mélo v konec¢ném dusledku ztizit
jejich identifikaci. Ovsem prvni testy piinesly velké zklaméni, nebot pravé slabd vo-
divost slané morské vody vyzadovala velkou intenzitu magnetického pole, coz se dale
projevilo nejen v enormnim naroku na pohon, ale rovnéz v oblasti konstrukce magnetu.
Navic vznikajici magnetické pole bylo natolik intenzivni, ze jiz primitivnéjsi ptistroje
dokézaly odhalit pozici takto pohédnénych ponorek. Z téchto divodu byla vétsina pro-
jektu zastavena, i kdyz staly vyvoj v oblasti supervodicu by mohl jednou tuto myslenku
ozivit. Jiz dnes se k této myslence opét vraci pozornost, ovsem vyvoj zustava zatim
jen v laboratornim prostiedi. Znalosti i¢inku magnetického pole na vodivé tekutiny,
moznost predikce proudéni, které je vyvolano samotnym magnetickym polem a studie
tohoto proudéni nabizi Sirokou moznost v mnoha technickych aplikacich. Proudici te-
kutinu predstavuje roztaveny kov o vysoké teploté. Vliv vysoké teploty a magnetického

pole ma negativni dopad na presnost mnoha méticich metod. Navic vytvoreni magne-
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tického pole je energeticky znaéné narocné. Tyto faktory a mnoho dalsich znesnadnuji
realizaci experimentu. Jelikoz v soucasné dobé existuje jiz mnoho praci z oblasti de-
finice matematickych modelu pro problematiku magnetohydrodynamiky v klasickych
technickych aplikacich, je mozné vyuzit téchto poznatku a celou studii magneticky

buzeného proudéni realizovat prostrednictvim numerické simulace.

1.1 Magnetohydrodynamika v metalurgii a v tech-

nologickych procesech

Na rozdil od neuspéchu v oblasti vyvoje novych pohont ponorek je praktické vyuziti
magnetického pole v oblasti materialového inzenyrstvi mnohem uspésnéjsi. Podnét k
hledani novych technologickych procesu v metalurgii byl vyvoldno dvéma pozadavky.
Prvnim z nich byl pozadavek snizit energetickou naroc¢nost technologickych procesi,
kterd se objevila v souvislosti s energetickou krizi v 70. letech. Dalsim podnétem byl
stale rostouci pozadavek na kvalitu materialu z hlediska ¢istoty a materidlové homoge-

nity predevsim v oblasti leteckého prumyslu.

vvvvvv

zpracovani je jeho rotaéni pohyb. ktery byl poprvé studovan v literature MOFFATT
[12]. Otézkou tak bylo, jak tento pohyb vyvolat. Zkousely se ruzné moznosti jako
napi. rota¢ni pohyb nadob ¢i pouze ¢asti nadob, kdy pohyb téchto stén se prenasi
také na tekutinu. Z hlediska efektivnosti nebyla tato varianta piilis uspésnd, a proto
se zajem upinal stale vice na fakt, ze vétSina kovu je soucasné velmi dobrymi elek-
trickymi vodici, a tak se nabizela moznost vyuzit této materidlové vlastnosti. Schop-
nost uvést tyto taveniny do pohybu pomoci magnetického pole bez nutnosti primého
kontaktu s tekutinou nabizi obrovské moznosti. Rotujici a translacni magnetickd pole
nasla uplatnéni predevsim v metalurgii v oblasti kontinudlniho slévarenstvi a vyroby
oceli a rovnéz v oblasti vyroby monokrystalu. Translacni magnetické pole se casto
pouziva k transportu taveniny. Ponévadz se jednéd o bezkontaktni metodu, nedochazi k
primému kontaktu taveniny s jinymi mechanickymi ¢dstmi, coz umoznuje zvysit ¢istotu
materidlu snizenim oxidu v taveniné. Navic vznikly pohyb tekutiny je zpravidla pra-
videlny a bez vibraci, coz se odrazi ve zpresnéni napt. davkovani nebo odmétrovani
taveniny pro odlévani. Dalsi uplatnéni je v oblasti kontinualniho odlévani oceli, kdy
translacni magnetické pole vyvolava pohyb odlévané oceli, coz vede k zamezeni ne-
rovnomeérného tuhnuti SPITZER [23]. Promichévéni tekutého kovu je dalsi alternativa

pouziti magnetického pole. Béhem tuhnuti maji totiz slitinové materidly tendenci se
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separovat od dalsich materiali zpusobujici nehomogenitu ingotu a nasledkem toho se
objevuje porozita v materialu, kterd je formovand obsahem bublinek plynu (napi. CO
v oceli). Tuto porozitu lze redukovat ¢i tiplné odstranit pomoci vhodného pohybu te-
kutin vyvolaného magnetickym polem BIRAT [17] a TAKEUCHI [7]. Tekutinu lze uvést
do pohybu také naptiklad pomoci inertniho plynu argonu, coz patii mezi ¢asté tech-
nické realizace, ovsem promichavéani tekutiny prostrednictvim rotujiciho magnetického
pole je mnohem 1c¢innéjsi (rychlejsi a prispiva k lepsi homogenizaci rozlozeni teplot).
Vice informaci 1ze nalézt v literature ROPLEKAR [19]. V oblasti krystalizace materidlu
byl zaznamendan uspéch rovnéz pouzitim rotujictho magnetického pole. Rotaéni pohyb
tekutiny v Bridgmanové procesu umoznil redukovat ryhovéani ve slitiné germania a ga-
lia, které vznika v dusledku fluktuace proudéni vyvolaného prirozenou konvekei DOLD
a BENZ [27]. Dosavadni vyklad vyuziti magnetického pole byl omezen na nejcastéjsi

piipad generovani dodate¢ného proudéni pomoci magnetického pole.

Ovsem existuje jesté jedna vyznamna oblast aplikace magnetického pole a to je
moznost tlumeni proudéni pusobenim magnetického pole. V zahranicni literatute je
tato metoda zndmé pod pojmem 'Magnetic Damping’. Jak napovida nézev, hlavnim
cilem je uplné utlumeni pohybu tekutiny vznikajici napt. v dusledku teplotniho nebo
tlakového gradientu. Nejcastéjsi vyuziti je pro aplikaci Bridgmanovy techniky, ktera
je spojena s vyrobou polovodicovych materidlu a zlepsenim jejich vlastnosti, coz ma
vyznamny vliv predevsim v elektrotechnice. Vice k tomuto tématu lze nalézt napt. v
publikaci MULLER [9]. V piipadé zdjmu o Sirsi pouziti magnetického pole také napf.
pro problematiku generovani pohybu, technologické zpracovani ¢istého kovu hliniku a
moznosti vyrazného snizeni energetické narocnosti tohoto procesu lze odkézat na knihu
DAVIDSON [28].

1.2 Hlavni cile predlozené prace

Hlavnim cilem préace je prinést nové poznatky z oblasti studie proudéni buzeného ro-
tujicim (RMP) a translacni (TMP) se magnetickym polem. Studie 3d proudéni vy-
volaného RMP (rychlostni pole zobrazeno v priloze 5.2) je soucdsti disertacni préce
FRANA [21]. Zde je mozné nalézt nejen velmi obséhly prehled o soucasnych znalostech
a vyvoji vyzkumu v této oblasti, ale rovnéz vyznamné vysledky numerické studie. V
ramci zde predlozené prace je vénovana pozornost studii nestabilit v proudéni vyvo-
laného RMP a dale obsahlejsi studii turbulentniho proudéni, kterd zohlednuje vysledky
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obsazené v praci FRANA [21] a déle je rozviji. Vyznamnd ¢ast prace je ovem zamétena

na proudéni vyvolané translaé¢nim magnetickym polem.

(Cile této prace jsou nasledujici:

1. Prezentace zakladnich urcujicich rovnic magnetohydrodynamiky, odvozeni zjed-
nodusené metody definice matematického modelu pro aplikace v metalurgii a
vyrobnich procesech. Definice zakladnich matematickych modeli pro rotujici a
translacni magnetické pole.

2. Numericka simulace proudéni vyvolaného translaé¢nim magnetickym polem pro
pripady laminarniho osové symetrického proudéni. Identifikace zakladniho typu
proudeéni.

3. Numerickd studie linearnich a nelinearnich nestabilit v magneticky buzeném
proudéni. Zpracovani soucasného piehledu znalosti a vypracovani metody pro
jejich identifikaci programem zalozenym pouze na presnosti druhého radu diskre-
tizace Navier-Stokesovych rovnic se vS§emi mody proudéni. Tato studie zahrnuje

nasledujici diléi cile:

e Shrnout soucasny stav znalosti v problematice existence nestabilit a metody
jejich identifikace.

e Identifikace kritické hodnoty kriteridlniho ¢isla a vznik a vyvoj prvnich ne-
stabilit v proudéni. Soucasti studie je analyza vznikajicich nestabilit, urceni
kritického médu (tj. médu, pii kterém se objevuji prvotni nestability) a sta-
noveni frekvence oscilaci energie na kritickém maodu. K této studii je pouzit
vlastni vypocetni program.

e Porovnani vlastnich ziskanych vysledku se souc¢asnymi znalostmi a defi-
novani odchylek od vysledku ziskanych na zakladé presnéjsich studii nesta-
bilit (spektralni metody a vypocetni programy specidlné navrzené na studii
linedrnich nestabilit).

e Vedlejsim produktem této studie je rovnéz prokazani tuspésné validace vy-
pocetniho programu a potvrzeni spravnosti implementace nelinearniho kon-

vetivniho ¢lenu v hybnostnich Navier-Stokesovych rovnicich.

4. Rozbor moznosti numerické simulace turbulentniho rotujictho proudéni, proble-
matika anizotropie Reynoldsovych napéti a prehled soucasnych znalosti. Druh&
cast cile zahrnuje vlastni numerickou studii turbulentniho proudéni simulovaného
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pomoci dvourovnicovych modeli k—e Standard a k—w SST. Zhodnoceni vysledku
z modelovani turbulence je uskutecnéno porovnanim s presnéjsimi vysledky 3d
DNS studie, pricemz tyto vysledky byly dale z velké ¢asti porovnény s vysledky

ziskanymi experimentalné.

1.3 Pouzity vypocetni software

K numerické simulaci magnetohydrodynamického proudéni byl pouzit vlastni vypocetni
program a komeréni program FLUENT. Vlastni vypocetni program umoziuje feseni
Navier-Stokesovych rovnic pro 3d problém s presnosti diskretizace druhého radu v ¢ase
i v prostoru pro strukturovanou a nestrukturovanou sit. Vypocetni algoritmus se skladd
ze dvou kroku: explicitni feseni rovnice hybnosti a implicitni krok v feseni tlakového
potencialu. Tento vypocetni kod byl v minulosti testovan na mnoha ruznych pripadech,
obzvlasté v rezimu laminarniho proudéni. Vice informaci k tomuto vypocetnimu pro-
gramu lze nalézt v literatufe FRANA [21].

V ramci této prace byl jiz zminény vypocetni program rozsifen o nové moduly
umoznujici zahrnout do vypoctu rovnéz studii vlivu translaéniho magnetického pole.
Dale byly zdokonaleny procedury pro statistiku umoznujici dosahnout lepsich vysledku
pro vypocet Reynoldsovych napéti a turbulentni kinetické energie. V neposledni radé
byly do programu zahrnuty nové procedury specialné vyvinuté pro studii linearnich

nestabilit.

Za ucelem studie turbulentniho proudéni je pouzit rovnéz komeréni program FLU-
ENT, ktery v sobé zahrnuje celou fadu turbulentnich modeli. V této studii lze vyuzit
predpoklad osové symetrického proudéni casové stiedovanych hodnot a cely problém
zjednodusit na 2d pripad definovany v cylindrickych soutadnicich. Dosazené vysledky
jsou pak konfrontovany s vysledky 3d DNS studie. VIiv magnetického pole na proudéni
je rovnéz zahrnut jako vlastni program do vyrazu pro externi sily pomoci rozhrani UDF'.
V piipadé zajmu lze odkazat na oficidlni dokumentaci FLUENTu [1].
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1.4 Numericka simulace

Vétsina realizovanych vypocétu publikovanych v rameci této prace byla uskuteénéna na
viceprocesorovych stanicich s architekturou SGI. Vypocet probiha paralelné s vyuzitim
az 32 CPU na jednu vypocetni tlohu. K samotnému vypocetnimu programu jsou dopro-
gramovany dodatecné pomocné programy pro postprocesing, které obsahuji nastroje
pro zpracovani vysledku (Fourierova transformace, statistické metody apod.). Tyto
doplnujici programy jsou zpravidla zalozeny na sekvencialnim béhu. Vsechny zde zmi-
néné vlastni programy byly napsany v jazyku FORTRAN 90/95.



Kapitola 2

Proudéni vyvolané magnetickym

polem

V ramci této kapitoly je vénovana pozornost formulaci matematického modelu, ktery
je zapotfebi ke stanoveni vlivu magnetického pole na vodivé tekutiny za predpokladu
relativné malé intenzity magnetického pole. Soucésti této kapitoly je rovnéz prezentace
zakladnich vysledku numerické studie magneticky buzenych rychlostnich poli i¢inkem
transla¢niho magnetického pole.

2.1 Matematicky model pro nestlacitelné proudéni

Matematicky model, ktery popisuje chovani nestlacitelné tekutiny, je dan Navier- Sto-
kesovymi rovnicemi, které obecné popisuji principy zachovani hmoty, hybnosti a popi.
energie. V ramci zde zkoumanych problému se predpoklada velmi maly rozdil teplot
v celém vypocetnim objemu. Dusledkem téchto malych gradientu teploty je prirozend
konvekce, ovSem intenzita takovéhoto proudéni je zanedbatelnd vuci vzniklému proudéni
od magnetického pole. Z tohoto diuvodu se ¢asto u podobnych studii uvazuje proudéni
jako izotermni a cely problém se tak omezi pouze na teseni rovnic zachovani kontinu-
ity hmoty a hybnosti. Vektor rychlostniho pole magneticky generovaného proudéni u
je definovan slozkami (u,v,w) a vektor externich sil f je popsan slozkami (f,, fy, f»)-

VVVVVV

finice je dana vztahem 2.1.
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Du Ju
pﬁ—p(a%—u-Vu)——Vp-l—pf—i-V-[ﬂ (2.1)

Tuto rovnici 2.1 je mozné dale upravit do tvaru 2.2, jestlize tenzor napéti je defi-
novan jako [7] = 2 [S] — 2,V - u. Posledn{ vyraz na pravé strané se ddle neuvazuje za
podminek nestlacitelnosti tekutiny, tj. kdy V- u = 0.

Du

Deformacni tenzor napéti oznaceny jako S je déale definovan vztahem 2.3.

ou 1 (0v ou 1 (Jw u
0z §(ax+a—y> 2 (52 +5)
_ |0 0 0 1 ( Ou ov ov 1 [ ow ov
V-Isl= [%8_1;8_} 2 <8_y+8_a:) o 2 (a—y+a—> (23)
1 (0Ou ow 1 (0ov ow dw
1 (5 +3) 3 (a_ - B_y> 9z

Nésobenim operdtoru V prvni fddkou napétového tenzoru S vede na jeho x-slozku
za predpokladu nestlacitelného proudéni 2.4.

(V- [8]), = 5V (2.4

Podobné lze rozepsat tento vektor do slozek y a z, pricemz vysledny vektor bude

ve formeé 2.5, kde i, j a k jsou jednotkové vektory ve sméru x, y a z.

1
V- [S] == (iVu+jV + kViw) = §V2u (2.5)

DN | —

Pomoci vztahu 2.5 se dale vyraz pro smykova napéti na pravé strané rovnice 2.2

zjednodusi na formu 2.6.

2uV - [S] = uV?u (2.6)
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Tato forma zapisu smykovych napéti 2.6 se pouzije pro vyslednou rovnici pro za-
chovéani hybnosti ve tvaru tvaru 2.7.

Du
p—— = —Vp+ pf + uV?u (2.7)
Dt
Pouzitim predchoziho vztahu 2.7 je systém urcujicich rovnic pro nestlacitelné izo-
termni proudéni vazké tekutiny ve slozkovém zapisu definovan nasledujicimi rovnicemi
2.8.

ou Ov Ow
Iz + ay + % = 0 (2.8)
ou ou  Ou ou op Pu  u  O%u
p(g#-u% va—y%—w%) = _%+pfx+u<8x2+8y2+8z2)
ov ov ov ov dp v 0% 0%
p(a—l—u%—%va—y—l—w%) = —a—y+pfy+u(ax2+ay2+az2)
ow ow ow ow dp Pw  Pw  OPw
p(a—l—ua——l—va—y—l—wg) = _@—prz—i_u(@x?—i_@y?—i_&z?)

pro samotnou simulaci proudéni tekutiny bez vlivu magnetického pole. Vzhledem k
tomu, ze zde popsany problém je vzdy omezen pouze na vypocetni oblast tvofenou
valcovou nadobou, jsou Lorentzovy sily zpravidla definovany v cylindrickém souradném
systému. V takovémto piipadé je nestlacitelné vazké proudéni dano vektorem rychlosti
u = (Uyp, U, u;), piicemz soufadny systém je definovan azimutalnimi, radidlnimi a

axialnimi sméry ¢, r, 2.

Tento cylindricky souradny systém je piimo pouzit napt. v numerické studii realizo-
vané v komerénim programu FLUENT, kde se vyuziva predpoklddana osova symetrie

proudéni a tvaru nadoby vuci vertikalni ose.

T

ror dp 0z

=0 (2.9)
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ou, N ou, n %am . ou, L uge _@ N
P\ ot T ar r Op Y5, r ) Or
. (02ur 1 0*u, 0*u, 10u, 2 0u, u,

wz*ﬁaw*‘&z+;&»‘ﬁ5;—ﬁ)+ﬂﬂ

ot tr or r 0p b 0z r r Oy
Pu, 1 0%u, Pu, 10u, 20u, u,
“(mz+ﬁa¢*‘&z+;ar+ﬁﬁa—ﬁ)+ﬂ@

( Ouy, uy | up Oug N Ouy, N u,,u@) 190p

8uz+u0uz+%0uz+u8uz ——@—1—
P\ ot "or 1 Oy 0z ) 0y
) (82uz 1 0%u, 0O%*u, 10u.

or? +ﬁ0g02 + 022 +; 8r)+pfz

V pripadé vlastniho vypocetniho programu se Lorentzovy sily definované v cylin-

drickém souradném systému prevedou do kartézského souradného systému dle po-

mocnych vztahu definovanych v 2.10.

fI:fTCOS (@)_fip‘%.n((p% fy:frsin(gp)—i—f@cos (@)7 afz:fz (2'10)

Geometrické vztahy je mozné nahradit délkovymi rozméry dle zavislosti cos ()

x/r a sin (p) = y/r. Pro piipad rotujictho magnetickeho pole bude silovy uc¢inek v azi-

mutalnim sméru rozlozen do slozek x a y. Naopak silovy tucinek translacniho magnetické

pole pusobi pouze ve sméru z. Odvozeni a presnd definice jednotlivych Lorentzovych

sil pro oba typy magnetického pole lze nalézt v nasledujicich sekcich této kapitoly.

2.2 Zakladni rovnice magnetohydrodynamiky

V této sekei jsou shrnuty zakladni urcujici rovnice pouzivané v magnetohydrodynamice.

Mezi tyto zakladni rovnice patii Maxwell-Amperova rovnice, jejiz redukovand forma je

déna rovnici 2.11.
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V x B = pnJ, V-J=0 (2.11)

V rovnici 2.11 oznacuje B magnetickou indukei, J je hustota indukovaného proudu
a [, je magnetickd permeabilita materialu. Dalsi dulezitou rovnici je tzv. Faradayova

rovnice, kterd je definovana vztahem 2.12.

VXA:—%—]?, V-B=0 (2.12)

V této rovnici predstavuje A tzv. elektricky potencidl, ktery je urc¢en ¢asovou
zménou magnetického pole. Na zakladé Faradayovy rovnice lze tak spocitat tento elek-
tricky potencidl, ktery je pak zapotiebi pro feseni Ohmovy rovnice definované vztahem
2.13.

J=0(A+uxB), F=JxB (2.13)

Pomoci vztahu 2.13 (vlevo) se uréi hustota indukovaného proudu J, ktera je ddna
nejen magnetickym polem prostiednictvim elektrického potencialu A, ale i samotnym
magneticky buzenym proudénim zastoupenym vyrazem u x B. Vztah 2.13 (vpravo)
pak definuje tzv. Lorentzovy sily, které vyjadiuji silovy uc¢inek magnetického pole na
vodivou tekutinu.

OB 1,

Problém definice matematického modelu v MHD je dan skutec¢nosti, ze magnetické
pole vyvolava proudéni tekutiny, které pak zpétné ovliviiuje puvodni magnetické pole.
Tato zavislost je dana rovnici 2.14 odvozené na zakladé vztahu 2.12 a 2.13. Ve vztahu
2.14 oznacuje o elektrickou vodivost materidlu. Jak ukaze dalsi kapitola, ve vétsiné
numerickych studii proudéni v metalurgii lze provést vyrazné zjednoduseni takto kom-
plikovaného spojeni pohybu tekutiny a magnetického pole prostfednictvim Maxwellovy

rovnice.
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2.3 Zakladni rovnice a vztahy pro malé hodnoty

magnetického Reynoldsova cisla

Zakladni rovnici magnetohydrodynamiky je tzv. Maxwellova rovnice, prostiednictvim
které se Tesi vztah mezi magnetickym polem a pohybem vodivé tekutiny a obracené.
Reseni Maxwellovy rovnice je relativné slozité, oviem jak se d4 déle prokézat, v béznych
technickych aplikacich lze nutnost feseni Maxwellovy rovnice obejit. Teorii, ktera to
umoznuje, se fikda MHD aproximace pro malé hodnoty magnetického Reynoldsovo ¢isla
2.15.

Ry = pimoul < 1 (2.15)

Vétsina technickych aplikaci v prumyslu a v laboratornich podminkéach pracuje s
maximdalnimi rychlostmi magneticky buzeného proudént u ~ 0.001 — 0.17, magneticka

permeabilita vétsiny uvazovanych materialtt dosahuje fadu 107 ’Zg 47 elektricka vodi-
vost je v tadu 106;;—";”23 a délkové rozmeéry se pohybuji v rozmezi 0.01—0.1m. Magnetické

Reynoldsovo &islo se pak pohybuje v rozmezi 1073 —107%. Jak je patrné, podminka velmi
malé hodnoty magnetického Reynoldsova ¢isla je vzdy dodrzena ve vétsiné technickych

aplikaci a lze proto pro tyto typické problémy odvodit zjednoduseny matematicky mo-
del.

Nejprve predpokladame stacionarni magnetické pole, které pusobi na vodivou te-
kutinu, kterd se ovsem nepohybuje u = 0. Za téchto podminek oznac¢ime indukci mag-
netického pole By, elektricky potencial Ay a hustotu indukovaného proudu Jg. Jako
druhy piipad se predpokladd, ze se tekutina pohybuje a dusledkem tohoto pohybu
dochézi k narusSeni magnetického pole. Nové magnetické pole indukované pohybem
tekutiny je velmi slabé v porovnani k puvodnimu magnetickému poli a tato tzv. fluktu-
ace magnetického pole se oznaci jako b, elektricky potencial a a hustota indukovaného
proudu j. Zakladni rovnice pro oba pripady jsou dany vztahy 2.16 - 2.19.

V x Ag =0 (2.16)

JO = O'A() (217)
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ob

j=o0(a+uxBy) (2.19)

V rovnici 2.19 se zanedbal vyraz druhého fadu u x b. Faradayova rovnice udava, ze
fluktuace elektrického potencidlu je definovana jako a ~ ub a tak oscilace elektrického
pole mohou byt v rovnici 2.19 rovnéz zanedbany. Znamy Ohmuv zdkon pak bude s
ohledem na zde uvedené zjednoduseni definovan vztahem 2.20.

J:J0+j:U(AO+UXB0) (220)

Elektricky potencial A muze byt nahrazen gradientem elektrostatického potenciélu
—V¢. Ohmuv zakon ze vztahu 2.20 lze pak pomoci elektrostatického potencidlu prepsat
na tvar 2.21.

J=0(-Vé+uxBy) (2.21)

Definice Lorentzovych sil na jednotku objemu jsou dény vztahem 2.22.

F=1Jx B, (2.22)

Jak je mozné pozorovat ze vztahu 2.21 a 2.22, Lorentzovy sily jsou nezavislé na
b a v pfipadé malych hodnot magnetickych Reynoldsovych ¢isel plati, ze vliv pohybu
vodivé tekutiny nema skoro zadny vliv na magnetické pole a tudiz pouze pusobeni
magnetického pole na vodivé tekutiny je jediny vyznamny fakt MHD aproximace.
Tato skutec¢nost méa nesmirny vyznam pro sestaveni matematického modelu rozlozeni
Lorentzovych sil, pro kterou neni zapotiebi pocitat Maxwellovu rovnici. Tim se vypocet
vyrazné zjednodusuje a priblizuje se tak praktickému vyuziti s ohledem na kapacity
soucasnych vypocetnich stanic. Jak bude dale prezentovano, lze vétsinu Lorentzovych
sil definovat pomoci analytickych vztahu, které vzdy vychazeji z rovnic definovanych
vyse.
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2.4 Rotujici magnetické pole

Problematika rotujictho magnetického pole a jeho tc¢inku pro laminédrni stabilni a tur-
bulentni nestabilni proudéni v elektricky vodivé tekutiné bylo tématem disertacni prace
FRANA [21]. V rdmci nésledujici kapitoly jsou prezentovdny pouze nezbytné nutné in-
formace pro pochopeni studie provedené v ramci této publikace. V pripadé dalsiho

zajmu lze odkazat pravé na citovanou praci.

w

=
Mg |
o
]

U e N

Obrazek 2.1: Schéma pusobeni rotujictho magnetického pole.

Magnetické rotujici pole RMP s magnetickou indukei By rotuje s konstantni frek-
venci w ve valcové nadobé s prumérem R a vyskou H. Uvnitt valce se nachazi elektricky
vodiva tekutina s koeficientem elektrické vodivosti o. Stény nadoby se uvazuji za elek-
tricky dokonale izolované. Pusobenim magnetického pole se vyvoldva pohyb tekutiny,
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jehoz hlavni slozka je v azimutalnim smeéru. Dusledkem silové nerovnovahy vznika
kromé hlavniho rotujiciho azimutalniho proudéni rovnéz mnohem slabsi sekundarni
proudeéni, které pusobi ve vertikdlnim sméru proti gravitacni sile. Tento pohyb je ve
prispiva k vyrovnani teplotnich rozdili v rdmci celého objemu. Bohuzel sekundérni
proudéni je v porovnani k hlavnimu proudéni velmi slabé, a proto je zapotiebi pouzit
velmi silnou intenzitu magnetického pole, aby doslo k vybuzeni dostatecné silného
sekundarniho proudéni. Na druhou stranu velmi silné magnetické pole vyvola turbu-
lentni rezim proudéni, které ptinasi oscilace do rychlostniho pole a zpusobuje napft.
nehomogenni rozlozeni teplotniho pole. Aby se presné vymezily podminky pouziti ro-
tujictho magnetického pole, je nutné znat kritickou hodnotu Taylorova ¢isla. Tomuto
konkrétnimu problému se vénuje kapitola 3, ktera pojednava pravé o vzniku linearnich

nestabilit v tocich vyvolanych magnetickym polem.

2.4.1 Matematicky model RMP

Rotujici magnetické pole je definovano vztahem 2.23, kde By je absolutni hodnota
magnetické indukce, w je frekvence rotujictho magnetického pole.

B = Bycos(p — wt)e, + sin(yp — wt)e,] (2.23)

Definice magnetickych externich sil je odvozena od zakladnich vztaht definovanych
v predeslych kapitolach, ovsem z praktického hlediska se pro definici téchto uziva ana-

lyticky vztah, jehoz forma je uvedena vztahem 2.24.

(2.24)

1 9 RN 2Ji(\r/R)cosh(\pz/R)
S0wBy*r]1 ?; (

fr — —
L= 3% N — 12 O )cosh Ow H /2 R) %

Ji, predstavuje Besselovu funkci prvniho typu a k-tého fadu a Ay je kofen urceny
AeJo( M) — Ji(Ax) = 0. Takto lze za urcitych podminek (mald magnetickd indukce
a mala frekvence rotujictho magnetického pole) definovat rozlozeni indukovanych sil,
které odpovida ve skutecnosti slozitym rovnicim definovanych v ramci kapitoly "Ma-
tematicky model pro malé hodnoty magnetického Reynoldsova ¢isla’. Ptesné odvozeni
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zde zminéného analytického vztahu 2.24 je mozné nalézt v literatufe GORBATCHEV
[10].

owB2R*

T, =
2pv

(2.25)

Stav proudéni je popsan velikosti magnetického Taylorova ¢isla, jehoz definice je
dana dle vztahu 2.25.

2.5 Translaéni magnetické pole (TMP)

Translaéni magnetické pole (TMP) pusobi s absolutni hodnotou magnetické indukce
By, s vlnovym ¢islem a a s frekvenci pohybu magnetického pole w na vodivou tekutinu
uvniti nadoby. Stény naddoby se uvazuji za elektricky dokonale izolované.

- t+ dt
-t

A
\

e

/
@q

Obrazek 2.2: Schéma pusobeni translaéniho magnetického pole.
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Na obrazku 2.2 je znazornéno pusobeni translacniho magnetického pole na teku-
tinu uvnitt valcové nddoby o poloméru R a koneéné vysky H s urcujicim parametrem
Z = R/2H. V dusledku pusobeni magnetického pole na elektricky vodivy materiél
(o) vznikd ve vélcové nadobé proudéni ve vertikdlnim sméru tvorené dvéma viry ve
formé dvou anuloidu viz. 2.2. Vyhodou TMP je moznost vyvolat proudéni piimo ve
sméru pusobeni gravitacni sily. Oproti rotujicimu magnetickému poli, kdy proudéni
ve sméru pusobeni rotace predstavuje slabsi sekundarni proudéni, je mozné pomoci
TMP vyvolat relativné intenzivni rychlostni pole v tomto sméru. To predurcuje pouzit
toto magnetické pole u mnoha technickych aplikacich spojenych se stabilizaci proudéni
napi. v oblasti krystalizace materialu ¢i vyroby monokrystalu.

2.5.1 Soucasny stav znalosti v oblasti aplikaci TMP

Zatimco proudéni dané rotujicim magnetickym polem bylo jak experimentédlné, tak i
numericky dukladné studovéano, translacni magnetické pole se dostalo do zajmu védy
az v poslednich letech. Toto magnetické pole se nejcastéji pouziva jako elektromagne-
ticky generator pro pohyb elektricky vodivych tekutin. Jedna ze zdakladnich studii je
2D numericka studie matematického modelu pro translacni magnetické pole v aplikaci
generdtoru a elektromagnetické pumpy KAMIYAMA [22]. V rdamci tématu této prace
je veétsi pozornost vénovana aplikaci TMP v metalurgii. V prdci RAMACHANDRANA
[24] je uskutecnéna studie stabilntho a nestabilniho rezimu proudéni generovaného
transla¢nim magnetickym polem. Z vysledku prace vyplyva podstatny zavér a to, ze
tento druh magnetického pole je velmi atraktivni pro rust krystalu a jejich tvaru.
Navic intenzita TMP ovliviiuje vyrazné také zmény v dynamice krystalizace. Expe-
rimenty dale prokazaly, ze rovnéz jako u RMP i u TMP existuji kritické hodnoty,
pii jejichz ptekroceni vznika nestacionarni prechodové proudéni. V rychlostnim poli
se zacinaji objevovat oscilace, které nejsou zadouci pro aplikace vyzadujici pravé ho-
mogenni prostiedi. Stanoveni kritické hodnoty kriteridlniho ¢isla je tak podstatné
pro vymezeni oblasti aplikovatelnosti transla¢niho magnetického pole. Problém ptesné
identifikace vzniku prvnich linearnich nestabilit v proudéni je zpracovano v publikaci
GRANTSE a GERBETHA [16] a GELFGATA [40]. Vice na toto téma lze nalézt pozdéji
v kapitole linearni a nelinearni nestability. TMP lze také tispésné pouzit pro Bridg-
manovu technologii krystalizace materialu. Detaily studie je mozné nalézt v literature
YESILYURTA [34], kde je problém uc¢inku translacniho magnetického pole ve spojeni s

prirozenou konvekci zpracovan numericky i experimentélneé.
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2.5.2 Matematicky model TMP

Matematicky model translacniho magnetického pole je slozitéjsi, nez je tomu u ro-
tujictho magnetického pole. V soucasné dobé existuje nékolik variant, pricemz jak bude
ukazano pozdéji, za urcitych okolnosti a zjednoduseni vedou vSechny tyto varianty k
jedné spolecné formulaci rozlozeni externich sil vznikajicich v dusledku pusobeni mag-
netického pole na vodivé materidly.

Pohybujici se magnetické pole ve vertikalnim sméru je popsano obecné vektorovym

potencidlem A ve vztahu 2.26.

A = A(r)sin(wt — apm2)e, (2.26)

Frekvence translacniho magnetického pole je oznacena jako w a a,, je v tomto
pifpadé vlnové éislo. Reseni vztahu 2.26 pro piipad vélcové nddoby koneénych rozmért
je stejné jako analytické Feseni (2.27) rozlozeni externich sil vznikajicich pusobenim

magnetického pole ve vodivém materidlu.

fo =0 (2.27)
L Am [ (Br) Jo(Br)]

VA GIE
_ Fa | J1(Br)?

fo = e G

Ve vztahu 2.27 predstavuje F; amplitudu, kterd je dédle definovana ve vztahu 2.28
a parametr [ je definovan jako § = (/a2 + iy. Parametr v je popsan vztahem ~ =

owpm B2, kde o je elektricka vodivost materidlu a p,, magnetickd permeabilita.

RQ
o= A2 (22 2.2
e ( 2p12 ) (2:28)

Magnetické pole budi externi sily ve vodivé tekuting, jejichz slozky jsou dany vzta-
hem 2.27. Azimutédlni slozka sily je nulové hodnoty, radidlni slozka ptredstavuje po-

tencial, ktery neovliviiuje rychlostni pole tekutiny a tudiz ji lze pro vypocet pohybu
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tekutiny zanedbat. Pro nami uvazovany vypocet je tak rozhodujici pouze axidlni slozka
sily, kterou je mozné déle zjednodusit. Vinové ¢islo a,, 1ze definovat jako a,, = 2rR/L,
kde L je vlnova délka. Z praktického hlediska je mozné povazovat hodnotu a,, ~ 1 a

~v = 1. Timto zpusobem se zjednodusi vztah pro axidlni slozku z rovnice 2.27.

7,.2

fz = Ftam’ﬁP 4

(2.29)

Vztah 2.29 lze jesté dale upravit zahrnutim vztahu 2.28, takze kone¢na forma pro
externi sily buzené magnetickym transla¢nim polem je definovana vztahem 2.30.

B2
fr, = %ﬁez (2.30)

Ve vztahu 2.30 oznacuje By absolutni magnetickou indukci. Jak dale ukazuje vztah
2.30, je rozlozeni externich sil dano kvadratickou zménou radidlni vzdalenosti. Toto ana-
lytické feseni bylo pouzito v pracich GRANTSE a GERBETHA [16]. V praci GELFGATA
[40]. RAMACHANDRAN [24] byla zvefejnéna jind forma analytického feseni externich sil
2.31.

f=—eou. < B> —e.0 (uz — i) < B?> (2.31)

m

Rovnici 2.31 je mozné déle zjednodusit za predpokladu, ze vliv indukovaného po-
hybu tekutiny na magnetické pole bude zanedbatelny vuéi vlivu magnetického pole na
tekutinu. Tomuto predpokladu odpovida vétsina technickych problému, které se fesi.

Za predpokladu uvazeni tohoto zjednoduseni je mozné vztah 2.31 dale zjednodusit.

fo=o— <B2> (2.32)

am

Parametr < B? > je definovdn dle vztahu 2.33.

1
< B?>= éBgff(amr) (2.33)
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Vztah 2.33 je nutné dale upravit za stejnych podminek jako v predchozim odvozeni.
Velikost vinového ¢isla je blizka k 1, takze a,, =~ 1. Za téchto podminek je mozné formu
vztahu 2.33 upravit do nové podoby, takze vyraz pro externi silu 2.32 lze napsat ve
tvaru 2.34.

1
fr, = ngawamTQez (2.34)

Jak dokazuje vztah 2.34 odvozeny na zakladé vztahu 2.31 je mozné povazovat
zékladni analyticky vztah autori GRANTSE a GERBETHA [16], GELFGATA [40] a RA-
MACHANDRANA [24] za totozny. Jak ale ukazuje prace GELFGATA [40], prubéh rozlozeni
Lorentzovych sil se vyrazné zméni, jakmile se bude predpokladat, ze vinové ¢islo ne-
bude a ~ 1. Pro hodnoty a > 1 je nutné pro vypocet externich sil uvazovat vztah
2.31.

V ramci numerické simulace proudéni s tcinkem pusobeni transla¢niho magne-
tického pole bude pouzit identicky vztah pro definici rozlozeni externich sil 2.30 nebo
2.34. Timto zpusobem se nabizi také moznost porovnat soucasné publikované vysledky
s vlastnimi vysledky a tak prokazat jejich spravnost. K popisu stavu proudéni ge-
nerované translacnim magnetickym polem se nejcastéji pouziva tzv. kriterialni ¢islo

oznacené jako F', které je definovano ve vztahu 2.35

2 5
owBja, R

F—
4pv?

(2.35)

Kriterialni ¢islo /' méa obdobné pouziti jako Taylorovo ¢islo, které se bézné pouziva
v souvislosti s rotujicim magnetickym polem. Definice kriteridlntho ¢isla F' se formuluje
na zakladé externich sil pro translaéni magnetické pole. Tato formulace kriterialniho
¢isla byla pouzita v literature GRANTSE a GERBETHA [16]

2.5.3 Verifikace matematického modelu TMP

K verifikaci matematického modelu pro TMP je mozné vyuzit dosavadni znalosti o
vyvoji maximalnich hodnot radialni a axialni slozky rychlosti v oblasti axisymetrického
proudéni definovaného malymi hodnotami kriterialntho ¢isla F.
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Obrazek 2.3: Vyvoj maximéalnich hodnot radidln{ a axidlni slozky rychlosti.

Dle prace GRANTSE a GERBETHA [16] je vyvoj maximélnich hodnot radidlni a
axialni slozky rychlosti definovan zavislosti 0.0035F". Obrazek 2.3 zobrazuje vyvoj ma-
ximalnich hodnot radialni a axialni slozky rychlosti magneticky buzeného proudéni,
pricemz jednoznacné ukazuje velmi dobrou shodu vysledku vlastniho vypoctu s teorii
GRANTSE a GERBETHA [16]. Vzhledem k tomu, Ze je ale mozné pozorovat i malé od-
chylky od teoretického priubéhu zejména pro velmi malé ¢i velké hodnoty kriterialniho
¢isla, byly vysledky porovnany jesté s vypoctem uskutec¢nénym pomoci komeréniho pro-
gramu FLUENT. I v pfipadé vysledku pomoci komeréniho programu FLUENT existuji
patrné odchylky prubéhu maximalnich hodnot radialni a axidlni slozky rychlosti od teo-
rie GRANTSE a GERBETHA [16] a naopak tytéz vysledky potvrzuji velmi dobrou shodu
s vypoctem realizovanym pomoci vlastniho programu. Jak ukazuji samotné vypocty
GRANTSE a GERBETHA [16] teoreticky prubéh 0.0035F odpovidd pouze piiblizné a v

pripadé jejich vypoctu existuji rovnéz patrné odchylky od tohoto teoretického prubéhu.
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2.5.4 Vysledky numerické simulace proudéni vyvolaného TMP

Pro oblast malych hodnot kriteridlniho ¢isla F je magneticky generované proudéni
osové symetrické a v proudéni nevznikaji zadné oscilace v rychlostnim poli. Z hlediska
aplikace je tento klidny stav proudéni nejvyhodnéjsi, nebot rovnomérné rozloZené rych-
lostni pole prispiva k rovnomérnému rozlozeni teplot, coz se pozitivné odrazi v procesu

tuhnuti materidlu v technologickych procesech zpracovani kovu.
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Obrazek 2.4: Zndzornéni rychlostniho pole v fezu r-z
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Na obrazku 2.4 je ve vertikdlnim fezu r-z zobrazeno okamzité rychlostni pole v
bezdimenziondlni formé u* = uR/v. Ponévadz je proudéni osové symetrické, je hlavni
vertikdlni pohyb tekutiny zobrazen na levé strané vertikalniho fezu nadobou pomoci
vektorového pole, zatimco na pravé strané je vykresleno okamzité rychlostni pole po-
moci izocar (rychlostni pole u dalsich hodnot F jsou zndzornény v ptiloze na obr. 5.3). Z
obrazku dale vyplyva, ze se vzrustajici hodnotou F se méni vyrazné rozlozeni rychlosti.
V piipadé velmi malych hodnot F (= 1 x 10%) vznikd v proudén{ dominantn{ vir, jehoz
stfed se nachdzi v poloviné poloméru a vysky nadoby. Tento stfed viru se postupné
posouva smérem ke dnu nadoby s tim, jak se zvySuje intenzita magnetického pole.
Daéle dochézi k rustu intenzity rychlostniho pole, pficemz pii vyssich hodnotach F se
jiz vytvari tenkd mezni vrstva na dnu a na vertikaln{ sténé do 1/3H. Jak je déle patrné
z obrazku 2.4, v pripadé vyssi hodnoty F je intenzita proudéni vyrazné vyssi v oblasti
od dna do 1/3 vysky nadoby, kde existuje velmi silny vir, ktery napomahd zesileni
transportu hmoty. Na druhou stranu ovsem dochazi k zeslabeni tc¢inku proudéni ve
zbylé ¢asti nadoby, coz se prakticky projevi zhorsenim intenzity promichavani tekutiny
a tim i dochazi k nerovnomérnému rozlozeni teplotniho pole. V piipadé tuhnuti ma-
terialu se muze ocekavat, ze vznikla struktura materialu bude nehomogenni obzvlaste

v horni ¢asti nadoby.



Kapitola 3

Linearni a nelinearni nestability v
proudeéni

V ramci této kapitoly je vénovana pozornost vzniku linearnich ¢i nelinearnich nestabilit
v proudéni, které je buzeno magnetickym polem. Vznik nestabilit v proudéni oznacuje
prechod ze stabilniho rezimu proudéni do oblasti prechodového nebo turbulentniho
proudéni. Z pohledu matematického modelu je zde uvazované proudéni popsané Navier-
Stokesovymi rovnicemi, pricemz zakladni rovnice hybnosti obsahuje nelinearni ¢len,
jenz je zodpovédny za vznik nestabilit v proudéni. Tento ¢len je v piipadé laminarniho
proudéni v porovnani k ostatnim ¢lenum rovnice slaby, ovsem jeho vliv na rovnovahu v
rovnici hybnosti roste tak, jak se zvysuje Reynoldsovo ¢islo. Od uréitého poméru mezi
nelinedarnim konvektivnim a tfecim clenem se za¢nou objevovat v proudéni nestability,
které vedou k narusSeni proudéni a vzniku zmén v proudéni. Vlastnosti nestabilit je
skutecnost, ze jen maly prirustek energie na pocatku vyvola velkou zménu energie
na vystupu. V soucasné dobé existuje Siroka rada metod zabyvajicich se vznikem a
identifikaci linearnich nestabit od moznosti matematicky analyzovat pomocné rovnice
popisujici stabilitu systému (teorie linedrnich nestabilit) napi. CEBECI [36] a nebo
piimo tesit Navier-Stokesovy rovnice prostrednictvim vypocetniho kédu. Tento druhy
piipad je zvolen v této kapitole a prostfednictvim této metody jsou nalezeny kritické

hodnoty kriteridlnich ¢éisel (Reynoldsovo ¢islo, Taylorovo ¢islo apod.).

24
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3.1 Teorie linearnich nestabilit

Teorie linedrnich nestabilit vychézi z feseni (pfiblizné teseni) zdkladnich uréujicich
rovnic popisujici zakon zachovani hybnosti. Nejprve se urcuje prostfednictvim vypoctu
ustalené stacionarni proudéni dané okamzitou rychlosti ug a tlakem p,. Po dosazeni
vyrazné slabsi tzv. rusivé rychlostni pole u, a tlakové pole p,. Celkové rychlostni pole
u = ug + u, a tlakové pole p = py + p, se pak fesi podle urcujicich rovnic a materialové

konstanty se pro jednodussi vysvétleni budou uvazovat o hodnoté 1.

B
a—?+uO-Vu+u-Vu0:—Vp+v2u+f (3.1)

Rychlostni pole u musi spliiovat zakladni rovnici kontinuity. Okrajové podminky
jsou definovany pouze jako tzv. non-slip podminky vyjadiené vyrazem u(x =I') = 0.
Dand soustava rovnic se dale fesi a pozoruje se, jak se vyvijeji nestability v ramci
casového vyvoje. Jakékoliv rychlostni pole s rusivymi jevy lze analyzovat pomoci Fou-
rierovy analyzy. Predpoklada-li se pouze linearni typ nestability, pak plati, Zze neexis-
tuje zadna vazba mezi jednotlivymi Fourierovymi komponenty. Za podminek prosto-
rového rusivého pole popsaného pomoci sinusového prubéhu se pak ¢asovy vyvoj téchto

vzruchu v proudéni objevuje ve formé et

AQ ~ 6[ikr+(5t] (32)
Parametr 0 je definovan realnou a imaginarni ¢asti dle vztahu d = id; + 9,.

Znaménko redlné casti d, udava, zda-li rusivé jevy budou rust (pozitivni) a nebo
se utlumi (negativni). Jednotlivé Fourierovy koeficienty lze oznacit jako k (vlnové
¢isla). Jestlize 9, je negativni pro vSechny hodnoty k, pak lze jednoznacné fici, ze
dané proudéni je stabilni. Tato podminka se nazyva obecné podminkou stability. Na
druhou stranu pii pozitivni hodnoté 9§, pro alespon jedno libovolné k bude platit, ze
se rusivy jev v proudéni bude zesilovat. Tato podminka je dostatecnd podminka pro

nestabilni proudeéni.

Obrazek 3.1 ukazuje mozné vyvoje amplitudy vzruchu v proudéni. Jak naznacuje

ilustrativni obrazek, existuji ruzné moznosti rustu amplitudy ruseni. Kiivka A ukazuje
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amplituda
o

Obrazek 3.1: Tlustrac¢ni obrdzek moznych casovych vyvoju amplitudy oscilaci v libovolném
typu nestabilniho proudéni

velmi rychly spontdanni rust amplitudy, zatimco kiivka B ukazuje zpoc¢atku velmi rychly

rust, ktery se vyrazné zpomali postupem casu.

Vznik a vyvoj linearnich nestabilit lze velmi ndzorné ukazat na ptripadu Couettova
rotacniho proudéni, které predstavuje rotaci dvou pevnych stén kolem jedné spolecné

vertikalni osy. Obrazek 3.2 ukazuje schéma Couettova proudéni.

Podle 1ihlové rychlosti £21,€25 a velikosti nadoby urcéené poloméry a; a as je mozné
nalézt nékolik ruznych rezimu proudéni. Pro vysvétleni linearnich nestabilit se bude
déle uvazovat jednodussi pripad, kdy €2, = 0. Reynoldsovo ¢islo je pak definované dle
vztahu 3.3.

Re = Qqa; (ag — aqy) Jv (3.3)

Predpokladé-li se ruseni rychlostniho a tlakového pole dle vztahu 3.4 a 3.5, pak
studie linearnich nestabilit umoznuje identifikovat hranici stabilniho a nestabilniho

proudeéni.

AU = U(r) explitmetka)+ot] (3.4)
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Obrazek 3.2: Schéma Couettovy tlohy s vyznacenim vznikajicich rotujicich viru

Ap = P(r) explimethz)+ot] (3.5)

Ve vztahu 3.4 a 3.5 oznacuje ¢ azimutalni a z axidlni smér proudéni. Parametr
m je libovolné pozitivni celé ¢islo. Predpoklada-li se déale pripad, kdy m = 0, pak
test linedrnich nestabilit je uskutecnén pro axisymetrické podminky a ¢, = 0. Ziskané
vysledky analyzy linearnich nestabilit 1ze ndzorné zobrazit dle ilustra¢niho obrazku 3.3,
kde amplituda ¢ je vyjadrena v bezdimenzionédlni formé dle vztahu 3.6.

5 = k? ((12 — al) (36)

Pro velmi nizké hodnoty Reynoldsova ¢isla je o negativni pro vSechny hodnoty &.
Totéz plati nejen pro m = 0, ale i pro m # 0 tj. pro vSechny hodnoty m se osci-
lace ruseni utlumi a azimutalni proudéni zustava stabilni. V ptipadé vyssich hodnot
Reynoldsova ¢isla bude amplituda ¢ pozitivni pro urcité hodnoty £. To bude mit za
nasledek staly narust amplitudy oscilaci. V klasickém testu linearnich nestabilit se zde
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M
0<0
stabilni
oblast
nestabil ni
€ krit oblast
0=0
\
Re krit Re

Obrazek 3.3: Ilustraéni obrazek stabilnich a nestabilnich oblasti a hranice stability pro Cou-
ettuv typ proudéni

popsana studie uskutecni pro kazdou hodnotu m a urci se minimalni hodnota Reynold-
sova ¢isla. Hledana vyslednd kriticka hodnota Reynoldsova ¢isla je rovna jednotlivym

minimalnim Reynoldsovym éislum z jednotlivych m tj. Re,., = Ree,.

3.2 Dosavadni znalosti a publikace

V nasledujici kapitole je vénovana pozornost predchozim vysledkum studie linearnich a
nelinearnich nestabilit v proudénich vyvolanych rotujicim a translacnim magnetickym
polem. Ponévadz se charakter proudéni vyrazné méni v okamziku, kdy se ptekroci
urcitd hranice kritického kriteridlniho ¢isla, je tato studie velmi dulezita pro vymezeni
praktické aplikovatelnosti metod magnetického buzeni v technologickych procesech.
Zde jiz zminéné skutecnosti, ze pii prekroceni urcité mezni hodnoty kriteridlniho ¢isla
se vyrazné méni charakter proudéni, si jiz povsiml RICHARDSON [2], ktery svoji prvotni
studii zaméfil na rotujici magnetické pole pusobici na elektricky vodivou tekutinu v
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nadobé o teoreticky nekoneéné vysce. Snahy o presnéjsi identifikaci kritickych hodnot
proudéni, pri kterych se poprvé objevuji nestability, ptisly na fadu az pozdéji v ramci
praci KAISERA a BENZE [37], MARTHYHO a MARTIN WITKOWSKIHO [29], MOSSNERA
a GERBETHA [31] a GRANTSE a GERBETHA [13]. Pro tyto zde zminéné studie je ty-
pické, ze se autori omezovali na myslenku axisymetrického proudént a zjisténé vysledky
se vzajemné mirné lisily. Urceni kritické hodnoty kriteridlniho ¢isla, kritického modu
a eventualni frekvence vznikajicich oscilaci energie bylo uskutecnéno v zavislosti na
hustoté vypocetni sité a velikosti nddoby dané pomérem pruméru a vysky ndadoby. S
pomoci téchto vyjmenovanych studii byly odhaleny oscilace proudéni ve vertikalnim
sméru, ovsem otazka existence nestabilit v azimutalnim sméru a jejich tloha pfi vzniku
pocatku nestabilit v proudéni zustavala tak nezodpovézena. V praci GRANTSE a GER-
BETHA [14] je FeSena problematika komplexniho 3d proudéni. Nové ziskané hodnoty
mezniho kriteridlniho ¢isla, kritického mdédu, a frekvence amplitudy oscilaci nestabi-
lit se odlisovaly od stejné studie uskutecnéné za podminek axisymetrického proudéni.
Nicméné bylo zjisténo, ze prvni nestability, které se objevuji v proudéni, jsou spojeny s
oscilacemi azimutalni rychlosti, které pravé predchozi studie nemohly ze své podstaty
identifikovat.

Vsechny zde zminéné studie byly uskuteénény pouzitim numerickych metod. V
publikaci GRANTSE a GERBETHA [15] je mozné rovnéz najit experimentalni pozorovani
vzniku nestabilit. Obecné poznatky o vzniku nestabilit rotujiciho proudéni je mozné
nalézt spolecné s teorii v publikaci GALLAIREHO a CHOMAZE [8].

Na rozdil od rotujictho magnetického pole, je studie vzniku linearnich nestabi-
lit pro pripad translacniho magnetického pole mnohem chudsi. Doposud jsou znamé
dvé vyznamné préace, GRANTS a GERBETH [16] a GELFGAT [40]. Prvni studie byla
zameéfena na obecné urceni kritickych hodnot spojenych se vznikem linearnich nesta-
bilit pro rizné poméry pruméru a vysky nadoby. Studie GELFGATA se zaméfuje na
doplnujici studii pro analyzu linearnich nestabilit pro ruzné hodnoty vinovych ¢isel a
elektrické vodivosti materidlu. Jak demonstruji jeho vysledky, kritické hodnoty para-
metru linedrnich nestabilit jsou rovnéz podstatné ovlivnény témito dvéma parametry
magnetického pole a materidlovou konstantou. Dalsi informace ohledné vzniku nesta-
bilit v pripadé rotujictho proudéni lze také nalézt v literature GORTLER [11] a SARIC
[39].
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3.3 Popis numerického testu linearnich nestabilit

Vétsina publikaci zabyvajicich se studif linearnich nestabilit pomoci numerické simulace
vychézeji z vysledku, které byly ziskdny pomoci vypocetnich programu postavenych na
diskretizacnich metodach vyssich radu. Zpravidla se vyuziva feseni ve 2d, pricemz tieti
rozmeér se pocita na zakladé Fourierovy transformace. Takto Ize rozlozit rychlostni pole
na jednotlivé mody jiz béhem samotného vypoctu a pocitat tak jen ty mody, které jsou
vyznamné, tj. které jsou pro analyzu nestabilit dulezité. Tato metoda umoznuje nejen
snizit naro¢nost na vypocetni cas, ale rovnéz nabizi mnoho dalsich moznosti pro studii

linearnich nestabilit napt. oddéleni zavislosti jednotlivych médu béhem vypoctu.

Studie prezentovana v ramci této prace zde popsanou metodu neumoznuje, nybrz
resi celé proudéni jako skutecné 3d proudéni se vSemi mddy zaroven. Navic diskre-
tizacni metoda nabizi maximélné presnost druhého fadu. Tyto skutecnosti povedou k

praktickému zavéru, ze bude mozné pocitat pouze omezeny pocet pripadu.

Matematicky model pouzity pro test linedrnich nestabilit vychazi z ustaleného
proudéni definovaného rychlostnim polem wug. Pro definovani ustaleného vyvinutého
proudéni se pouzila dvé kritéria. Prvni kritérium 3.7 je zalozeno na velmi malé zméné &'
v rychlostnim poli nésledného (n+1) a souc¢asného (n) ¢asového kroku. Druhé kritérium

je zaloZeno na velmi malé zméné €2 momentu rotace 3.8.

n+l _ n
81 = uu—nu (37)
g2 = /Qr -ultdQ — /Qr - ugdS (3.8)

Po dosazeni ustaleného vyvinutého proudéni se zavede dodatecné ruseni, bez kterého
by jinak rychlostni pole zustalo bez zmény. Dalsi vypocet potom ukéze vyvoj téchto
vzruchu v case. Velikost rusivého rychlostniho pole u,, které osciluje nepravidelné v
prostoru, je ddno nadhodnou funkef s definovdnim maximdalni hodnoty u, = 0.1%u,.
Toto rusivé pole je v podstaté, co se tyce vlivu na proudéni, zanedbatelné, coz lze

dokazat nasledujicim vysvétlenim.

Predpokladame-li celkovou energii proudéni dle vztahu 3.9, pak podobné muzeme
vyjadrit celkovou energii pro dodateéné rusivé rychlostni pole vztahem 3.10.



Proudéni vyvolané rotujicim magnetickym polem 31

1
e = & / u2d0) (3.9)
2 Ja

1
e = —/ufdQ (3.10)
2 Jo

Vztah 3.10 Ize dale upravit, jestlize se bude predpokladat, ze maximalni hodnota
rusivého rychlostniho pole je ddna 0.1%uyg, takze lze vyjadfit maximalni moznou hod-
notu energie rusivého rychlostniho pole také dle vztahu 3.11.

1
er=1x107%= / ugds (3.11)
2 Ja

Kineticka energie nového rusivého rychlostniho proudéni je dana hodnotou e, =
1 x 107%¢,. Tato hodnota je velmi mald ke skutecné kinetické energii ustaleného rych-
lostniho pole, ovSsem jak ukézou vysledky numerické studie vzniku linearnich nestabilit
pro rotujici a transla¢ni magnetické pole, vyvolaji tyto malé zmény energie velkou ode-
dosdhnout uspokojivé vysledky, je mozné soucasné prokazat spravnost diskretizace ne-
linearniho konvektivniho clenu Navier-Stokesovych rovnic. Pravé jakékoliv eventualni

chyba v implementaci nelinearniho ¢lenu by méla hrozivy dopad na konecné vysledky.

K definici samotného testu linearnich nestabilit je nutné jesté zminit zpusob vy-
hodnoceni vysledku. Vsechny prubéhy energii v jednotlivych médech proudéni jsou za-
neseny do grafu, pricemz znazornéné hodnoty energie E* jsou vztazeny na prumeérnou
hodnotu energie v médu 0. Tim je zaruena moznost vzajemného porovnani vysledki.
Hodnoty rychlosti jsou vyjadieny rovnéz bezdimenziondlné dle vztahu u* = uR/v, kde
R je polomér nadoby, v je kineticka viskozita tekutiny a u je skutecné rychlostni pole.

3.4 Proudéni vyvolané rotujicim magnetickym po-

lem

Test vzniku linedarnich a nelinearnich nestabilit byl uskuteé¢nén na pripadu proudéni

7 2’ 7 . 7 ’ ~ ’ z 70 s ~
generovaného rotujicim magnetickym polem. Vypocetni nestrukturovand sit je tvorena
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elementy se 4 uzly (tetrahedral) s hustotou sité odpovidajici déleni R/60. Na této rela-
tivné jemné siti byla provedena studie vzniku nestabilit s cilem urcit kritickou hodnotu

Taylorova ¢isla, prislusny kriticky mod a frekvenci oscilaci energie nebo rychlosti.

3.4.1 Velikost nadoby Z=1

Test vzniku nestabilit v proudéni byl uskuteénén na velikosti nadoby Z = 1, pro kte-
rou jsou dostupné vysledky jiné numerické studie pochézejici z vypocétu realizovanych
presnéjsimi metodami (spektralni metody s vysokym tadem interpolacni funkce). Test
nestabilit byl realizovan na 4 piipadech Taylorova é&fsla 7, = 1.1 x 10°, T}, = 1.2 x 10°,
T, = 1.25 x 10° a T,, = 1.3 x 10°. Tyto hodnoty Taylorovych &isel byly zvoleny s
ohledem na uskute¢nénou studii stability proudéni v ptripadé rotujictho magnetického
pole (GRANTS a GERBETH [14]). Na obrézku 3.4 jsou uvedeny vyvoje energii ve tfech

zakladnich médech pro ruznou hodnotu Taylorova ¢isla.

Mezi hodnotou Taylorova éisla T;, = 1.1 x 10° a T},, = 1.2 x 10° dochéz{ k velkému
skoku v hodnotéach energii az o dva rady u vsech médu m > 0. Dalsim zvySenim hod-
not Taylorova ¢isla az na hodnotu T}, = 1.3 x 10° se jiz hodnoty energii tak razantné
nezvysuji. Na zakladé téchto testu se dd odhadnout hodnota kritického Taylorova ¢isla
leZici piiblizné kolem hodnoty 7}, = 1.2 x 10°. Dle dostupnych vysledkit GRANTSE a
GERBETHA [14] je hodnota kritického Taylorova ¢isla priblizné T, = 1.23 x 10°. Od-
chylka zde prezentované studie tak ¢inf maximalné 2.5%. To je relativné dobry vysledek
s ohledem na skutecnost, ze pouzitd metoda konecnych prvku umoznuje dosadhnout

presnosti maximéalné druhého radu.

Jak dale ukazuje obr. 3.4, pro ptripad proudéni definovaného hodnotou Taylorova
¢isla Tr, = 1.1 x 10° je mozné pozorovat v pocatku vyvoje nestabilit relativné pravidel-
nou oscilaci energie u modu 1 a 2. Po urcité dobé se oscilace modu 2 ovsem utlumi a
déle prevazuji jiz pouze nepravidelné oscilace médu 1. Na vyssich hodnotach Taylorova
¢isla se ukazuje rovnéz pocatecni dominantni postaveni médu 2 z hlediska rozlozeni
energie a i zde pozdéji prevladd méd 1. Na zakladé stejné studie GRANTSE a GERBE-
THA [14] je méd 2 pravé hledanym kritickym médem. V piipadé zde uvedeného testu
ovsem tento mod je co do velikosti energie s prubéhem ¢asu zcela potlacen dalsimi
mody. Ve stejném c¢asovém okamziku se objevuji v rychlostnim poli ndznaky existence
Taylor-Gortlerovych viru 5.1. Tyto skute¢nosti vedou k zavéru, ze v piipadé proudéni
generovaného rotujicim magnetickym polem neni mozné pozorovat vznik linearnich ne-

stabilit nekoneéné dlouho, nebot existence linedrnich nestabilit se projevuje jen velmi
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kratce na pocatku testu. Pozdéji se objevuji pouze nelinearni nestability, kdy dochazi

k nepravidelnym oscilacim energie vsech zde pozorovanych maédu.

Na obrazku 3.5 je mozné pozorovat casovy vyvoj energie pro hlavni méd 0. V
piipadé proudéni definovaného hodnotou Taylorova &fsla T;,, = 1.1 x 10° je amplituda
oscilaci energie priblizné 0.02, zatimco pfi vyssich hodnotach Taylorova ¢isla jsou jiz
tyto hodnoty amplitud oscilaci 0.1. I zde je patrny vyrazny néartustu energie pii malé
zméné hodnoty Taylorova ¢isla. Vznikajici oscilace energie médu 0 je nepravidelna ve

vSech pozorovanych piipadech Taylorova cisla.

3.5 Proudéni vyvolané tic¢inkem translacniho mag-

netického pole

Test linearnich nestabilit v proudéni vyvolaného translacnim magnetickym polem je
studovano pro velikost nadoby Z = H/2R =1a Z = H/2R = 0.5. Zékladnim cilem je
opét nalézt kritickou hodnotu parametru F,, kriticky mod m,,. a kritickou frekvenci A,
urcujiciho kritického médu. Ziskané vysledky 1ze porovnat s vysledky publikovanymi
v literature GRANTSE a GERBETHA [16] a GELFGATA [40]. Zékladn{ studie linearnich
nestabilit je uskuteénéna na velikosti nadoby Z = 1. Vliv studie sité na vznik nestabilit
véetné zakladniho testu je uskuteénén na velikosti nddoby Z = 0.5.

3.5.1 Velikost nadoby Z=1

Zakladni studie vyvoje linearnich nestabilit je uskutecnéna na velikosti nadoby Z =
H/2R = 1. Vypocetni sit je ddna 4 uzlovymi elementy (tetrahedral) s hustotou sité
odpovidajici rozdéleni R/30. Test linedrnich nestabilit byl uskuteénén na tfech ruznych
hodnotédch kriteridlniho éfsla FF' = 1.1 x 10°, F = 1.2 x 10° a F = 1.3 x 10°.

Obrazky 3.6 (a) ukazuji casovy vyvoj energie v jednotlivych médech pro hodnotu
¢isla F' = 1.1 x 10°. Ztetelné oscilace energie, které se objevily ve vech médech tésné
po zavedeni rusivych jevu do rychlostniho pole, se postupné béhem ¢asového vyvoje
utlumily. Tento fakt ukazuje na skutecnost, ze proudéni definované parametrem F =
1.1 x 10° je stabilni. V piipadé, Ze se hodnota kriteridlniho éfsla zvysi na hodnotu
F = 1.2 x 10° vznikaji opét oscilace v éasovém vyvoji energie.
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Obrazek 3.6: Linedrni nestability v proudéni definované ruznymi hodnotami kriteridlniho

¢isla F

Obrazek 3.6 (b) ovsem ukazuje, ze se oscilace energie v médu 3 neutlumi, zatimco
ostatni médy zustavaji stabilni. Ponévadz se amplituda oscilaci u modu 3 zvysuje
velmi pomalu, lze odhadovat, Ze proudéni dané F' = 1.2 x 10° lezi velmi tésné na
hranici stability proudéni. Jestlize se dale zvysi hodnota kriteridlniho ¢isla na hodnotu
F = 1.3 x 10°, amplituda oscilaci energie prudce nartistd na médu 3 a zdroven pozdéji

se objevuji oscilace také u dalsich médu obr. 3.6 (c).
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Obrazek 3.7: Casovy vyvoj okamzité rychlosti pro rizné hodnoty kriteridlniho &fsla.

Prudky narust amplitudy u médu 3, a rovnéz tak u dalsich modu, potvrzuje, ze

proudéni definované hodnotou F = 1.3 x 10° lezi definitivné v oblasti nestabilniho
proudéni. Na zdkladé obrazku 3.6 (b) lze odvodit, ze kritickd hodnota kriteridlniho
¢isla pro proudéni vyvolané translaé¢nim magnetickym polem lezi blizko hodnoty Fi, =

1.2 x 10%. Kritickym médem je méd 3, kde se poprvé objevuje nartust amplitudy oscilact

energie bez ttlumu amplitudy. Frekvence oscilaci je dle obrézku 3.6 (b) A\; = 218. Tyto
zjisténé hodnoty jsou v dobré shodé s vysledky GRANTSE a GERBETHA[16], kteii
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prezentovali vysledky F,. = 1.204 x 10°, kriticky méd 3 a kritickou frekvenci \; = 219.

Na obrazku 3.7 je casovy vyvoj okamzité rychlosti na pozici definované h = H/3
a r = 2R/3. Rovnéz prubeh rychlosti ukazuje vliv vznikajicich nestabilit v proudént,
ovsem na zékladé ¢asového vyvoje neni mozné identifikovat kriticky méd. Casovy vyvoj
rychlosti pro pifpad proudéni s F' = 1.1 x 10° ukazuje oscilaci rychlosti, kterd vsak
béhem vypoétu zesldbne. V piipadé hodnoty F = 1.2 x 10° se amplituda oscilace
rychlosti slabé zvySuje a tento prubéh okamzité rychlosti ukazuje na zacinajici nesta-
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bilni proudéni. Z dalsim zvySenim intenzity proudéni na hodnotu kriteridlniho ¢isla
F = 1.3 x 10° dochdzi vyraznému nartstu amplitudy oscilace. Tento zavér dokazuje,
ze vznik a vyvoj nestabilit se projevuje rovnéz v oscilaci ¢asového prubéhu okamzité

rychlosti.

Na obrazku 3.8 je znédzornéna axialni slozka rychlostniho pole pro ptipad proudéni
definovaného hodnotou F' = 1.3 x 10° (totéz vyhodnocen{ pro pifpad F = 1.2 x 10° je
mozné nalézt v piiloze na obr. 5.4). Okamzité hodnoty rychlosti a ¢asové stiedované
hodnoty neodhaluji pifitomnost kritického médu v proudéni. Prostfednictvim obou
druhu rychlostnich poli je mozné stanovit fluktuacni rychlostni pole, které ukazuje
pritomnost 3 maximalnich a 3 minimalnich hodnot rychlosti na urc¢itém poloméru
valcové nadoby. Tato tii maxima nebo minima odpovidaji médu 3, ktery byl iden-

tifikovan na zakladé Fourierovy transformace.

3.5.2 Velikost nadoby Z=0.5

Test linearnich nestabilit pro pripad velikosti nddoby Z = 0.5 s hustotou vypocetni sité
R/30. Obrazek 3.9 ukazuje vyvoj energie v jednotlivych médech po zavedeni rusivého
rychlostniho pole pro F' = 3.9 x 10°. Jak je patrno z obrazku, viechny médy az na méd
4 jsou stabilni, tj. neexistuje oscilace energie v téchto moédech, na rozdil od médu 4,

kde je patrna nejprve klesajici a pozdéji rostouci amplituda ocilaci energie.

Dle studie uskuteénéné na ruznych hodnotach kriteridlniho kritického ¢isla se da
prokéazat, ze existuje jeden dominantni méd, kde se poprvé objevuji nestability a v
pripadé tohoto testu je to mod 4.

Dalsi studie je proto zaméfena pouze na mod 4, pricemz cilem je nalézt kritic-
kou hodnotu kriterialniho ¢isla a identifikovat kritickou hodnotu frekvence téchto osci-
laci. Na obrazku 3.10 jsou testovany piipady proudéni definované kriteridlnim ¢islem
F =38x10°, F =39 x 10° a FF = 3.95 x 10° pro méd 4. Proudéni definované
kriteridlnim éfslem o velikosti F' = 3.8 x 10° vykazuje stabilitu médu 4 béhem celé
vypocetni doby. Zpocatku vykazuje kriticky mod oscilace energie, ovsem béhem ros-
touciho vypocetniho ¢asu tyto oscilace zcela vymizi a mod 4 zustdava stabilni obr. 3.10
(a). Proudéni definované touto hodnotou lze tak povazovat za stabilni. ZvySenim hod-
noty ¢&sla F na troven F = 3.9 x 10° a zavedenim dodate¢ného rusivého jevu do
proudéni se objevuji oscilace opét na médu 4, které se zpocatku zeslabuji, ale pozdéji

opét rostou obr. 3.10 (b). Tento stav vyvoje energie ukazuje na rezim proudeéni lezici v
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Obrdzek 3.9: Analyza linedrnich nestabilit pro F' = 3.9 x 10°.

tésné blizkosti hranice linearni stability. Ostatni mody zustavaji stabilni po celou dobu
vypocetniho ¢asu. Daldim zvySenim ¢isla F na hodnoty F' = 3.95x 10° a po dodate¢ném
zavedeni rusivého jevu od rychlostniho pole zustane méd 4 kriticky se stéle rostouct
oscilaci energie obr. 3.10 (c). Tyto oscilace se slabé prenasi také na jiné médy nez je
kriticky. Tento jev je zfetelnéjsi s tim, jak se zvysujici hodnota F vzdaluje od kritické
hodnoty F,..

Uskutecnény test linedrni stability proudéni tak pomohl identifikovat kritickou hod-
notu £, = 3.9 x 10° s kritickym mddem 4 a s kritickou frekvenci \; = 619. Tyto
vysledky jsou v dobré shodé s vysledky GRANTSE a GERBETHA [16], ktefi nalezli kri-
tickou hodnotu F,, = 3.9 x 10°, kriticky mdd 4 s kritickou frekvenci \; = 630. Rozdil
ve frekvenci oscilace energie kritického moédu 4 je pouze 1.7 %. Identifikace kritické
hranice kriteridlniho c¢isla, kritického médu a frekvence oscilaci pro velikost nadoby
definovanou pomérem Z = 0.5 poslouzi jako vychozi bod pro nasledujici studii sité.
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Obrazek 3.10: Analyza linearnich nestabilit v médu 4.
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3.5.3 Test hustoty site

Vznik a vyvoj linedrnich nestabilit muze byt také zavisly na hustoté vypocetni sité, a
proto nasledujici obrazky 3.11 ukazuji vznik a vyvoj linedrnich nestabilit v zavislosti
na hustoté vypocetni sité pro piipad F,, = 3.95 x 10°. Tato studie sité je provedena
umyslné na velikosti nadoby Z = 0.5, kterd vyzaduje o 50% méné vypocetnich uzli nez
standardné pouzivana velikost nadoby Z = 1 a tak lze v dusledku usetfit vypocetni

cas.

10" E— 10°p
A
i\/\/—/ 1073;_\“*~««~»7—7————7
10’3; 7 ‘\'\‘ ;
fu ?{\f’ e T EIJ
10°f
F 10"
I F
10’55
10’50‘ = ‘0?1‘ = ‘ofz‘ ‘t‘ ‘0?3‘ = ‘0!4‘ —%s 10'50‘ = ‘0?1‘ = ‘0!2‘ ‘t‘ ‘ofs‘ = ‘0?4‘ —%s
R/10 R/15
10’2:
S WMWWWW m
10
10’50‘ = ‘0?1‘ = ‘ofz‘ ‘t‘ ‘0?3‘ = ‘0!4‘ —%s 10'Eo‘ = ‘0?1‘ = ‘0!2‘ ‘t‘ ‘ofa‘ = ‘0?4‘ — s
R/20 R/25

Obréazek 3.11: Studie linedrnich nestabilit v z&vislosti na hustoté sité.
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Jak ukazuji obrazky 3.11, je vznik linearnich nestabilit zavisly na hustoté vypocetni
site. V piipadé sité s délenim R/10 a R/15 je patrné, ze vyvoj energie ve vSech
vyznamnych médech (1-5) zustdva stabilni po dlouhou dobu vypocetniho ¢asu a to
i navzdory dodateénému rozruseni rychlostniho pole na pocatku studie. Jestlize tytéz
podminky studie linedrnich nestabilit jsou realizovany na vypocetni siti s vyssi hus-
totou nez R/20, vznikaji po dodateé¢nému rozruseni rychlostniho pole pozorovatelné
linearni nestability. Ty se projevuji pouze v médu 4, zatimco ostatni mody zustavaji
stabilni. Z vyse uvedené studie sité tak vyplyva podstatny zaveér, ze pii podobnych tes-
tech je nutné pouzit hustotu sité vyssi nez R/20, aby nedochézelo ke zkresleni vysledku
v dusledku nepfesnosti vznikajici pouzitim piilis hrubé vypocetni sité. PouZije-li se sit s
prilis hrubym délenim, nebude mozné spravné identifikovat kritickou hranici oddélujici

stabilni a jiz nestabilni oblast proudéni.



Kapitola 4

Simulace turbulentniho proudéni

S narustem intenzity magnetického pole se zvysuje také intenzita ic¢inku externich sil
na vodivé tekutiny, kterd posouva charakter magneticky buzeného proudéni do ob-
lasti turbulentniho rezimu proudéni. Uvazuje-li se pusobeni rotujictho magnetického
pole, vznika tzv. hlavni rota¢ni pohyb tekutiny kolem vertikdlni osy rotace a slabsi
sekundarni proudéni v meridionalnim smeéru. Z pohledu celkové kinetické energie je
dominantni rotujici pohyb tekutiny, ktery je az 1000x intenzivnéjsi, nez je sekundérni
proudéni. Bohuzel je znamo, ze takovéto rotacni proudéni je zpravidla anizotropni, coz
z hlediska numerické simulace predstavuje problém pro mnoho bézné uzivanych turbu-
lentnich modelu. Klasické turbulentni modely jako napi. k — ¢ Standard, k£ — w apod.
predstavuji modely zaloZené na linedrni zavislosti mezi turbulentnimi napéfovymi ten-
zory a turbulentnimi méfitky (turbulentni kinetickd energie, specifickd turbulentni disi-
pace apod.). Pravé tato linedrni zavislost predstavuje problém v pripadé anizotropniho
charakteru turbulentniho proudéni. Na druhé strané jsou tyto jednoduché modely pre-
ferovany s ohledem na svoji jednoduchou definici, snadnou implementaci, sirokou apli-
kovatelnost a predevsim pro svoji vypocetni nenarocnost. Cilem nésledujici kapitoly je
tak zodpovédét tyto zasadni otazky.

e Jaké jsou soucasné poznatky v oblasti numerické simulace anizotropniho turbu-
lentniho proudéni s ohledem na klasické turbulentni modely?

e Jaky vliv na modelovani turbulence méa pouziti jednoduchych turbulentnich mo-
delu v pripadé rotacniho pohybu tekutiny?

e Lze obecné pouzit tyto jednoduché turbulentni modely pro numerickou simulaci

problému magneticky buzeného rota¢niho pohybu tekutin a tak vyuzit jejich jed-

44
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noduchosti i na problémy studie turbulentnich toku vznikajicich rotujicim mag-
netickym polem?

V nasledujicich podkapitolach je vypracovan struény prehled nékterych dulezitych
praci zabyvajicich se timto tématem. Rovnéz je uskutecnéna studie na konkrétnim
pripadu rotacniho pohybu tekutiny v dusledku pusobeni rotujictho magnetického pole
na tuto tekutinu. Vysledky numerické simulace ziskané prostiednictvim turbulentnich
modelu k —e Standard, k —w SST jsou porovnany s vysledky 3d DNS studie, u kterych
doslo k vyrazné shodé s experimenty STILLER,FRANA a CRAMER [18] a FRANA [21].
Timto zpusobem jsou otestovany tyto dva nejcastéji uzivané turbulentni modely a jejich
zavéry by mély dat odpovéd na predeslé otdzky. Souhrné vysledky této studie byly jiz
publikovdny v FRANA, STILLER a GRUNDMANN [20]

4.1 Predchozi studie a jejich zaveéry

Vliv anizotropie proudéni v souvislosti s bézné pouzivanymi turbulentnimi modely
(modely zalozené na linedrni turbulentni viskozit¢) je studovén v literatuie JARKILICE
[33], YUANA [35], SPEZIALEHO [5] a RUBINSTEINA [32].

Jiz v definici jednoduchych turbulentnich modeli £—¢e nebo k—w je obsazena slabost
modelu ve smyslu simulace zakiivenych ¢ rotujicich proudéni, nebot Zadna z rovnic
neobsahuje vyrazy pro rotujici pole. Pfirozené se sice ¢astecné zahrne vliv zaktiveného
proudu do feSeni prostiednictvim rychlostniho a tlakového pole, ovSsem tento vliv je
velmi slaby (JARKILIC [33]). Praktické numerické testy simulace tohoto druhu proudént
¢astecné potvrzuji slabost téchto turbulentnich modelu JARKILIC [33], ovSem existuji
i prace, kde tyto jednoduché turbulentni modely dosahly lepsich vysledku nez jejich
v proudéni, coz pak prinasi nepiesnosti do feseni, které se ovéem mohou v konecné fazi

vykompenzovat.

SPEZIALE [5] se vénoval testu turbulentnich modelu k—¢ a jeho linedrni a nelinedrn{
varianty véetné RNG varianty. Studie se zamérila na proudéni slozené ze smykového a
rotacniho pohybu tekutiny. Obecné platil zavér, ze RNG varianta dosahla nejhorsiho
vysledku obzvlasté pro proudéni, kde prevladl zretelné rotujici pohyb tekutiny na smy-
kovym pohybem. Klasicky k—e poskytl nejpresnéjsi vysledky pro ptipad, kdy proudéni
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bylo cisté rotacni. Jakmile se v proudéni objevuje také smykové proudéni, presnost
téchto modelu se vyrazné zhorsila.

V pripadé silné anizotropie smykovych napéti v proudéni jsou mnohdy vysledky z
numerické simulace pomoci nelinearnich turbulentnich modelu k — ¢ a to s variantou
pro nizka Re ¢isla a s riznou metodou modelovani sténové mezni vrstvy neuspokojivé
[35]. Velmi zajimavé vysledky byly ovsem ziskdany pomoci URANS modelu (WEGNER
[3]), resp. turbulentnich modelt, kde turbulence je modelovana, zatimco nestacionarni
casove stredované toky jsou pocitany piimo. Tyto modely mohou mit velmi zajimavou
aplikaci rovnéz i na nékteré piipady proudéni v magnetohydrodynamice, nebot ne-
stacionarni jevy jsou v proudéni mnohdy vyznamné. VSechny zde zminéné studie ne-

uvazovaly vznik Jouleovy turbulentni disipace, ktera ovliviiuje turbulentni transport

vvvvvv

vvvvvv

nou stavbu prozatim stranou, nebot pro praktické aplikace jsou jejich vlivy na koneéné
vysledky zanedbatelné.

Vétsina dosavadnich testu vénovala velkou pozornost predevsim skupiné k£ — € mo-
delu, zatimco k — w modely nebyly dosud podrobné studovany. V ramci nésledujici
kapitoly je uskutecnéna srovnavaci studie, kterda zahrnuje nejcastéji uzivané varianty
obou skupin turbulentnich modelt k£ — ¢ Standard a £ — w SST. Tyto dva modely
byly preferovany s ohledem na vyse zminénou diskuzi a jejich pouziti bylo jiz ¢dstecné
uskutecnéno v FRANA [21].

4.2 Teorie turbulentnich modelu

Dvourovnicové turbulentni modely jsou zalozeny na dvou transportnich rovnicich, ze
kterych se pocitaji piimo métitka turbulentni rychlosti a délky v proudéni. Doposud
existuje velkd fada ruznych variaci, pricemz nejcastéjsi kombinace predstavuje trans-
portni rovnice pro turbulentni kinetickou energii pro métitko turbulentni rychlosti.
Délkové méritko je dano transportni rovnici pro turbulentni disipaci energie £ (model
k — ¢) a nebo pro disipaci na jednotku turbulentni kinetické energie w (k — w).

Transportni rovnice pro turbulentni kinetickou energii pro modely k —c a k — w je
déna rovnici 4.1.
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Dk
— =P — D 4.1
for P—c+ (4.1)

Na pravé strané rovnice 4.1 predstavuje prvni vyraz transport turbulentni kine-
tické energie k prostfednictvim turbulentni produkce, € je mnozstvi izotropni turbu-
lentni disipace a D ptredstavuje kombinovany efekt turbulentniho transportu a viskozni

difuzivity.

S—

U — 4.2
J 856]' ( )
Turbulentni produkce je dana vztahem 4.2, kde w;u; vyjadiuje tenzor Reynoldsova
napéti. Rovnice 4.3 rozepisuje vyraz pro prispévek viskozni difuzivity a turbulentniho

transportu.

o 0 Vy ok
2= | 5) )

V rovnici 4.3 predstavuje koeficient oy efektivni Prandtlovo ¢&islo pro difuzi, ktery
je pripadé nestlacitelné tekutiny konstantou. V piipadé modelu k — € je o, = 1 a pro
model k — w je o = 2.

Dodnes existuje Siroka rada variaci modelu k — e, které se lisi predevsim v trans-
verze transportni rovnice odvozena JONESEM (1972) [38] a LAUNDEREM (1974) [4]. Na
zakladé této rovnice pak vesmés byly odvozeny dalsi variace modelu.

De ¢ 0 v\ Oe
D_t = E(Calp — 0525) + 8_xk |:(V + 0'_8) ﬁ_xlj (44)

Rovnéz pro transportni rovnici 4.4 existuji doplnujici vztahy a konstanty, kde kon-
stanta C.; ~ 1.45 vyjadiuje hodnotu pochazejici z kalibrace pro homogenni smykové
proudéni a C.o = 1.90 je odvozena od rozklddani homogenni izotropni turbulence.

Koeficient o, je dan vztahem 4.5.
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(4.5)

Turbulentni virova viskozita se stanovi dle vztahu 4.6 na zakladé turbulentni kine-
tické energie k a izotropni disipace ¢, které byly vypocteny na zdkladé transportnich
rovnic.

Vy = CN? (46)

Ve vztahu 4.6 je konstanta C, ~ 0.09. Na zakladé vztahu 4.6 se spocita turbulentni
virova viskozita, kterd obsahuje informace o vlivu turbulence na proudéni. Vliv se

s

vyrazu tiecich sil v Navierov-Stokesové rovnici.

Numericka simulace turbulentnich toku, kde se objevuje napf. separace proudéni
se zpétnym proudem je mnohdy kritickym bodem modelu k& — e. Ze snahy nalézt nové
modely, které by umoznovaly presnéji fesit tyto problémy, vznikl model k — w SST
MENTER [30]. Vyraznym znakem tohoto modelu je pouziti dvou ruznych dvourovni-
covych turbulentnich modelu. Pro oblasti v blizkosti pevnych stén se pouzije originalni
varianta modelu & —w WILCOX [6] a v oblasti mimo pevné stény ¢i ve volném proudu
se pouzije model k — ¢ Standard. Tento novy model ma stejnou formulaci transportni
rovnice pro popis transportu turbulentni kinetické energie a lisi se pouze novou formou

rovnice pro transport specifické disipace k — w, kterda je definovana ve vztahu 4.7.

&:le—ﬁwui{(w”)a“’}ml_ﬂak o (4.7)
t

Dt oxy, a 8_9[:;C Owow 0y, Ox,
V transportni rovnici 4.7 se objevuje velmi dulezity parametr F}, ktery rozhoduje o

tom, jaky typ modelu se bude pro danou oblast uplatinovat. Tento parametr je definovan

vztahem 4.8,

Fy = tanh(I'?) (4.8)

kde
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, VE 5000\ 4ok
' = min [mam (Ouwd, o | CD,_E (4.9)

Ve vztahu 4.9 je C'Dy,, difuzni ¢len. Parametr F; muze dosdhnout bud hodnoty 1
a pak se uplatni pti vypoctu model k& — w nebo hodnoty 0 a pak se pro danou oblast

pouzije model k — ¢.

Transportni rovnice 4.7 musi byt rovnéz doplnéna dalsimi vztahy a konstantami,
které uzaviraji tuto transportni rovnici. Nékteré konstanty jako napt. oy,0,,0 a v jsou
odvozeny dle vztahu 4.10.

(O-kv Sigmabwﬁ7 7) = Fl (Ukla 0&)1751771) + (]' - Fl) (Jk27 0w27ﬁ2772) (410)

Velmi dulezitou vlastnosti SST modelu je modifikace turbulentni virové viskozity
takovym zpusobem, aby odrazela schopnost zahrnout do vypoctu rovnéz prechodové
jevy proudéni. Na zakladé téchto vlastnosti je definice turbulentni virové viskozity

vvvvvv

2b1ok
max (legw; \/@ (gTU; — %) (gTU; — g—gﬁ)) FQ)

kde b1 = 0.155 je koeficient anizotropie smykového napéti. Parametr F5, je dan dle
vztahu 4.12.

(4.11)

Vy =

Fy = tanh (T'3) (4.12)

a funkce I's je definovana dle vztahu 4.13.

2k 500v
_ Nk 4.1
I's = max (C’uwcf 7 > (4.13)
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Dalsi nutné doplnujici koeficienty a vztahy potiebné pro feseni transportni rovnice
4.7 jsou definovany: oy = 1.17647, 0,1 = 2, (1 = 0.075, op2 = 1, 0,0 = 1.16822 a
B2 = 0.0828. Parameter 7, je dale dan vztahem 4.14.

oo w (4.14)

CH (le\/ Cmu)

Parameter 7, je dan velmi podobnym vztahem jako 4.14.

b (4.15)

»e C_,u (JwQ Vv Cmu)

Konstanty o,1, 61 a 71 jsou stejné definované jako v originalnim modelu k — w
(WiLcox [6]). Konstanty ogs,0,2, 32 a 72 jsou stejné jako u modelu k — e.

Oha = Ok (4.16)
Ous = 0. (4.17)
Bo=0Cy(Ce2 — 1) (4.18)
Yo =Cg — 1 (4.19)

V modelu k£ —w SST jsou pouzity koeficienty od autort LAUNDER-SHARMA (1974),
jejichz hodnoty jsou: C, = 0.09, C;y = 1.44, Cey = 1.92, Kk = 041, a 0, = 1.

Pro piipady proudéni o nizsich Reynoldsovych cislech nabizi model £ — w SST
mnohem lepsi vysledky nez samotny model k& — ¢, nebot SST model vyuzivé faktu, Ze v
oblasti v blizkosti pevné stény zpusobuje model k—e velké problémy, a proto je v modelu
SST nahrazen modelem k—w. V technické praxi se stal model k—w SST velmi oblibeny z
duvodu své siroké aplikovatelnosti na ruzné problémy proudéni véetné separace proudu
a moznosti zohlednit i vznik slabsitho zpétného proudéni. Rovnéz moznost uvazovani
jevu spojenych s prechodem proudéni do turbulentni oblasti zvysilo prestiz tohoto
turbulentniho modelu.
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4.3 Proudéni vyvolané rotujicim magnetickym po-

lem

Porovnavaci studie turbulentnich modelu zahrnuje hodnoceni ¢asové stiredovanych rych-
losti, normélovych slozek Reynoldsova napéti a turbulentni kinetické energie. K vy-
hodnoceni se uziva bezdimenzionalni vyjadireni pro rychlosti, Reynoldsovo napéti a
turbulentni kinetickou energii.

4.3.1 Definice bezrozmérnych velic¢in

Bezrozmeérné veli¢iny a parametry jsou pouzity pro porovnavaci studii vysledku z tur-
bulentnich modelu. Délkové rozmeéry jako je polomér ndadoby R a vyska nadoby H jsou
definovany v bezrozmérné formé ve vztahu 4.20.

(4.20)

Casové stfedovand rychlost vyjadiend v bezdimenzionalni formé je uvedena ve

vztahu 4.21, kde v je kineticka viskozita tekutiny.

ut=— (4.21)

Rovnéz normalové slozky Reynoldsova napéti a kineticka energie jsou vyjadieny v
bezdimenzionalni formé dle vztahu 4.22.

< ulul > R?
2

B ]{Z/R2

! *
et} 2

/%
, k

(4.22)

4.3.2 Vypocetni sit

Vypocetni sif 3d DNS studie obsahuje 9.7 x 10° vypocetnich elementtl, piicemz sit je
zjemnéna na okraji pevnych stén tak, aby jeji hustota byla R/120 a uvniti nadoby
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je hustota sité zhruba R/60. Nerovnomérnou vypocetni siti se tak dosdhlo velkého
rozliSeni predevsim na sténach nadoby, kde se objevuji nejvyraznéjsi gradienty rychlosti.
Vypocetni sit 2d studie je zaloZena na axisymetrické tloze, takze sit obsahuje pouze

3x10* elementtt s odpovidajici hustotou sité R/100 v ramci celého vypocetniho objemu.

4.3.3 Casové stiedované rychlostni pole

V oblasti ustaleného vyvinutého proudéni statisticky vyhodnocuje ¢asové zprumeérované
rychlostni pole pro azimutdalni, radidlni a axialni slozky rychlosti. V piiloze jsou zob-
razeny rychlostni pole v fezech valcovou nadobou 5.5, 5.6 a 5.7. Obr. 4.1 zobrazuje
azimutalni slozku ¢asové stredované rychlosti pro DNS 3d a turbulentni modely k — ¢
Standard a k£ — w SST. Hodnoty rychlostniho pole jsou v bezdimenzionalnim tvaru a
legenda k hodnotam je vypracovana spolecné pro vSechny fesené piipady. Azimutalni
slozka rychlosti predstavuje rotujici proudéni, pricemz z hlediska kinetické energie je
toto proudéni asi 1000x intenzivnéjsi, nez je tomu u zbylych dvou slozek. Z tohoto
duvodu je pravé porovnani azimutalni slozky rychlosti podstatné. Na prvni pohled
je patrné, ze vysledky k — w modelu jsou nejblize k vysledkum 3d DNS studie. V
obou pripadech se objevuje nesoumérnost izocar rychlosti souvisejici s casovymi efekty,
které i po dlouhé dobé ¢asového prumeérovani zustavaji patrny v rychlostnich polich.
Azimutélni rychlostni pole ziskané prostiednictvim modelu k — ¢ Standard vykazuje
osovou symetrii, pficemz hodnoty azimutalni rychlosti jsou vyrazné mensi nez je tomu
u 3d DNS a nebo k£ — w modelu.

Obrazky 4.2 a 4.3 zobrazuji radialni a axialni slozku rychlosti vyjadiujici sekundarni
proudéni tekutiny. V obou pripadech je patrna dobra shoda v rozlozeni rychlostnich
poli mezi turbulentnimi modely a 3d DNS. V pripadé k — ¢ Standard modelu bylo opét
ziskano osové symetrické rozlozeni rychlosti. Jak ukazuji vysledky 3d DNS a k& — w
modelu, je ve skutecnosti radialni a axialni rychlostni pole nesymetrické. I v pripadé
sekundéarniho proudéni existuje stejny zaver, tj. ze nejblize ke skuteénym vysledktim 3d
DNS fesenti jsou vysledky ziskané pomoci modelu k—w. Hlavni rozdily mezi referenénimi
hodnotami DNS feseni a turbulentnimi modely se objevi pfi srovnani maximalnich

hodnot rychlosti.

V tabulce 4.1 jsou znazornény maximalni hodnoty hlavniho azimutalniho proudéni
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Obréazek 4.3: Casové stiedovana axialni rychlost v r-z fezu.

a slabstho sekundarniho proudéni. Maximalni hodnoty azimutalniho proudéni se lisi v
piipadé modelu k —w o0 6 %, zatimco u modelu k& — ¢ Standard je to 25 %. Pti vyhod-
noceni sekundarniho proudéni dosahnou rozdily v maximalnich hodnotach v ptipadé
modelu k — w 15 % a modelu k& — ¢ Standard 35 %.

Case Imax < uy, > | | |mazx(v/< up >2 + < u, >2)]
3d DNS 1981.7 843.4
k-¢ Standard 1474.7 o47.7
k-w SST 1863.4 715.6

Tabulka 4.1: Maximalni hodnoty rychlosti

Rychlostni pole dana obrazky 4.1, 4.2 a 4.3 poskytuji globdlni nahled, zatimco u
obrazku 4.4 a 4.5 se jedna o porovnani rychlostnich profili vyhodnocenych v roviné ve
vysce h = H/3 a h = H/20.

Porovnanim rychlostnich profila pro azimutélni slozku (Obr,. 4.4a a 4.5a) je mozné
pozorovat, ze turbulentni model £ — w SST poskytuje velmi podobny prubéh rychlosti
jako u 3d DNS, ovSem hodnoty rychlosti jsou nepatrné mensi. Na druhé strané u
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Obrazek 4.4: Rychlostni profily ¢asové stiedovanych rychlosti vyhodnocenych na roviné
umisténé ve vysce h = H/3.

modelu k£ — ¢ Standard jsou rychlostni profily pro obé pozice vyhodnocovani vyrazné
odlisné. Ponévadz drtivy podil kinetické energie je soustfedén v azimutalni rychlosti,
jsou zavéry ziskané porovnanim azimutalni slozky rychlosti nejpodstatnéjsi pro tuto
studii proudéni. Pro doplnéni je zde uvedeno srovnani rychlostnich profilu radialni a
axialni rychlosti rovnéz pro stejné pozice (Obr. 4.4b,c a 4.5b,c). I v tomto piipadé plati,
ze k —w SST poskytuje nejblizsi vysledky k 3d DNS studii, i kdyz i zde jsou patrné

mensi rozdily, které se nejvice projevuji v radidlni slozce casové stiedované rychlosti.
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Obrazek 4.5: Rychlostni profily ¢asové stiedovanych rychlosti vyhodnocenych na roviné

umisténé ve vysce h = H/20.
4.3.4 Reynoldsovo napéti

Porovnanim Reynoldsovych napéti je mozné vzajemné srovnat vysledky také z pohledu

turbulentnich vlastnosti v proudu.

Studie 3d DNS nabizi kompletni tenzor Reynoldsova napéti 7;; = —u;u;, zatimco
klasicky turbulentni model k£ — w SST definuje pouze normalové slozky Reynoldsova
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Obrazek 4.6: Normélova slozka Reynoldsova napéti ve vertikdlni roviné h=H/3.
napéti 7;; = —w;u;. Model k£ —¢ Standard neumoznuje stanovit hodnoty Reynoldsovych

napéti. Z téchto duvodu zahrnuje zde provedend porovnéavaci studie pouze vysledky
modelu £ — w SST a 3d DNS z pohledu normalovych slozek Reynoldsova napéti.

Profily normaélové slozky Reynoldsovych napéti jsou vyhodnoceny na pozici h =
H/3 obr. 4.6 a h = H/20 obr. 4.7. Toto srovnani ukazuje podobny tvar prubéhu napéti
u modelu k£ —w a 3d DNS jak pro oblast v h = H/3, tak i pro oblast v blizkosti pevné
stény h = H/20, ovsem hodnoty vsech tii normélovych slozek napéti jsou zfetelné

mensi u modelu £ — w. Tento rozdil je mnohem vyraznéjsi v blizkosti pevné stény
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Obréazek 4.7: Normélova slozka Reynoldsova napéti ve vertikalni roviné h=H/20.

(viz. obr. 4.7), kde se tak projevuje zfetelné rozdil mezi presnymi 3d DNS vysledky a

turbulentnim modelem k — w

Na prvni pohled je zietelny jesté jeden viditelny jev a to, ze v ose rotace jsou
slozky napéti nenulové v pripadé 3d DNS vypoctu. Tyto nenulové hodnoty napéti
lze vysvétlit ¢astecné existujicim tokem tekutiny stfedem osy nadoby, ale také jako
dusledek interpolace vysledku v blizkosti osy nadoby. Na druhou stranu v pripadé 2d
ulohy se predpoklada absolutni osova symetrie proudéni a tudiz rychlosti toku tekutiny

axialni slozka

SST.

v bodech lezicich na ose nadoby musi mit nulovou hodnotu.
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4.3.5 Turbulentni kineticka energie

K porovnavaci studii turbulentnich modelu je mozné pouzit také turbulentni kinetickou
energii k. Rozlozeni turbulentni kinetické energie ve véalcové nddobé je zobrazeno na
obr. 5.8 v ptiloze. Na rozdil od Reynoldsovych napéti je mozné vyhodnotit tuto veli¢inu
rovnéz pro model k — e Standard. Profily turbulentni kinetické energie jsou zobrazeny
pro pozici h = H/3 a h = H/20 na obr. 4.8a, a b.
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Obrazek 4.8: Turbulentn{ kinetickd energie v roviné h=H/3 a h=H/20.

Vysledky prubéhu turbulentni kinetické energie k—w jsou velmi podobné s vysledky
3d DNS, zatimco vysledky modelu k — ¢ Standard ukazuji velké rozdily v porovnani s
3d DNS. Hodnoty turbulentni kinetické energie u modelu k — ¢ Standard jsou vyrazné
vyssi, obzvlasté v blizkosti pevné stény, coz se projevi u vertikalni stény (obr. 4.8a)
nebo pfi vyhodnoceni turbulentni kinetické energie v blizkosti dna nebo vika nadoby
(obr. 4.8b), kde se navic vyrazné vyssi hodnoty projevuji v celém prubéhu. Srovnatelné
hodnoty lze ziskat pomoci modelu k—w SST, i kdyz i zde jsou hodnoty priubéhu energie
mensi nez je tomu u vysledku 3d DNS, stejné jako se to projevilo u normalovych slozek
Reynoldsovych napéti.
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4.3.6 Globalni zhodnoceni modelu

Porovnanim rychlostnich ¢asové stredovanych poli, Reynoldsovych napéti a turbulentni
kinetické energie vyplyva, ze turbulentni model k—e Standard neni vhodny pro simulaci
turbulentniho proudéni rotujiciho rychlostniho pole, coz je v souladu s vysledky JARKI-
LICE [?]. Tento netispéch turbulentntho modelu lze ¢asteéné vysvétlit nestacionarnimi
prechodovymi jevy, které se vyskytuji v rezimu proudéni o nizsi hodnoté Reynold-
sova ¢isla. Naopak turbulentni model £ — w SST je mnohem vhodnéjsi pro takovyto
rezim, a proto se potvrdil predpoklad, ze takto ziskané vysledky budou spravnéji od-
povidat skutecnosti. Z hlediska nestacionarnich jevu spojenych s Taylor-Gortlerovymi
viry [25], ale i z hlediska turbulentnich vlastnosti jsou vysledky presné 3d DNS studie a
turbulentntho modelu k —w SST velmi podobné. Z tohoto duvodu je mozné povazovat
turbulentni model k£ —w SST jako velmi vhodny pro tyto typy tloh vyznacujici se nizsi
hodnotou Reynoldsova cisla. V ptripadé proudéni, kde Reynoldsovo ¢islo bude vyrazné
vyssi, 1ze predpokladat, ze i vysledky a zavéry této prace by mohly doznat vyraznéjsich

zmen.



Kapitola 5
Zaveér

V ramci predlozené prace byla zpracovana problematika numerické simulace proudéni
generovaného prostiednictvim tuc¢inku magnetického pole v uzaviené valcové nadobé
koneénych rozméru. Numerickd studie magneticky vyvolanych toku byla uskuteénéna
jednak vlastnim vypocetnim programem, jehoz popis lze nalézt v praci FRANA [21] a
dale v mensi mite rovnéz v komerénim programu FLUENT. Obsah prace byl rozdélen
do 3 relativné samostatnych kapitol.

V prvni casti prace byl formulovdan matematicky model pro definici ué¢inku ro-
tujictho a translacniho magnetického pole na vodivé tekutiny, ktery byl v ptipadé
translacniho magnetického pole déle testovan. Vysledky této studie byly tspésné po-
rovnany s vysledky v dostupné literature. Soucasti této kapitoly je také prezentace
vysledku rychlostniho pole, které je buzeno uc¢inkem transla¢niho magnetického pole.

Druha ¢ast prace byla vénovana vzniku linearnich nestabilit v proudéni, které byly
analyzovany prostiednictvim feSeni Navier-Stokesovych rovnic. V pripadé proudéni
vyvolaného translacnim magnetickym polem bylo mozné identifikovat kritickou hod-
notu kriteridlniho ¢isla, kriticky méd a frekvenci amplitudy oscilaci pro dvé ruzné ve-
likosti nadoby. Ziskané vysledky jsou ve velmi dobré shodé s vysledky ziskané z teorie
linearnich nestabilit a dostupné literatury. Analyza proudéni v piipadé rotujiciho mag-
netického pole byla rovnéz uspésnéd. Navic vysledky pfinesly zajimavé zjisténi. Jiz na
hranici stability proudéni je mozné jen velmi kratce pozorovat nestabilitu linearniho
typu, nebot za velmi kratky casovy okamzik vznikaji Taylor-Gortlerovy viry, které
vyrazné dale méni charakter proudéni. Dusledkem jejich vzniku v proudéni jsou os-
cilace kinetické energie ve vSech pozorovanych moédech, pficemz intenzita kinetické

energie je zhruba stejna pro vSechny pozorované mody vyjma nultého médu. Zavérem
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této uspésné analyzy je nalezeni relativné presnych kritickych hodnot kriteridlnich ¢isel,
které oddéluji stabilni proudéni (dulezité pro praktické pouziti ve skutecnych technolo-
gickych procesech) a nestabilni oblasti (neni mozné déle vyuzit tak snadno magnetické
ucinky v praktické aplikaci). Navic ispésnym nalezenim relativné presnych kritickych
hodnot bylo mozné prokazat spravnost implementace nelinearniho konvektivniho ¢lenu

v Navier-Stokesové rovnici ve vlastnim vypocetnim kodu.

Treti a posledni ¢ast prace se zabyvéa detailnéjsi studii turbulentniho proudéni
v piipadé rotujictho magnetického pole modelovaného pomoci turbulentnich modeli
k — e Standard a k — w SST. Ze zavéru studie vyplynulo, ze nejvhodnéjsi turbulentni
model z klasickych dvourovnicovych turbulentnich modelu je k& — w SST. Uspéénost
tohoto modelu oproti klasickému k — ¢ Standard lze vysvétlit mimo jiné také tim,
ze zde uvazovany test proudéni je uskutecnén pro stfedni hodnoty velikosti Reynold-
sovych cisel a tudiz se jedna o nevyvinuté turbulentni proudéni pravdépodobné také
castecné doprovazené jevy z prechodového rezimu. Pravé pro tento rezim proudéni je
model k — w vhodnégjsi, nebot ve své definici uvazuje s existenci prechodovych jevii v
proudéni. Na druhé strané je klasicky k& — ¢ Standard vhodny pro piipady vyvinutého
turbulentniho proudéni. Vzhledem k tomu, ze klasické dvourovnicové turbulentni mo-
dely s linearni virovou viskozitou jsou nejrozsitenéjsi metody simulace turbulentniho
proudéni v prumyslu, ma tato studie potvrdit moznost pouziti tohoto jednodussiho
rotujici proudéni je vice ¢i méné anizotropni a tudiz vSechny zde testované klasické
modely turbulence ovsem predpoklddaji izotropni turbulentni proudéni. Skutecny vliv
anizotropie na konecné vysledky a rovnéz moznost ¢i nemoznost pouzit obecné tyto
jednodussi modely pro takovyto druh proudéni je tématem mnoha praci a vysledky

nejsou doposud tak jednoznacné.

V soucasné dobé pokracuje prace smérem ve vyvoji programu pro moznost simulace
magneticky buzeného proudéni za uc¢inku nékolika druht magnetickych poli soucasné.
Zaroven se pripravuje i nova verze vypocetniho programu, ktery by mél umoznit nume-
rickou simulaci také pro neizotermni proudéni, ovSem validace vypocetniho kodu jesté
neni ukonc¢ena. Vedle toho probihaji dalsi vypocty, které vedou k vybudovani DNS
databaze vysledku, ktera by byla k dispozici ve vhodné formé pro statistické metody

zpracovani dat turbulentnich toku.

Ptedlozend prace v neposledni fadé prispéla k rozvoji oblasti magnetohydrodyna-
miky jak z védeéckého tak i praktického pohledu. Ziskané vysledky maji rovnéz vyznam
pro vyuku Mechaniky tekutin a predevsim pak pro specializované predmeéty jako napi-.

Numerické metody a Ptrenos tepla a hmoty.
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Obrazek 5.1: Vizualizace Taylor-Gortlerovych virovych struktur v magnetohydrodyna-
mickych tocich, které jsou generované rotujicim magnetickym polem (RMP). Znézornény
piipad odpovidé velikosti kriteridlniho Taylorova ¢isla Ta = 3 x 10°. Orientace struktur je
znazornéna barevnym odstinem. Identifikace struktur je zalozena na fluktua¢nim rychlostnim
poli (detaily v literatuie Frana, Stiller a Grundmann, JOV, 2005)
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Obrazek 5.2: Azimutalni slozka okamzitého a casové stiedovaného rychlostniho pole gene-

rovaného rotujicim magnetickym polem (RMP) na kriteridlnim éisle T'a = 3 x 10°. Barevné
oznaceni zastupuje stupnici bezdimenzionalni rychlosti v rozmezi hodnot 0 a 1. Znazornéni:
(a) okamzité rychlostni pole v horizontélnich fezech, (b) okamzité rychlostni pole ve ver-
tikdlnim Fezu umisténém na ose rotace vélcové nadoby a (c) ¢asové stfedované rychlostni

pole a znazornéni sekundarniho proudéni pomoci vektorového pole.
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Obrazek 5.3: Okamzité rychlostni pole indukované translaénim magnetickym polem (TMP)
a jeho vyvoj vzhledem k rostouci hodnoté kriteridlnitho ¢isla F resp. intenzity magnetického
pole. Vertikalni fez je veden osou valcové nadoby. Hodnoty okamzitého rychlostniho pole jsou
vyjadireny v bezdimenzionalni formé odpovidajici barevné stupnici.
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Obrazek 5.4: Vysledky rychlostnich poli pro pripad hodnoty kriteridlniho parametru F=1.2 x

10* ve vertikalnim fezu umisténém v prvni 1/2 vygky nadoby. Rychlostni pole jsou vyjadiena
v bezdimenziondlni formé: (a) okamzité rychlostni pole, (b) ¢asové stfedované rychlostni pole
a (c) fluktuacni rychlostni pole
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Obrazek 5.5: Azimutdlni slozka Reynoldsova napéti v bezdimenziondlnim méritku. Testovact

uloha ¢asto pouzivanych turbulentnich modela a porovnani vysledku s realnou skutecénosti v
3d DNS.
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Obrazek 5.6: Radidln{ slozka Reynoldsova napéti v bezdimenziondlnim méritku. Testovact

uloha ¢asto pouzivanych turbulentnich modela a porovnani vysledku s realnou skutecénosti v
3d DNS.
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Obrazek 5.7: Axidlni slozka Reynoldsova napéti v bezdimenziondlnim méritku. Testovact

uloha ¢asto pouzivanych turbulentnich modela a porovnani vysledku s realnou skutecénosti v
3d DNS.
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Obrazek 5.8: Turbulentni kinetickd energie v bezdimenzionalnim méritku. Testovaci tloha

¢asto pouzivanych turbulentnich modeli a porovnani vysledkl s redlnou skutecnosti v 3d
DNS.
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