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Abstrakt

Tato práce je zaměřena na numerickou studii stlačitelného a isotermńıho prouděńı ge-

nerovaného rotuj́ıćım a translačńım magnetickým polem ve válcové nádobě s elektricky

izolovanými stěnami. Matematický model je definován Navier-Stokesovými rovnicemi a

vliv magnetického pole na vodivé tekutiny je vyjádřen pomoćı exterńıch sil. V př́ıpadě

ńızké indukce a ńızké frekvence lze uvážit pro výpočet pouze časově pr̊uměrovanou část

magnetických sil, které jsou definovány pomoćı analytického vztahu. Samotné výpočty

jsou uskutečněny nejenom pomoćı vlastńıho výpočetńıho programu založeného na me-

todě konečných prvk̊u, ale také komerčńım programem Fluent.

Předložená habilitačńı práce je rozdělena do 3 oblast́ı. Prvńı část obsahuje definici

řešeného problému a numerické výsledky prouděńı generovaného translačńım magne-

tickým polem. Druhá část se zabývá analýzou lineárńıch nestabilit prouděńı gene-

rovaného rotuj́ıćım a translačńım magnetickým polem. Pro oba typy magnetického

pole jsou definovány kritické hodnoty kriteriálńıch č́ısel (např. Taylorova č́ısla), kri-

tické módy a kritické frekvence oscilaćı kinetické energie proudu pro poměr výšky a

pr̊uměru nádoby jedna. Źıskané výsledky jsou v dobré shodě s výsledky Grantse a Ger-

betha. Nav́ıc provedená analýza odhalila nové detaily o vzniku lineárńıch nestabilit v

toćıch generovaných rotuj́ıćım magnetickým polem. V posledńı části práce je provedena

studie turbulentńıho prouděńı řešeného pomoćı dvourovnicových turbulentńıch model̊u

k−ε Standard a k−ω SST s konceptem lineárńı v́ırové viskozity a výsledky studie jsou

vyhodnoceny porovnáńım s 3d DNS studíı. Jak ukazuje tato studie, turbulentńı model

k − ω SST je vhodný pro modelováńı prouděńı generovaného rotuj́ıćım magnetickým

polem pro středńı hodnoty Taylorova č́ısla.



Abstract

The objective of this work is focused on the numerical study of the incompressible

and isothermal flows driven by a travelling and a rotating magnetic field in a cylin-

drical container with electrically insulated walls. The mathematical model is defined

by the Navier-Stokes equations and the effect of the magnetic field on the electrically

conducted fluids in included into external body force. Under assumptions of the low-

frequency and low-induction conditions, the axisymmetric time-averaged part of the

magnetic body force is only relevant and it is defined by the analytical form. The com-

putation is carried out using self-developed code base on the finite element method and

commercial code Fluent.

Our work is divided into three parts. The first part contains the problem formu-

lation and numerical results of the flows driven by the travelling magnetic field. The

second part deals with the linear stability analysis performed on the flow driven by the

travelling and rotating magnetic fields. For both magnetic fields, the critical value of

the leading parameter such as Taylor number etc., the critical mode and frequency of

energy oscillations are detected for the aspect ratio one (ratio between the height and

diameter of the cylinder). These results correspond well with the published results from

Grants and Gerbeth. Furthermore, this analysis revealed new details about the onset

of the linear instability formation in RMF flows. Finally, in the last part, the study of

the turbulent flows solved using two-equations turbulent models k − ε Standard and

k − ω SST with the linear eddy viscosity concept is evaluated by the comparison with

3d direct numerical simulation. As a result that k − ω SST model is the appropriate

turbulent model for RMF flows at moderate Taylor numbers.
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Seznam použitých symbol̊u a zkratek

Označeńı
A,A0,a elektrický potenciál magnetického pole

am vlnové č́ıslo magnetického pole

a1,a2 poloměry

f ,F vektor exterńıch sil

fL vektor Lorentzových sil

fx, fy, fz složky exterńı śıly v kartézských souřadnićıch

fϕ, fr, fz složky exterńı śıly v cylindrickém souřadném systému

∆Q nár̊ust vzruch̊u

u vektor rychlostńıho pole

e0,er kinetická energie prouděńı ustáleného a rušivého pole

E kinetická energie prouděńı

ur vektor rychlostńıho pole dodatečného rušivého pole

u0 vektor rychlostńıho pole ustáleného stacionárńıho řešeńı

u, v, w složky rychlosti v kartézských souřadńıćıch

∆U nár̊ust vzruch̊u u rychlostńıho pole

uϕ, ur, uz složky rychlosti v cylindrických souřadnićıch

p tlak

pr tlakové pole dodatečného rušivého pole

p0 tlakové pole ustáleného stacionárńıho řešeńı

∆P nár̊ust vzruch̊u u tlakového pole

S tenzor deformačńıho napět́ı

t čas

m celé pozitivńı č́ıslo, mód

i, j,k jednotkový vektor pro kartézské souřadnice

k vlnové č́ıslo

k′ turbulentńı kinetická energie

x,y,z kartézský souřadný systém

ϕ,r,z cylindrický souřadný systém

l délka

B celková indukce magnetického pole

B0 indukce magnetického pole bez vlivu fluktuace

b indukce magnetického pole indukovaného vodivou tekutinou

B0 absolutńı hodnota magnetické indukce
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h souřadnice ve směru výšky

H výška válcové nádoby

Jk Besselova funkce k-tého řádu

J,J0,j hustota indukovaného elektrického proudu

R poloměr válcové nádoby

Z poměr výšky a pr̊uměru nádoby

eϕ,er,ez jednotkové vektory cylindrických souřadnic

t čas

J Besselova funkce

< u′iu
′
j > Reynoldsovo napět́ı

Řecké označeńı

τ tenzor napět́ı

Γ okraj oblasti, okrajová podmı́nka

ξ bezrozměrné amplitudy oscilaćı

λ kořen řešeńı Besselovy funkce

λi kritická frekvence oscilaćı

ν kinetická viskozita

µ dynamická viskozita

µm magnetická permeabilita

ρ hustota

σ elektrická vodivost

δr,δi amplituda oscilaćı, reálná a imaginárńı část

ε1,ε2 velmi malá změna, odchylka

ε turbulentńı disipace

φ elektrický potenciál

ω úhlová frekvence, specifická turbulentńı disipace

Ω1,Ω2 úhlové rychlosti

Ω výpočetńı oblast
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∂
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D
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Xmin minimálńı

Xmax maximálńı

X′ fluktuace

X, < X > časově středovaná hodnota, časové pr̊uměrováńı

i, r imaginárńı, reálná část

Matematické symboly

· jednoduchý skalárńı součin

∇ Nabla operátor

Seznam bezrozměrných kriteriálńıch č́ısel
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CPU Central Processing Unit - procesor stanice

DNS Direct Numerical Simulation

URANS Unsteady Reynolds Averaged Navier Stokes

MHD Magnetohydrodynamics
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SGI Silicon Graphics Incorporated



Kapitola 1

Úvod

Magnetohydrodynamika (MHD) se zabývá jevy spojenými s elektricky vodivými ma-

teriály v tekutém stavu, rychlostńım polem a magnetickým polem a jejich vzájemným

ovlivněńım. Prvńı zájem v oblasti magnetohydrodynamiky byl zaměřen na jevy v geo-

fyzice a v astronomii. Později se zájem o poznatky z magnetohydrodynamiky rozšǐruje

také do oblasti plazmové fyziky a nukleárńı fúze. V posledńıch letech se do popřed́ı

dostává také zájem o magnetohydrodynamiku v oblasti materiálového inženýrstv́ı.

Společným prvkem mnoha zde zmı́něných obor̊u je elektrická vodivost média, která

by měla být co největš́ı, nebot’ malá elektrická vodivost razantně snižuje účinek mag-

netického pole. Jako př́ıklad lze zde uvést pokusy vojenských mocnost́ı o vývoj nového

pohonu pro podmořské ponorky. Právě idea využit́ı elektrické vodivosti slané vody k

pohonu ponorek měla přinést novou možnost, jak zvýšit rychlost těchto ponorek, za-

mezit vznikaj́ıćımu hluku a zabránit vibraćım, což mělo v konečném d̊usledku zt́ıžit

jejich identifikaci. Ovšem prvńı testy přinesly velké zklamáńı, nebot’ právě slabá vo-

divost slané mořské vody vyžadovala velkou intenzitu magnetického pole, což se dále

projevilo nejen v enormńım nároku na pohon, ale rovněž v oblasti konstrukce magnet̊u.

Nav́ıc vznikaj́ıćı magnetické pole bylo natolik intenzivńı, že již primitivněǰśı př́ıstroje

dokázaly odhalit pozici takto poháněných ponorek. Z těchto d̊uvod̊u byla většina pro-

jekt̊u zastavena, i když stálý vývoj v oblasti supervodič̊u by mohl jednou tuto myšlenku

oživit. Již dnes se k této myšlence opět vraćı pozornost, ovšem vývoj z̊ustává zat́ım

jen v laboratorńım prostřed́ı. Znalosti účinku magnetického pole na vodivé tekutiny,

možnost predikce prouděńı, které je vyvoláno samotným magnetickým polem a studie

tohoto prouděńı nab́ıźı širokou možnost v mnoha technických aplikaćıch. Proud́ıćı te-

kutinu představuje roztavený kov o vysoké teplotě. Vliv vysoké teploty a magnetického

pole má negativńı dopad na přesnost mnoha měř́ıćıch metod. Nav́ıc vytvořeńı magne-

1



Magnetohydrodynamika v metalurgii a v technologických procesech 2

tického pole je energeticky značně náročné. Tyto faktory a mnoho daľśıch znesnadňuj́ı

realizaci experiment̊u. Jelikož v současné době existuje již mnoho praćı z oblasti de-

finice matematických model̊u pro problematiku magnetohydrodynamiky v klasických

technických aplikaćıch, je možné využ́ıt těchto poznatk̊u a celou studii magneticky

buzeného prouděńı realizovat prostřednictv́ım numerické simulace.

1.1 Magnetohydrodynamika v metalurgii a v tech-

nologických procesech

Na rozd́ıl od neúspěchu v oblasti vývoje nových pohon̊u ponorek je praktické využit́ı

magnetického pole v oblasti materiálového inženýrstv́ı mnohem úspěšněǰśı. Podnět k

hledáńı nových technologických proces̊u v metalurgii byl vyvoláno dvěma požadavky.

Prvńım z nich byl požadavek sńıžit energetickou náročnost technologických proces̊u,

která se objevila v souvislosti s energetickou kriźı v 70. letech. Daľśım podnětem byl

stále rostoućı požadavek na kvalitu materiálu z hlediska čistoty a materiálové homoge-

nity předevš́ım v oblasti leteckého pr̊umyslu.

Jak ukázaly prvńı studie, nejd̊uležitěǰśım pohybem roztaveného kovu během jeho

zpracováńı je jeho rotačńı pohyb,který byl poprvé studován v literatuře Moffatt

[12]. Otázkou tak bylo, jak tento pohyb vyvolat. Zkoušely se r̊uzné možnosti jako

např. rotačńı pohyb nádob či pouze část́ı nádob, kdy pohyb těchto stěn se přenáš́ı

také na tekutinu. Z hlediska efektivnosti nebyla tato varianta př́ılǐs úspěšná, a proto

se zájem uṕınal stále v́ıce na fakt, že většina kov̊u je současně velmi dobrými elek-

trickými vodiči, a tak se nab́ızela možnost využ́ıt této materiálové vlastnosti. Schop-

nost uvést tyto taveniny do pohybu pomoćı magnetického pole bez nutnosti př́ımého

kontaktu s tekutinou nab́ıźı obrovské možnosti. Rotuj́ıćı a translačńı magnetická pole

našla uplatněńı předevš́ım v metalurgii v oblasti kontinuálńıho slévárenstv́ı a výroby

oceli a rovněž v oblasti výroby monokrystal̊u. Translačńı magnetické pole se často

použ́ıvá k transportu taveniny. Poněvadž se jedná o bezkontaktńı metodu, nedocháźı k

př́ımému kontaktu taveniny s jinými mechanickými částmi, což umožňuje zvýšit čistotu

materiálu sńıžeńım oxid̊u v tavenině. Nav́ıc vzniklý pohyb tekutiny je zpravidla pra-

videlný a bez vibraćı, což se odraźı ve zpřesněńı např. dávkováńı nebo odměřováńı

taveniny pro odléváńı. Daľśı uplatněńı je v oblasti kontinuálńıho odléváńı oceli, kdy

translačńı magnetické pole vyvolává pohyb odlévané oceli, což vede k zamezeńı ne-

rovnoměrného tuhnut́ı Spitzer [23]. Promı́cháváńı tekutého kovu je daľśı alternativa

použit́ı magnetického pole. Během tuhnut́ı maj́ı totiž slitinové materiály tendenci se
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separovat od daľśıch materiál̊u zp̊usobuj́ıćı nehomogenitu ingotu a následkem toho se

objevuje porozita v materiálu, která je formovaná obsahem bublinek plynu (např. CO

v oceli). Tuto porozitu lze redukovat či úplně odstranit pomoćı vhodného pohybu te-

kutin vyvolaného magnetickým polem Birat [17] a Takeuchi [7]. Tekutinu lze uvést

do pohybu také např́ıklad pomoćı inertńıho plynu argonu, což patř́ı mezi časté tech-

nické realizace, ovšem promı́cháváńı tekutiny prostřednictv́ım rotuj́ıćıho magnetického

pole je mnohem účinněǰśı (rychleǰśı a přisṕıvá k lepš́ı homogenizaci rozložeńı teplot).

Vı́ce informaćı lze nalézt v literatuře Roplekar [19]. V oblasti krystalizace materiálu

byl zaznamenán úspěch rovněž použit́ım rotuj́ıćıho magnetického pole. Rotačńı pohyb

tekutiny v Bridgmanově procesu umožnil redukovat rýhováńı ve slitině germania a ga-

lia, které vzniká v d̊usledku fluktuace prouděńı vyvolaného přirozenou konvekćı Dold

a Benz [27]. Dosavadńı výklad využit́ı magnetického pole byl omezen na nejčastěǰśı

př́ıpad generováńı dodatečného prouděńı pomoćı magnetického pole.

Ovšem existuje ještě jedna významná oblast aplikace magnetického pole a to je

možnost tlumeńı prouděńı p̊usobeńım magnetického pole. V zahraničńı literatuře je

tato metoda známá pod pojmem ’Magnetic Damping’. Jak napov́ıdá název, hlavńım

ćılem je úplné utlumeńı pohybu tekutiny vznikaj́ıćı např. v d̊usledku teplotńıho nebo

tlakového gradientu. Nejčastěǰśı využit́ı je pro aplikaci Bridgmanovy techniky, která

je spojená s výrobou polovodičových materiál̊u a zlepšeńım jejich vlastnost́ı, což má

významný vliv předevš́ım v elektrotechnice. Vı́ce k tomuto tématu lze nalézt např. v

publikaci Müller [9]. V př́ıpadě zájmu o širš́ı použit́ı magnetického pole také např.

pro problematiku generováńı pohybu, technologické zpracováńı čistého kovu hlińıku a

možnosti výrazného sńıžeńı energetické náročnosti tohoto procesu lze odkázat na knihu

Davidson [28].

1.2 Hlavńı ćıle předložené práce

Hlavńım ćılem práce je přinést nové poznatky z oblasti studie prouděńı buzeného ro-

tuj́ıćım (RMP) a translačńı (TMP) se magnetickým polem. Studie 3d prouděńı vy-

volaného RMP (rychlostńı pole zobrazeno v př́ıloze 5.2) je součást́ı disertačńı práce

Fraňa [21]. Zde je možné nalézt nejen velmi obsáhlý přehled o současných znalostech

a vývoji výzkumu v této oblasti, ale rovněž významné výsledky numerické studie. V

rámci zde předložené práce je věnována pozornost studii nestabilit v prouděńı vyvo-

laného RMP a dále obsáhleǰśı studii turbulentńıho prouděńı, která zohledňuje výsledky
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obsažené v práci Fraňa [21] a dále je rozv́ıj́ı. Významná část práce je ovšem zaměřena

na prouděńı vyvolané translačńım magnetickým polem.

Ćıle této práce jsou následuj́ıćı:

1. Prezentace základńıch určuj́ıćıch rovnic magnetohydrodynamiky, odvozeńı zjed-

nodušené metody definice matematického modelu pro aplikace v metalurgii a

výrobńıch procesech. Definice základńıch matematických model̊u pro rotuj́ıćı a

translačńı magnetické pole.

2. Numerická simulace prouděńı vyvolaného translačńım magnetickým polem pro

př́ıpady laminárńıho osově symetrického prouděńı. Identifikace základńıho typu

prouděńı.

3. Numerická studie lineárńıch a nelineárńıch nestabilit v magneticky buzeném

prouděńı. Zpracováńı současného přehledu znalost́ı a vypracováńı metody pro

jejich identifikaci programem založeným pouze na přesnosti druhého řádu diskre-

tizace Navier-Stokesových rovnic se všemi módy prouděńı. Tato studie zahrnuje

následuj́ıćı d́ılč́ı ćıle:

• Shrnout současný stav znalost́ı v problematice existence nestabilit a metody

jejich identifikace.

• Identifikace kritické hodnoty kriteriálńıho č́ısla a vznik a vývoj prvńıch ne-

stabilit v prouděńı. Součást́ı studie je analýza vznikaj́ıćıch nestabilit, určeńı

kritického módu (tj. módu, při kterém se objevuj́ı prvotńı nestability) a sta-

noveńı frekvence oscilaćı energie na kritickém módu. K této studii je použit

vlastńı výpočetńı program.

• Porovnáńı vlastńıch źıskaných výsledk̊u se současnými znalostmi a defi-

nováńı odchylek od výsledk̊u źıskaných na základě přesněǰśıch studíı nesta-

bilit (spektrálńı metody a výpočetńı programy speciálně navržené na studii

lineárńıch nestabilit).

• Vedleǰśım produktem této studie je rovněž prokázáńı úspěšné validace vý-

početńıho programu a potvrzeńı správnosti implementace nelineárńıho kon-

vetivńıho členu v hybnostńıch Navier-Stokesových rovnićıch.

4. Rozbor možnosti numerické simulace turbulentńıho rotuj́ıćıho prouděńı, proble-

matika anizotropie Reynoldsových napět́ı a přehled současných znalost́ı. Druhá

část ćıle zahrnuje vlastńı numerickou studii turbulentńıho prouděńı simulovaného
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pomoćı dvourovnicových model̊u k−ε Standard a k−ω SST. Zhodnoceńı výsledk̊u

z modelováńı turbulence je uskutečněno porovnáńım s přesněǰśımi výsledky 3d

DNS studie, přičemž tyto výsledky byly dále z velké části porovnány s výsledky

źıskanými experimentálně.

1.3 Použitý výpočetńı software

K numerické simulaci magnetohydrodynamického prouděńı byl použit vlastńı výpočetńı

program a komerčńı program FLUENT. Vlastńı výpočetńı program umožňuje řešeńı

Navier-Stokesových rovnic pro 3d problém s přesnost́ı diskretizace druhého řádu v čase

i v prostoru pro strukturovanou a nestrukturovanou śıt’. Výpočetńı algoritmus se skládá

ze dvou krok̊u: explicitńı řešeńı rovnice hybnosti a implicitńı krok v řešeńı tlakového

potenciálu. Tento výpočetńı kód byl v minulosti testován na mnoha r̊uzných př́ıpadech,

obzvláště v režimu laminárńıho prouděńı. Vı́ce informaćı k tomuto výpočetńımu pro-

gramu lze nalézt v literatuře Fraňa [21].

V rámci této práce byl již zmı́něný výpočetńı program rozš́ı̌ren o nové moduly

umožňuj́ıćı zahrnout do výpočtu rovněž studii vlivu translačńıho magnetického pole.

Dále byly zdokonaleny procedury pro statistiku umožňuj́ıćı dosáhnout lepš́ıch výsledk̊u

pro výpočet Reynoldsových napět́ı a turbulentńı kinetické energie. V neposledńı řadě

byly do programu zahrnuty nové procedury speciálně vyvinuté pro studii lineárńıch

nestabilit.

Za účelem studie turbulentńıho prouděńı je použit rovněž komerčńı program FLU-

ENT, který v sobě zahrnuje celou řadu turbulentńıch model̊u. V této studii lze využ́ıt

předpoklad osově symetrického prouděńı časově středovaných hodnot a celý problém

zjednodušit na 2d př́ıpad definovaný v cylindrických souřadnićıch. Dosažené výsledky

jsou pak konfrontovány s výsledky 3d DNS studie. Vliv magnetického pole na prouděńı

je rovněž zahrnut jako vlastńı program do výrazu pro exterńı śıly pomoćı rozhrańı UDF.

V př́ıpadě zájmu lze odkázat na oficiálńı dokumentaci FLUENTu [1].
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1.4 Numerická simulace

Většina realizovaných výpočt̊u publikovaných v rámci této práce byla uskutečněna na

v́ıceprocesorových stanićıch s architekturou SGI. Výpočet prob́ıhá paralelně s využit́ım

až 32 CPU na jednu výpočetńı úlohu. K samotnému výpočetńımu programu jsou dopro-

gramovány dodatečné pomocné programy pro postprocesing, které obsahuj́ı nástroje

pro zpracováńı výsledk̊u (Fourierova transformace, statistické metody apod.). Tyto

doplňuj́ıćı programy jsou zpravidla založeny na sekvenciálńım běhu. Všechny zde zmı́-

něné vlastńı programy byly napsány v jazyku FORTRAN 90/95.



Kapitola 2

Prouděńı vyvolané magnetickým

polem

V rámci této kapitoly je věnována pozornost formulaci matematického modelu, který

je zapotřeb́ı ke stanoveńı vlivu magnetického pole na vodivé tekutiny za předpokladu

relativně malé intenzity magnetického pole. Součást́ı této kapitoly je rovněž prezentace

základńıch výsledk̊u numerické studie magneticky buzených rychlostńıch poĺı účinkem

translačńıho magnetického pole.

2.1 Matematický model pro nestlačitelné prouděńı

Matematický model, který popisuje chováńı nestlačitelné tekutiny, je dán Navier- Sto-

kesovými rovnicemi, které obecně popisuj́ı principy zachováńı hmoty, hybnosti a popř.

energie. V rámci zde zkoumaných problémů se předpokládá velmi malý rozd́ıl teplot

v celém výpočetńım objemu. Důsledkem těchto malých gradient̊u teploty je přirozená

konvekce, ovšem intenzita takovéhoto prouděńı je zanedbatelná v̊uči vzniklému prouděńı

od magnetického pole. Z tohoto d̊uvodu se často u podobných studíı uvažuje prouděńı

jako izotermńı a celý problém se tak omeźı pouze na řešeńı rovnic zachováńı kontinu-

ity hmoty a hybnosti. Vektor rychlostńıho pole magneticky generovaného prouděńı u

je definován složkami (u, v, w) a vektor exterńıch sil f je popsán složkami (fx, fy, fz).

Nejd̊uležitěǰśı rovnićı je rovnice popisuj́ı zachováńı hybnosti tekutiny, jej́ıž obecná de-

finice je dána vztahem 2.1.

7
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ρ
Du

Dt
= ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u

)
= −∇p + ρf +∇ · [τ ] (2.1)

Tuto rovnici 2.1 je možné dále upravit do tvaru 2.2, jestliže tenzor napět́ı je defi-

nován jako [τ ] = 2µ [S]− 2
3
µ∇ ·u. Posledńı výraz na pravé straně se dále neuvažuje za

podmı́nek nestlačitelnosti tekutiny, tj. kdy ∇ · u = 0.

ρ
Du

Dt
= −∇p + ρf + 2µ∇ · [S] (2.2)

Deformačńı tenzor napět́ı označený jako S je dále definován vztahem 2.3.

∇ · [S] =
[

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

]



∂u
∂x

1
2

(
∂v
∂x

+ ∂u
∂y

)
1
2

(
∂w
∂x

+ ∂u
∂z

)

1
2

(
∂u
∂y

+ ∂v
∂x

)
∂v
∂y

1
2

(
∂w
∂y

+ ∂v
∂z

)

1
2

(
∂u
∂z

+ ∂w
∂x

)
1
2

(
∂v
∂z

+ ∂w
∂y

)
∂w
∂z


 (2.3)

Násobeńım operátoru ∇ prvńı řádkou napět’ového tenzoru S vede na jeho x-složku

za předpokladu nestlačitelného prouděńı 2.4.

(∇ · [S])x =
1

2
∇2u (2.4)

Podobně lze rozepsat tento vektor do složek y a z, přičemž výsledný vektor bude

ve formě 2.5, kde i, j a k jsou jednotkové vektory ve směru x, y a z.

∇ · [S] =
1

2

(
i∇2u + j∇2v + k∇2w

)
=

1

2
∇2u (2.5)

Pomoćı vztahu 2.5 se dále výraz pro smyková napět́ı na pravé straně rovnice 2.2

zjednoduš́ı na formu 2.6.

2µ∇ · [S] = µ∇2u (2.6)
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Tato forma zápisu smykových napět́ı 2.6 se použije pro výslednou rovnici pro za-

chováńı hybnosti ve tvaru tvaru 2.7.

ρ
Du

Dt
= −∇p + ρf + µ∇2u (2.7)

Použit́ım předchoźıho vztahu 2.7 je systém určuj́ıćıch rovnic pro nestlačitelné izo-

termńı prouděńı vazké tekutiny ve složkovém zápisu definován následuj́ıćımi rovnicemi

2.8.

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0 (2.8)

ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
= −∂p

∂x
+ ρfx + µ

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)

ρ

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

)
= −∂p

∂y
+ ρfy + µ

(
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

)

ρ

(
∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z

)
= −∂p

∂z
+ ρfz + µ

(
∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2

)

Tyto definice rovnic plat́ı pro kartézský souřadný systém, který je použit v řešiči

pro samotnou simulaci prouděńı tekutiny bez vlivu magnetického pole. Vzhledem k

tomu, že zde popsaný problém je vždy omezen pouze na výpočetńı oblast tvořenou

válcovou nádobou, jsou Lorentzovy śıly zpravidla definovány v cylindrickém souřadném

systému. V takovémto př́ıpadě je nestlačitelné vazké prouděńı dáno vektorem rychlosti

u = (uϕ, ur, uz), přičemž souřadný systém je definován azimutálńımi, radiálńımi a

axiálńımi směry ϕ, r, z.

Tento cylindrický souřadný systém je př́ımo použit např. v numerické studii realizo-

vané v komerčńım programu FLUENT, kde se využ́ıvá předpokládaná osová symetrie

prouděńı a tvaru nádoby v̊uči vertikálńı ose.

1

r

∂

∂r
(rur) +

1

r

∂uϕ

∂ϕ
+

∂uz

∂z
= 0 (2.9)
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ρ

(
∂ur

∂t
+ ur

∂ur

∂r
+

uϕ

r

∂ur

∂ϕ
+ uz

∂ur

∂z
− uϕ2

r

)
= −∂p

∂r
+

µ

(
∂2ur

∂r2
+

1

r2

∂2ur

∂ϕ2
+

∂2ur

∂z2
+

1

r

∂ur

∂r
− 2

r2

∂uϕ

∂ϕ
− ur

r2

)
+ ρfr

ρ

(
∂uϕ

∂t
+ ur

∂uϕ

∂r
+

uϕ

r

∂uϕ

∂ϕ
+ uz

∂uϕ

∂z
+

uruϕ

r

)
= −1

r

∂p

∂ϕ
+

µ

(
∂2uϕ

∂r2
+

1

r2

∂2uϕ

∂ϕ2
+

∂2uϕ

∂z2
+

1

r

∂uϕ

∂r
+

2

r2

∂ur

∂ϕ
− uϕ

r2

)
+ ρfϕ

ρ

(
∂uz

∂t
+ ur

∂uz

∂r
+

uϕ

r

∂uz

∂ϕ
+ uz

∂uz

∂z

)
= − ∂p

∂ϕ
+

µ

(
∂2uz

∂r2
+

1

r2

∂2uz

∂ϕ2
+

∂2uz

∂z2
+

1

r

∂uz

∂r

)
+ ρfz

V př́ıpadě vlastńıho výpočetńıho programu se Lorentzovy śıly definované v cylin-

drickém souřadném systému převedou do kartézského souřadného systému dle po-

mocných vztah̊u definovaných v 2.10.

fx = frcos (ϕ)− fϕsin (ϕ) , fy = frsin (ϕ) + fϕcos (ϕ) , , fz = fz (2.10)

Geometrické vztahy je možné nahradit délkovými rozměry dle závislosti cos (ϕ) =

x/r a sin (ϕ) = y/r. Pro př́ıpad rotuj́ıćıho magnetickeho pole bude silový účinek v azi-

mutálńım směru rozložen do složek x a y. Naopak silový účinek translačńıho magnetické

pole p̊usob́ı pouze ve směru z. Odvozeńı a přesná definice jednotlivých Lorentzových

sil pro oba typy magnetického pole lze nalézt v následuj́ıćıch sekćıch této kapitoly.

2.2 Základńı rovnice magnetohydrodynamiky

V této sekci jsou shrnuty základńı určuj́ıćı rovnice použ́ıvané v magnetohydrodynamice.

Mezi tyto základńı rovnice patř́ı Maxwell-Amperova rovnice, jej́ıž redukovaná forma je

dána rovnićı 2.11.
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∇×B = µmJ, ∇ · J = 0 (2.11)

V rovnici 2.11 označuje B magnetickou indukci, J je hustota indukovaného proudu

a µm je magnetická permeabilita materiálu. Daľśı d̊uležitou rovnićı je tzv. Faradayova

rovnice, která je definovaná vztahem 2.12.

∇×A = −∂B

∂t
, ∇ ·B = 0 (2.12)

V této rovnici představuje A tzv. elektrický potenciál, který je určen časovou

změnou magnetického pole. Na základě Faradayovy rovnice lze tak spoč́ıtat tento elek-

trický potenciál, který je pak zapotřeb́ı pro řešeńı Ohmovy rovnice definované vztahem

2.13.

J = σ (A + u×B) , F = J×B (2.13)

Pomoćı vztahu 2.13 (vlevo) se urč́ı hustota indukovaného proudu J, která je dána

nejen magnetickým polem prostřednictv́ım elektrického potenciálu A, ale i samotným

magneticky buzeným prouděńım zastoupeným výrazem u × B. Vztah 2.13 (vpravo)

pak definuje tzv. Lorentzovy śıly, které vyjadřuj́ı silový účinek magnetického pole na

vodivou tekutinu.

∂B

∂t
= ∇× (u×B) +

1

µmσ
∇2B (2.14)

Problém definice matematického modelu v MHD je dán skutečnost́ı, že magnetické

pole vyvolává prouděńı tekutiny, které pak zpětně ovlivňuje p̊uvodńı magnetické pole.

Tato závislost je dána rovnićı 2.14 odvozené na základě vztah̊u 2.12 a 2.13. Ve vztahu

2.14 označuje σ elektrickou vodivost materiálu. Jak ukáže daľśı kapitola, ve většině

numerických studíı prouděńı v metalurgii lze provést výrazné zjednodušeńı takto kom-

plikovaného spojeńı pohybu tekutiny a magnetického pole prostřednictv́ım Maxwellovy

rovnice.
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2.3 Základńı rovnice a vztahy pro malé hodnoty

magnetického Reynoldsova č́ısla

Základńı rovnićı magnetohydrodynamiky je tzv. Maxwellova rovnice, prostřednictv́ım

které se řeš́ı vztah mezi magnetickým polem a pohybem vodivé tekutiny a obráceně.

Řešeńı Maxwellovy rovnice je relativně složité, ovšem jak se dá dále prokázat, v běžných

technických aplikaćıch lze nutnost řešeńı Maxwellovy rovnice obej́ıt. Teorii, která to

umožňuje, se ř́ıká MHD aproximace pro malé hodnoty magnetického Reynoldsovo č́ısla

2.15.

Rm = µmσul ¿ 1 (2.15)

Většina technických aplikaćı v pr̊umyslu a v laboratorńıch podmı́nkách pracuje s

maximálńımi rychlostmi magneticky buzeného prouděńı u ≈ 0.001−0.1m
s
, magnetická

permeabilita většiny uvažovaných materiál̊u dosahuje řádu 10−7 kg m
s2A2 , elektrická vodi-

vost je v řádu 106 s3A2

kg m3 a délkové rozměry se pohybuj́ı v rozmeźı 0.01−0.1m. Magnetické

Reynoldsovo č́ıslo se pak pohybuje v rozmeźı 10−3−10−6. Jak je patrné, podmı́nka velmi

malé hodnoty magnetického Reynoldsova č́ısla je vždy dodržena ve většině technických

aplikaćı a lze proto pro tyto typické problémy odvodit zjednodušený matematický mo-

del.

Nejprve předpokládáme stacionárńı magnetické pole, které p̊usob́ı na vodivou te-

kutinu, která se ovšem nepohybuje u = 0. Za těchto podmı́nek označ́ıme indukci mag-

netického pole B0, elektrický potenciál A0 a hustotu indukovaného proudu J0. Jako

druhý př́ıpad se předpokládá, že se tekutina pohybuje a d̊usledkem tohoto pohybu

docháźı k narušeńı magnetického pole. Nové magnetické pole indukované pohybem

tekutiny je velmi slabé v porovnáńı k p̊uvodńımu magnetickému poli a tato tzv. fluktu-

ace magnetického pole se označ́ı jako b, elektrický potenciál a a hustota indukovaného

proudu j. Základńı rovnice pro oba př́ıpady jsou dány vztahy 2.16 - 2.19.

∇×A0 = 0 (2.16)

J0 = σA0 (2.17)
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∇× a = −∂b

∂t
(2.18)

j = σ (a + u×B0) (2.19)

V rovnici 2.19 se zanedbal výraz druhého řádu u×b. Faradayova rovnice udává, že

fluktuace elektrického potenciálu je definovaná jako a ∼ ub a tak oscilace elektrického

pole mohou být v rovnici 2.19 rovněž zanedbány. Známý Ohmův zákon pak bude s

ohledem na zde uvedené zjednodušeńı definován vztahem 2.20.

J = J0 + j = σ (A0 + u×B0) (2.20)

Elektrický potenciál A0 může být nahrazen gradientem elektrostatického potenciálu

−∇φ. Ohmův zákon ze vztahu 2.20 lze pak pomoćı elektrostatického potenciálu přepsat

na tvar 2.21.

J = σ (−∇φ + u×B0) (2.21)

Definice Lorentzových sil na jednotku objemu jsou dány vztahem 2.22.

F = J×B0 (2.22)

Jak je možné pozorovat ze vztahu 2.21 a 2.22, Lorentzovy śıly jsou nezavislé na

b a v př́ıpadě malých hodnot magnetických Reynoldsových č́ısel plat́ı, že vliv pohybu

vodivé tekutiny nemá skoro žádný vliv na magnetické pole a tud́ıž pouze p̊usobeńı

magnetického pole na vodivé tekutiny je jediný významný fakt MHD aproximace.

Tato skutečnost má nesmı́rný význam pro sestaveńı matematického modelu rozložeńı

Lorentzových sil, pro kterou neńı zapotřeb́ı poč́ıtat Maxwellovu rovnici. T́ım se výpočet

výrazně zjednodušuje a přibližuje se tak praktickému využit́ı s ohledem na kapacity

současných výpočetńıch stanic. Jak bude dále prezentováno, lze většinu Lorentzových

sil definovat pomoćı analytických vztah̊u, které vždy vycházej́ı z rovnic definovaných

výše.
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2.4 Rotuj́ıćı magnetické pole

Problematika rotuj́ıćıho magnetického pole a jeho účinku pro laminárńı stabilńı a tur-

bulentńı nestabilńı prouděńı v elektricky vodivé tekutině bylo tématem disertačńı práce

Fraňa [21]. V rámci následuj́ıćı kapitoly jsou prezentovány pouze nezbytně nutné in-

formace pro pochopeńı studie provedené v rámci této publikace. V př́ıpadě daľśıho

zájmu lze odkázat právě na citovanou práci.

Obrázek 2.1: Schéma p̊usobeńı rotuj́ıćıho magnetického pole.

Magnetické rotuj́ıćı pole RMP s magnetickou indukćı B0 rotuje s konstantńı frek-

venćı ω ve válcové nádobě s pr̊uměrem R a výškou H. Uvnitř válce se nacháźı elektricky

vodivá tekutina s koeficientem elektrické vodivosti σ. Stěny nádoby se uvažuj́ı za elek-

tricky dokonale izolované. Působeńım magnetického pole se vyvolává pohyb tekutiny,
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jehož hlavńı složka je v azimutálńım směru. Důsledkem silové nerovnováhy vzniká

kromě hlavńıho rotuj́ıćıho azimutálńıho prouděńı rovněž mnohem slabš́ı sekundárńı

prouděńı, které p̊usob́ı ve vertikálńım směru proti gravitačńı śıle. Tento pohyb je ve

skutečnosti nejd̊uležitěǰśı, nebot’ zajǐst’uje transport hmoty v celém objemu válce a tak

přisṕıvá k vyrovnáńı teplotńıch rozd́ıl̊u v rámci celého objemu. Bohužel sekundárńı

prouděńı je v porovnáńı k hlavńımu prouděńı velmi slabé, a proto je zapotřeb́ı použ́ıt

velmi silnou intenzitu magnetického pole, aby došlo k vybuzeńı dostatečně silného

sekundárńıho prouděńı. Na druhou stranu velmi silné magnetické pole vyvolá turbu-

lentńı režim prouděńı, které přináš́ı oscilace do rychlostńıho pole a zp̊usobuje např.

nehomogenńı rozložeńı teplotńıho pole. Aby se přesně vymezily podmı́nky použit́ı ro-

tuj́ıćıho magnetického pole, je nutné znát kritickou hodnotu Taylorova č́ısla. Tomuto

konkrétńımu problému se věnuje kapitola 3, která pojednává právě o vzniku lineárńıch

nestabilit v toćıch vyvolaných magnetickým polem.

2.4.1 Matematický model RMP

Rotuj́ıćı magnetické pole je definováno vztahem 2.23, kde B0 je absolutńı hodnota

magnetické indukce, ω je frekvence rotuj́ıćıho magnetického pole.

B = B0[cos(ϕ− ωt)er + sin(ϕ− ωt)eϕ] (2.23)

Definice magnetických exterńıch sil je odvozena od základńıch vztah̊u definovaných

v předešlých kapitolách, ovšem z praktického hlediska se pro definici těchto už́ıvá ana-

lytický vztah, jehož forma je uvedena vztahem 2.24.

fL =
1

2
σωB0

2r[1− R

r

∞∑

k=1

2J1(λkr/R)cosh(λkz/R)

(λ2
k − 1)J1(λk)cosh(λkH/2R)

]eϕ (2.24)

Jk představuje Besselovu funkci prvńıho typu a k-tého řádu a λk je kořen určený

λkJ0(λk) − J1(λk) = 0. Takto lze za určitých podmı́nek (malá magnetická indukce

a malá frekvence rotuj́ıćıho magnetického pole) definovat rozložeńı indukovaných sil,

které odpov́ıdá ve skutečnosti složitým rovnićım definovaných v rámci kapitoly ’Ma-

tematický model pro malé hodnoty magnetického Reynoldsova č́ısla’. Přesné odvozeńı
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zde zmı́něného analytického vztahu 2.24 je možné nalézt v literatuře Gorbatchev

[10].

Tm =
σωB2

0R
4

2ρν
(2.25)

Stav prouděńı je popsán velikost́ı magnetického Taylorova č́ısla, jehož definice je

dána dle vztahu 2.25.

2.5 Translačńı magnetické pole (TMP)

Translačńı magnetické pole (TMP) p̊usob́ı s absolutńı hodnotou magnetické indukce

B0, s vlnovým č́ıslem a a s frekvenćı pohybu magnetického pole ω na vodivou tekutinu

uvnitř nádoby. Stěny nádoby se uvažuj́ı za elektricky dokonale izolované.

Obrázek 2.2: Schéma p̊usobeńı translačńıho magnetického pole.
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Na obrázku 2.2 je znázorněno p̊usobeńı translačńıho magnetického pole na teku-

tinu uvnitř válcové nádoby o poloměru R a konečné výšky H s určuj́ıćım parametrem

Z = R/2H. V d̊usledku p̊usobeńı magnetického pole na elektricky vodivý materiál

(σ) vzniká ve válcové nádobě prouděńı ve vertikálńım směru tvořené dvěma v́ıry ve

formě dvou anuloid̊u viz. 2.2. Výhodou TMP je možnost vyvolat prouděńı př́ımo ve

směru p̊usobeńı gravitačńı śıly. Oproti rotuj́ıćımu magnetickému poli, kdy prouděńı

ve směru p̊usobeńı rotace představuje slabš́ı sekundárńı prouděńı, je možné pomoćı

TMP vyvolat relativně intenzivńı rychlostńı pole v tomto směru. To předurčuje použ́ıt

toto magnetické pole u mnoha technických aplikaćıch spojených se stabilizaćı prouděńı

např. v oblasti krystalizace materiál̊u či výroby monokrystalu.

2.5.1 Současný stav znalost́ı v oblasti aplikaćı TMP

Zat́ımco prouděńı dané rotuj́ıćım magnetickým polem bylo jak experimentálně, tak i

numericky d̊ukladně studováno, translačńı magnetické pole se dostalo do zájmu vědy

až v posledńıch letech. Toto magnetické pole se nejčastěji použ́ıvá jako elektromagne-

tický generátor pro pohyb elektricky vodivých tekutin. Jedna ze základńıch studíı je

2D numerická studie matematického modelu pro translačńı magnetické pole v aplikaci

generátoru a elektromagnetické pumpy Kamiyama [22]. V rámci tématu této práce

je větš́ı pozornost věnována aplikaci TMP v metalurgii. V práci Ramachandrana

[24] je uskutečněna studie stabilńıho a nestabilńıho režimu prouděńı generovaného

translačńım magnetickým polem. Z výsledk̊u práce vyplývá podstatný závěr a to, že

tento druh magnetického pole je velmi atraktivńı pro r̊ust krystal̊u a jejich tvar̊u.

Nav́ıc intenzita TMP ovlivňuje výrazně také změny v dynamice krystalizace. Expe-

rimenty dále prokázaly, že rovněž jako u RMP i u TMP existuj́ı kritické hodnoty,

při jejichž překročeńı vzniká nestacionárńı přechodové prouděńı. V rychlostńım poli

se zač́ınaj́ı objevovat oscilace, které nejsou žádoućı pro aplikace vyžaduj́ıćı právě ho-

mogenńı prostřed́ı. Stanoveńı kritické hodnoty kriteriálńıho č́ısla je tak podstatné

pro vymezeńı oblasti aplikovatelnosti translačńıho magnetického pole. Problém přesné

identifikace vzniku prvńıch lineárńıch nestabilit v prouděńı je zpracováno v publikaci

Grantse a Gerbetha [16] a Gelfgata [40]. Vı́ce na toto téma lze nalézt později

v kapitole lineárńı a nelineárńı nestability. TMP lze také úspěšně použ́ıt pro Bridg-

manovu technologii krystalizace materiálu. Detaily studie je možné nalézt v literatuře

Yesilyurta [34], kde je problém účinku translačńıho magnetického pole ve spojeńı s

přirozenou konvekćı zpracován numericky i experimentálně.
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2.5.2 Matematický model TMP

Matematický model translačńıho magnetického pole je složitěǰśı, než je tomu u ro-

tuj́ıćıho magnetického pole. V současné době existuje několik variant, přičemž jak bude

ukázáno později, za určitých okolnost́ı a zjednodušeńı vedou všechny tyto varianty k

jedné společné formulaci rozložeńı exterńıch sil vznikaj́ıćıch v d̊usledku p̊usobeńı mag-

netického pole na vodivé materiály.

Pohybuj́ıćı se magnetické pole ve vertikálńım směru je popsáno obecně vektorovým

potenciálem A ve vztahu 2.26.

A = A(r)sin(ωt− amz)eϕ (2.26)

Frekvence translačńıho magnetického pole je označena jako ω a am je v tomto

př́ıpadě vlnové č́ıslo. Řešeńı vztahu 2.26 pro př́ıpad válcové nádoby konečných rozměr̊u

je stejné jako analytické řešeńı (2.27) rozložeńı exterńıch sil vznikaj́ıćıch p̊usobeńım

magnetického pole ve vodivém materiálu.

fϕ = 0 (2.27)

fr = Ft
Im [J1(βr)J0(βr)]

|J0(β)|2

fz = Ftam
|J1(βr)|2
|J0(β)|2

Ve vztahu 2.27 představuje Ft amplitudu, která je dále definovaná ve vztahu 2.28

a parametr β je definován jako β =
√

a2
m + iγ. Parametr γ je popsán vztahem γ =

σωµmR2, kde σ je elektrická vodivost materiálu a µm magnetická permeabilita.

Ft = A2
0

(
σωR2

2ρν2

)
(2.28)

Magnetické pole bud́ı exterńı śıly ve vodivé tekutině, jejichž složky jsou dány vzta-

hem 2.27. Azimutálńı složka śıly je nulové hodnoty, radiálńı složka představuje po-

tenciál, který neovlivňuje rychlostńı pole tekutiny a tud́ıž ji lze pro výpočet pohybu
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tekutiny zanedbat. Pro námi uvažovaný výpočet je tak rozhoduj́ıćı pouze axiálńı složka

śıly, kterou je možné dále zjednodušit. Vlnové č́ıslo am lze definovat jako am = 2πR/L,

kde L je vlnová délka. Z praktického hlediska je možné považovat hodnotu am ≈ 1 a

γ ≈ 1. T́ımto zp̊usobem se zjednoduš́ı vztah pro axiálńı složku z rovnice 2.27.

fz = Ftam|β|2 r2

4
(2.29)

Vztah 2.29 lze ještě dále upravit zahrnut́ım vztahu 2.28, takže konečná forma pro

exterńı śıly buzené magnetickým translačńım polem je definována vztahem 2.30.

fL =
B2

0σωam

8
r2ez (2.30)

Ve vztahu 2.30 označuje B0 absolutńı magnetickou indukci. Jak dále ukazuje vztah

2.30, je rozložeńı exterńıch sil dáno kvadratickou změnou radiálńı vzdálenosti. Toto ana-

lytické řešeńı bylo použito v praćıch Grantse a Gerbetha [16]. V práci Gelfgata

[40]. Ramachandran [24] byla zveřejněna jiná forma analytického řešeńı exterńıch sil

2.31.

f = −erσur < B2
z > −ezσ

(
uz − ω

am

)
< B2

r > (2.31)

Rovnici 2.31 je možné dále zjednodušit za předpokladu, že vliv indukovaného po-

hybu tekutiny na magnetické pole bude zanedbatelný v̊uči vlivu magnetického pole na

tekutinu. Tomuto předpokladu odpov́ıdá většina technických problémů, které se řeš́ı.

Za předpokladu uvážeńı tohoto zjednodušeńı je možné vztah 2.31 dále zjednodušit.

fz = σ
ω

am

< B2
r > (2.32)

Parametr < B2
r > je definován dle vztahu 2.33.

< B2
r >=

1

2
B2

0I
2
1 (amr) (2.33)
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Vztah 2.33 je nutné dále upravit za stejných podmı́nek jako v předchoźım odvozeńı.

Velikost vlnového č́ısla je bĺızká k 1, takže am ≈ 1. Za těchto podmı́nek je možné formu

vztahu 2.33 upravit do nové podoby, takže výraz pro exterńı śılu 2.32 lze napsat ve

tvaru 2.34.

fL =
1

8
B2

0σωamr2ez (2.34)

Jak dokazuje vztah 2.34 odvozený na základě vztahu 2.31 je možné považovat

základńı analytický vztah autor̊u Grantse a Gerbetha [16], Gelfgata [40] a Ra-

machandrana [24] za totožný. Jak ale ukazuje práce Gelfgata [40], pr̊uběh rozložeńı

Lorentzových sil se výrazně změńı, jakmile se bude předpokládat, že vlnové č́ıslo ne-

bude a ≈ 1. Pro hodnoty a À 1 je nutné pro výpočet exterńıch sil uvažovat vztah

2.31.

V rámci numerické simulace prouděńı s účinkem p̊usobeńı translačńıho magne-

tického pole bude použit identický vztah pro definici rozložeńı exterńıch sil 2.30 nebo

2.34. T́ımto zp̊usobem se nab́ıźı také možnost porovnat současné publikované výsledky

s vlastńımi výsledky a tak prokázat jejich správnost. K popisu stavu prouděńı ge-

nerované translačńım magnetickým polem se nejčastěji použ́ıvá tzv. kriteriálńı č́ıslo

označené jako F , které je definováno ve vztahu 2.35

F =
σωB2

0amR5

4ρν2
(2.35)

Kriteriálńı č́ıslo F má obdobné použit́ı jako Taylorovo č́ıslo, které se běžně použ́ıvá

v souvislosti s rotuj́ıćım magnetickým polem. Definice kriteriálńıho č́ısla F se formuluje

na základě exterńıch sil pro translačńı magnetické pole. Tato formulace kriteriálńıho

č́ısla byla použita v literatuře Grantse a Gerbetha [16]

2.5.3 Verifikace matematického modelu TMP

K verifikaci matematického modelu pro TMP je možné využ́ıt dosavadńı znalosti o

vývoji maximálńıch hodnot radiálńı a axiálńı složky rychlosti v oblasti axisymetrického

prouděńı definovaného malými hodnotami kriteriálńıho č́ısla F.
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F

m
ax
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max(uz)
max(ur)
Fluent max(uz)
Fluent max(ur)

Obrázek 2.3: Vývoj maximálńıch hodnot radiálńı a axiálńı složky rychlosti.

Dle práce Grantse a Gerbetha [16] je vývoj maximálńıch hodnot radiálńı a

axiálńı složky rychlosti definován závislost́ı 0.0035F . Obrázek 2.3 zobrazuje vývoj ma-

ximálńıch hodnot radiálńı a axiálńı složky rychlosti magneticky buzeného prouděńı,

přičemž jednoznačně ukazuje velmi dobrou shodu výsledk̊u vlastńıho výpočtu s teoríı

Grantse a Gerbetha [16]. Vzhledem k tomu, že je ale možné pozorovat i malé od-

chylky od teoretického pr̊uběhu zejména pro velmi malé či velké hodnoty kriteriálńıho

č́ısla, byly výsledky porovnány ještě s výpočtem uskutečněným pomoćı komerčńıho pro-

gramu Fluent. I v př́ıpadě výsledk̊u pomoćı komerčńıho programu Fluent existuj́ı

patrné odchylky pr̊uběhu maximálńıch hodnot radiálńı a axiálńı složky rychlosti od teo-

rie Grantse a Gerbetha [16] a naopak tytéž výsledky potvrzuj́ı velmi dobrou shodu

s výpočtem realizovaným pomoćı vlastńıho programu. Jak ukazuj́ı samotné výpočty

Grantse a Gerbetha [16] teoretický pr̊uběh 0.0035F odpov́ıdá pouze přibližně a v

př́ıpadě jejich výpočt̊u existuj́ı rovněž patrné odchylky od tohoto teoretického pr̊uběhu.
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2.5.4 Výsledky numerické simulace prouděńı vyvolaného TMP

Pro oblast malých hodnot kriteriálńıho č́ısla F je magneticky generované prouděńı

osově symetrické a v prouděńı nevznikaj́ı žádné oscilace v rychlostńım poli. Z hlediska

aplikace je tento klidný stav prouděńı nejvýhodněǰśı, nebot’ rovnoměrně rozložené rych-

lostńı pole přisṕıvá k rovnoměrnému rozložeńı teplot, což se pozitivně odraźı v procesu

tuhnut́ı materiálu v technologických procesech zpracováńı kov̊u.
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Obrázek 2.4: Znázorněńı rychlostńıho pole v řezu r-z
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Na obrázku 2.4 je ve vertikálńım řezu r-z zobrazeno okamžité rychlostńı pole v

bezdimenzionálńı formě u∗ = uR/ν. Poněvadž je prouděńı osově symetrické, je hlavńı

vertikálńı pohyb tekutiny zobrazen na levé straně vertikálńıho řezu nádobou pomoćı

vektorového pole, zat́ımco na pravé straně je vykresleno okamžité rychlostńı pole po-

moćı izočar (rychlostńı pole u daľśıch hodnot F jsou znázorněny v př́ıloze na obr. 5.3). Z

obrázk̊u dále vyplývá, že se vzr̊ustaj́ıćı hodnotou F se měńı výrazně rozložeńı rychlosti.

V př́ıpadě velmi malých hodnot F (≈ 1× 102) vzniká v prouděńı dominantńı v́ır, jehož

střed se nacháźı v polovině poloměru a výšky nádoby. Tento střed v́ır̊u se postupně

posouvá směrem ke dnu nádoby s t́ım, jak se zvyšuje intenzita magnetického pole.

Dále docháźı k r̊ustu intenzity rychlostńıho pole, přičemž při vyšš́ıch hodnotách F se

již vytvář́ı tenká mezńı vrstva na dnu a na vertikálńı stěně do 1/3H. Jak je dále patrné

z obrázku 2.4, v př́ıpadě vyšš́ı hodnoty F je intenzita prouděńı výrazně vyšš́ı v oblasti

od dna do 1/3 výšky nádoby, kde existuje velmi silný v́ır, který napomáhá ześıleńı

transportu hmoty. Na druhou stranu ovšem docháźı k zeslabeńı účinku prouděńı ve

zbylé části nádoby, což se prakticky projev́ı zhoršeńım intenzity promı́cháváńı tekutiny

a t́ım i docháźı k nerovnoměrnému rozložeńı teplotńıho pole. V př́ıpadě tuhnut́ı ma-

teriálu se může očekávat, že vzniklá struktura materiálu bude nehomogenńı obzvláště

v horńı části nádoby.



Kapitola 3

Lineárńı a nelineárńı nestability v

prouděńı

V rámci této kapitoly je věnována pozornost vzniku lineárńıch či nelineárńıch nestabilit

v prouděńı, které je buzeno magnetickým polem. Vznik nestabilit v prouděńı označuje

přechod ze stabilńıho režimu prouděńı do oblasti přechodového nebo turbulentńıho

prouděńı. Z pohledu matematického modelu je zde uvažované prouděńı popsané Navier-

Stokesovymi rovnicemi, přičemž základńı rovnice hybnosti obsahuje nelineárńı člen,

jenž je zodpovědný za vznik nestabilit v prouděńı. Tento člen je v př́ıpadě laminárńıho

prouděńı v porovnáńı k ostatńım člen̊um rovnice slabý, ovšem jeho vliv na rovnováhu v

rovnici hybnosti roste tak, jak se zvyšuje Reynoldsovo č́ıslo. Od určitého poměru mezi

nelineárńım konvektivńım a třećım členem se začnou objevovat v prouděńı nestability,

které vedou k narušeńı prouděńı a vzniku změn v prouděńı. Vlastnost́ı nestabilit je

skutečnost, že jen malý př́ır̊ustek energie na počátku vyvolá velkou změnu energie

na výstupu. V současné době existuje široká řada metod zabývaj́ıćıch se vznikem a

identifikaćı lineárńıch nestabit od možnosti matematicky analyzovat pomocné rovnice

popisuj́ıćı stabilitu systému (teorie lineárńıch nestabilit) např. Cebeci [36] a nebo

př́ımo řešit Navier-Stokesovy rovnice prostřednictv́ım výpočetńıho kódu. Tento druhý

př́ıpad je zvolen v této kapitole a prostřednictv́ım této metody jsou nalezeny kritické

hodnoty kriteriálńıch č́ısel (Reynoldsovo č́ıslo, Taylorovo č́ıslo apod.).

24
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3.1 Teorie lineárńıch nestabilit

Teorie lineárńıch nestabilit vycháźı z řešeńı (přibližné řešeńı) základńıch určuj́ıćıch

rovnic popisuj́ıćı zákon zachováńı hybnosti. Nejprve se určuje prostřednictv́ım výpočtu

ustálené stacionárńı prouděńı dané okamžitou rychlost́ı u0 a tlakem p0. Po dosažeńı

ustáleného stacionárńıho stavu prouděńı se k rychlostńımu a tlakovému poli přič́ıtá

výrazně slabš́ı tzv. rušivé rychlostńı pole ur a tlakové pole pr. Celkové rychlostńı pole

u = u0 +ur a tlakové pole p = p0 +pr se pak řeš́ı podle určuj́ıćıch rovnic a materiálové

konstanty se pro jednodušš́ı vysvětleńı budou uvažovat o hodnotě 1.

∂u

∂t
+ u0 · ∇u + u · ∇u0 = −∇p +∇2u + f (3.1)

Rychlostńı pole u muśı splňovat základńı rovnici kontinuity. Okrajové podmı́nky

jsou definovány pouze jako tzv. non-slip podmı́nky vyjádřené výrazem u(x = Γ) = 0.

Daná soustava rovnic se dále řeš́ı a pozoruje se, jak se vyv́ıjej́ı nestability v rámci

časového vývoje. Jakékoliv rychlostńı pole s rušivými jevy lze analyzovat pomoćı Fou-

rierovy analýzy. Předpokládá-li se pouze lineárńı typ nestability, pak plat́ı, že neexis-

tuje žádná vazba mezi jednotlivými Fourierovými komponenty. Za podmı́nek prosto-

rového rušivého pole popsaného pomoćı sinusového pr̊uběhu se pak časový vývoj těchto

vzruch̊u v prouděńı objevuje ve formě eσt.

∆Q ≈ e[ikr+δt] (3.2)

Parametr δ je definován reálnou a imaginárńı část́ı dle vztahu δ = iδi + δr.

Znaménko reálné části δr udává, zda-li rušivé jevy budou r̊ust (pozitivńı) a nebo

se utlumı́ (negativńı). Jednotlivé Fourierovy koeficienty lze označit jako k (vlnová

č́ısla). Jestliže δr je negativńı pro všechny hodnoty k, pak lze jednoznačně ř́ıci, že

dané prouděńı je stabilńı. Tato podmı́nka se nazývá obecně podmı́nkou stability. Na

druhou stranu při pozitivńı hodnotě δr pro alespoň jedno libovolné k bude platit, že

se rušivý jev v prouděńı bude zesilovat. Tato podmı́nka je dostatečná podmı́nka pro

nestabilńı prouděńı.

Obrázek 3.1 ukazuje možné vývoje amplitudy vzruch̊u v prouděńı. Jak naznačuje

ilustrativńı obrázek, existuj́ı r̊uzné možnosti r̊ustu amplitudy rušeńı. Křivka A ukazuje
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Obrázek 3.1: Ilustračńı obrázek možných časových vývoj̊u amplitudy oscilaćı v libovolném
typu nestabilńıho prouděńı

velmi rychlý spontánńı r̊ust amplitudy, zat́ımco křivka B ukazuje zpočátku velmi rychlý

r̊ust, který se výrazně zpomaĺı postupem času.

Vznik a vývoj lineárńıch nestabilit lze velmi názorně ukázat na př́ıpadu Couettova

rotačńıho prouděńı, které představuje rotaci dvou pevných stěn kolem jedné společné

vertikálńı osy. Obrázek 3.2 ukazuje schéma Couettova prouděńı.

Podle úhlové rychlosti Ω1,Ω2 a velikosti nádoby určené poloměry a1 a a2 je možné

nalézt několik r̊uzných režimů prouděńı. Pro vysvětleńı lineárńıch nestabilit se bude

dále uvažovat jednodušš́ı př́ıpad, kdy Ω2 = 0. Reynoldsovo č́ıslo je pak definované dle

vztahu 3.3.

Re = Ω1a1 (a2 − a1) /ν (3.3)

Předpokládá-li se rušeńı rychlostńıho a tlakového pole dle vztah̊u 3.4 a 3.5, pak

studie lineárńıch nestabilit umožňuje identifikovat hranici stabilńıho a nestabilńıho

prouděńı.

∆U = U(r) exp[i(mϕ+kz)+δt] (3.4)
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Obrázek 3.2: Schéma Couettovy úlohy s vyznačeńım vznikaj́ıćıch rotuj́ıćıch v́ır̊u

∆p = P (r) exp[i(mϕ+kz)+δt] (3.5)

Ve vztahu 3.4 a 3.5 označuje ϕ azimutálńı a z axiálńı směr prouděńı. Parametr

m je libovolné pozitivńı celé č́ıslo. Předpokládá-li se dále př́ıpad, kdy m = 0, pak

test lineárńıch nestabilit je uskutečněn pro axisymetrické podmı́nky a δi = 0. Źıskané

výsledky analýzy lineárńıch nestabilit lze názorně zobrazit dle ilustračńıho obrázku 3.3,

kde amplituda δ je vyjádřena v bezdimenzionálńı formě dle vztahu 3.6.

ξ = k (a2 − a1) (3.6)

Pro velmi ńızké hodnoty Reynoldsova č́ısla je σ negativńı pro všechny hodnoty ξ.

Totéž plat́ı nejen pro m = 0, ale i pro m 6= 0 tj. pro všechny hodnoty m se osci-

lace rušeńı utlumı́ a azimutálńı prouděńı z̊ustává stabilńı. V př́ıpadě vyšš́ıch hodnot

Reynoldsova č́ısla bude amplituda δ pozitivńı pro určité hodnoty ξ. To bude mı́t za

následek stálý nár̊ust amplitudy oscilaćı. V klasickém testu lineárńıch nestabilit se zde
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Obrázek 3.3: Ilustračńı obrázek stabilńıch a nestabilńıch oblast́ı a hranice stability pro Cou-
ett̊uv typ prouděńı

popsaná studie uskutečńı pro každou hodnotu m a urč́ı se minimálńı hodnota Reynold-

sova č́ısla. Hledaná výsledná kritická hodnota Reynoldsova č́ısla je rovna jednotlivým

minimálńım Reynoldsovým č́ısl̊um z jednotlivých m tj. Remin = Recr.

3.2 Dosavadńı znalosti a publikace

V následuj́ıćı kapitole je věnována pozornost předchoźım výsledk̊um studie lineárńıch a

nelineárńıch nestabilit v prouděńıch vyvolaných rotuj́ıćım a translačńım magnetickým

polem. Poněvadž se charakter prouděńı výrazně měńı v okamžiku, kdy se překroč́ı

určitá hranice kritického kriteriálńıho č́ısla, je tato studie velmi d̊uležitá pro vymezeńı

praktické aplikovatelnosti metod magnetického buzeńı v technologických procesech.

Zde již zmı́něné skutečnosti, že při překročeńı určité mezńı hodnoty kriteriálńıho č́ısla

se výrazně měńı charakter prouděńı, si již povšiml Richardson [2], který svoji prvotńı

studii zaměřil na rotuj́ıćı magnetické pole p̊usob́ıćı na elektricky vodivou tekutinu v
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nádobě o teoreticky nekonečné výšce. Snahy o přesněǰśı identifikaci kritických hodnot

prouděńı, při kterých se poprvé objevuj́ı nestability, přǐsly na řadu až později v rámci

praćı Kaisera a Benze [37], Marthyho a Martin Witkowskiho [29], Mößnera

a Gerbetha [31] a Grantse a Gerbetha [13]. Pro tyto zde zmı́něné studie je ty-

pické, že se autoři omezovali na myšlenku axisymetrického prouděńı a zjǐstěné výsledky

se vzájemně mı́rně lǐsily. Určeńı kritické hodnoty kriteriálńıho č́ısla, kritického módu

a eventuálńı frekvence vznikaj́ıćıch oscilaćı energie bylo uskutečněno v závislosti na

hustotě výpočetńı śıtě a velikosti nádoby dané poměrem pr̊uměru a výšky nádoby. S

pomoćı těchto vyjmenovaných studíı byly odhaleny oscilace prouděńı ve vertikálńım

směru, ovšem otázka existence nestabilit v azimutálńım směru a jejich úloha při vzniku

počátk̊u nestabilit v prouděńı z̊ustávala tak nezodpovězena. V práci Grantse a Ger-

betha [14] je řešena problematika komplexńıho 3d prouděńı. Nové źıskané hodnoty

mezńıho kriteriálńıho č́ısla, kritického módu, a frekvence amplitudy oscilaćı nestabi-

lit se odlǐsovaly od stejné studie uskutečněné za podmı́nek axisymetrického prouděńı.

Nicméně bylo zjǐstěno, že prvńı nestability, které se objevuj́ı v prouděńı, jsou spojeny s

oscilacemi azimutálńı rychlosti, které právě předchoźı studie nemohly ze své podstaty

identifikovat.

Všechny zde zmı́něné studie byly uskutečněny použit́ım numerických metod. V

publikaci Grantse a Gerbetha [15] je možné rovněž naj́ıt experimentálńı pozorováńı

vzniku nestabilit. Obecné poznatky o vzniku nestabilit rotuj́ıćıho prouděńı je možné

nalézt společně s teoríı v publikaci Gallaireho a Chomaze [8].

Na rozd́ıl od rotuj́ıćıho magnetického pole, je studie vzniku lineárńıch nestabi-

lit pro př́ıpad translačńıho magnetického pole mnohem chudš́ı. Doposud jsou známé

dvě významné práce, Grants a Gerbeth [16] a Gelfgat [40]. Prvńı studie byla

zaměřena na obecné určeńı kritických hodnot spojených se vznikem lineárńıch nesta-

bilit pro r̊uzné poměry pr̊uměru a výšky nádoby. Studie Gelfgata se zaměřuje na

doplňuj́ıćı studii pro analýzu lineárńıch nestabilit pro r̊uzné hodnoty vlnových č́ısel a

elektrické vodivosti materiálu. Jak demonstruj́ı jeho výsledky, kritické hodnoty para-

metr̊u lineárńıch nestabilit jsou rovněž podstatně ovlivněny těmito dvěma parametry

magnetického pole a materiálovou konstantou. Daľśı informace ohledně vzniku nesta-

bilit v př́ıpadě rotuj́ıćıho prouděńı lze také nalézt v literatuře Görtler [11] a Saric

[39].
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3.3 Popis numerického testu lineárńıch nestabilit

Většina publikaćı zabývaj́ıćıch se studíı lineárńıch nestabilit pomoćı numerické simulace

vycházej́ı z výsledk̊u, které byly źıskány pomoćı výpočetńıch programů postavených na

diskretizačńıch metodách vyšš́ıch řád̊u. Zpravidla se využ́ıvá řešeńı ve 2d, přičemž třet́ı

rozměr se poč́ıtá na základě Fourierovy transformace. Takto lze rozložit rychlostńı pole

na jednotlivé módy již během samotného výpočtu a poč́ıtat tak jen ty módy, které jsou

významné, tj. které jsou pro analýzu nestabilit d̊uležité. Tato metoda umožňuje nejen

sńıžit náročnost na výpočetńı čas, ale rovněž nab́ıźı mnoho daľśıch možnost́ı pro studii

lineárńıch nestabilit např. odděleńı závislosti jednotlivých mód̊u během výpočtu.

Studie prezentovaná v rámci této práce zde popsanou metodu neumožňuje, nýbrž

řeš́ı celé prouděńı jako skutečné 3d prouděńı se všemi módy zároveň. Nav́ıc diskre-

tizačńı metoda nab́ıźı maximálně přesnost druhého řádu. Tyto skutečnosti povedou k

praktickému závěru, že bude možné poč́ıtat pouze omezený počet př́ıpad̊u.

Matematický model použitý pro test lineárńıch nestabilit vycháźı z ustáleného

prouděńı definovaného rychlostńım polem u0. Pro definováńı ustáleného vyvinutého

prouděńı se použila dvě kritéria. Prvńı kritérium 3.7 je založeno na velmi malé změně ε1

v rychlostńım poli následného (n+1) a současného (n) časového kroku. Druhé kritérium

je založeno na velmi malé změně ε2 momentu rotace 3.8.

ε1 =

∣∣∣∣
un+1 − un

un

∣∣∣∣ (3.7)

ε2 =

∫

Ω

r · un+1
ϕ dΩ−

∫

Ω

r · un
ϕdΩ (3.8)

Po dosažeńı ustáleného vyvinutého prouděńı se zavede dodatečné rušeńı, bez kterého

by jinak rychlostńı pole z̊ustalo bez změny. Daľśı výpočet potom ukáže vývoj těchto

vzruch̊u v čase. Velikost rušivého rychlostńıho pole ur, které osciluje nepravidelně v

prostoru, je dáno náhodnou funkćı s definováńım maximálńı hodnoty ur = 0.1%u0.

Toto rušivé pole je v podstatě, co se týče vlivu na prouděńı, zanedbatelné, což lze

dokázat následuj́ıćım vysvětleńım.

Předpokládáme-li celkovou energii prouděńı dle vztahu 3.9, pak podobně můžeme

vyjádřit celkovou energii pro dodatečné rušivé rychlostńı pole vztahem 3.10.
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e0 =
1

2

∫

Ω

u2
0dΩ (3.9)

er =
1

2

∫

Ω

u2
rdΩ (3.10)

Vztah 3.10 lze dále upravit, jestliže se bude předpokládat, že maximálńı hodnota

rušivého rychlostńıho pole je dána 0.1%u0, takže lze vyjádřit maximálńı možnou hod-

notu energie rušivého rychlostńıho pole také dle vztahu 3.11.

er = 1× 10−6 1

2

∫

Ω

u2
0dΩ (3.11)

Kinetická energie nového rušivého rychlostńıho prouděńı je dána hodnotou er =

1× 10−6e0. Tato hodnota je velmi malá ke skutečné kinetické energii ustáleného rych-

lostńıho pole, ovšem jak ukážou výsledky numerické studie vzniku lineárńıch nestabilit

pro rotuj́ıćı a translačńı magnetické pole, vyvolaj́ı tyto malé změny energie velkou ode-

zvu v prouděńı, které lež́ı již v oblasti nestabilńıho režimu prouděńı. V př́ıpadě, že se

dosáhnout uspokojivé výsledky, je možné současně prokázat správnost diskretizace ne-

lineárńıho konvektivńıho členu Navier-Stokesových rovnic. Právě jakákoliv eventuálńı

chyba v implementaci nelineárńıho členu by měla hrozivý dopad na konečné výsledky.

K definici samotného testu lineárńıch nestabilit je nutné ještě zmı́nit zp̊usob vy-

hodnoceńı výsledk̊u. Všechny pr̊uběhy energíı v jednotlivých módech prouděńı jsou za-

neseny do grafu, přičemž znázorněné hodnoty energie E∗ jsou vztaženy na pr̊uměrnou

hodnotu energie v módu 0. T́ım je zaručena možnost vzájemného porovnáńı výsledk̊u.

Hodnoty rychlost́ı jsou vyjádřeny rovněž bezdimenzionálně dle vztahu u∗ = uR/ν, kde

R je poloměr nádoby, ν je kinetická viskozita tekutiny a u je skutečné rychlostńı pole.

3.4 Prouděńı vyvolané rotuj́ıćım magnetickým po-

lem

Test vzniku lineárńıch a nelineárńıch nestabilit byl uskutečněn na př́ıpadu prouděńı

generovaného rotuj́ıćım magnetickým polem. Výpočetńı nestrukturovaná śıt’ je tvořena
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elementy se 4 uzly (tetrahedral) s hustotou śıtě odpov́ıdaj́ıćı děleńı R/60. Na této rela-

tivně jemné śıti byla provedena studie vzniku nestabilit s ćılem určit kritickou hodnotu

Taylorova č́ısla, přislušný kriticky mód a frekvenci oscilaćı energie nebo rychlost́ı.

3.4.1 Velikost nádoby Z=1

Test vzniku nestabilit v prouděńı byl uskutečněn na velikosti nádoby Z = 1, pro kte-

rou jsou dostupné výsledky jiné numerické studie pocházej́ıćı z výpočt̊u realizovaných

přesněǰśımi metodami (spektrálńı metody s vysokým řádem interpolačńı funkce). Test

nestabilit byl realizován na 4 př́ıpadech Taylorova č́ısla Tm = 1.1×105, Tm = 1.2×105,

Tm = 1.25 × 105 a Tm = 1.3 × 105. Tyto hodnoty Taylorových č́ısel byly zvoleny s

ohledem na uskutečněnou studii stability prouděńı v př́ıpadě rotuj́ıćıho magnetického

pole (Grants a Gerbeth [14]). Na obrázku 3.4 jsou uvedeny vývoje energíı ve třech

základńıch módech pro r̊uznou hodnotu Taylorova č́ısla.

Mezi hodnotou Taylorova č́ısla Tm = 1.1× 105 a Tm = 1.2× 105 docháźı k velkému

skoku v hodnotách energíı až o dva řády u všech mód̊u m > 0. Daľśım zvýšeńım hod-

not Taylorova č́ısla až na hodnotu Tm = 1.3× 105 se již hodnoty energíı tak razantně

nezvyšuj́ı. Na základě těchto test̊u se dá odhadnout hodnota kritického Taylorova č́ısla

lež́ıćı přibližně kolem hodnoty Tm = 1.2 × 105. Dle dostupných výsledk̊u Grantse a

Gerbetha [14] je hodnota kritického Taylorova č́ısla přibližně Tm = 1.23 × 105. Od-

chylka zde prezentované studie tak čińı maximálně 2.5%. To je relativně dobrý výsledek

s ohledem na skutečnost, že použitá metoda konečných prvk̊u umožňuje dosáhnout

přesnost́ı maximálně druhého řádu.

Jak dále ukazuje obr. 3.4, pro př́ıpad prouděńı definovaného hodnotou Taylorova

č́ısla Tm = 1.1×105 je možné pozorovat v počátku vývoje nestabilit relativně pravidel-

nou oscilaci energie u módu 1 a 2. Po určité době se oscilace módu 2 ovšem utlumı́ a

dále převažuj́ı již pouze nepravidelné oscilace módu 1. Na vyšš́ıch hodnotách Taylorova

č́ısla se ukazuje rovněž počátečńı dominantńı postaveńı módu 2 z hlediska rozložeńı

energie a i zde později převládá mód 1. Na základě stejné studie Grantse a Gerbe-

tha [14] je mód 2 právě hledaným kritickým módem. V př́ıpadě zde uvedeného testu

ovšem tento mód je co do velikosti energie s pr̊uběhem času zcela potlačen daľśımi

módy. Ve stejném časovém okamžiku se objevuj́ı v rychlostńım poli náznaky existence

Taylor-Görtlerových v́ır̊u 5.1. Tyto skutečnosti vedou k závěru, že v př́ıpadě prouděńı

generovaného rotuj́ıćım magnetickým polem neńı možné pozorovat vznik lineárńıch ne-

stabilit nekonečně dlouho, nebot’ existence lineárńıch nestabilit se projevuje jen velmi
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Obrázek 3.4: Vývoj energie v módech m = 1, m = 2 a m = 3 pro r̊uzné hodnoty Taylorova
č́ısla Tm
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Obrázek 3.5: Vývoj energie v m = 0 pro r̊uzné hodnoty Taylorova č́ısla Tm
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krátce na počátku testu. Později se objevuj́ı pouze nelineárńı nestability, kdy docháźı

k nepravidelným oscilaćım energie všech zde pozorovaných mód̊u.

Na obrázku 3.5 je možné pozorovat časový vývoj energie pro hlavńı mód 0. V

př́ıpadě prouděńı definovaného hodnotou Taylorova č́ısla Tm = 1.1× 105 je amplituda

oscilaćı energie přibližně 0.02, zat́ımco při vyšš́ıch hodnotách Taylorova č́ısla jsou již

tyto hodnoty amplitud oscilaćı 0.1. I zde je patrný výrazný nár̊ustu energie při malé

změně hodnoty Taylorova č́ısla. Vznikaj́ıćı oscilace energie mód̊u 0 je nepravidelná ve

všech pozorovaných př́ıpadech Taylorova č́ısla.

3.5 Prouděńı vyvolané účinkem translačńıho mag-

netického pole

Test lineárńıch nestabilit v prouděńı vyvolaného translačńım magnetickým polem je

studováno pro velikost nádoby Z = H/2R = 1 a Z = H/2R = 0.5. Základńım ćılem je

opět nalézt kritickou hodnotu parametru Fcr, kritický mód mcr a kritickou frekvenci λcr

určuj́ıćıho kritického módu. Źıskané výsledky lze porovnat s výsledky publikovanými

v literatuře Grantse a Gerbetha [16] a Gelfgata [40]. Základńı studie lineárńıch

nestabilit je uskutečněna na velikosti nádoby Z = 1. Vliv studie śıtě na vznik nestabilit

včetně základńıho testu je uskutečněn na velikosti nádoby Z = 0.5.

3.5.1 Velikost nádoby Z=1

Základńı studie vývoje lineárńıch nestabilit je uskutečněna na velikosti nádoby Z =

H/2R = 1. Výpočetńı śıt’ je dána 4 uzlovými elementy (tetrahedral) s hustotou śıtě

odpov́ıdaj́ıćı rozděleńı R/30. Test lineárńıch nestabilit byl uskutečněn na třech r̊uzných

hodnotách kriteriálńıho č́ısla F = 1.1× 105, F = 1.2× 105 a F = 1.3× 105.

Obrázky 3.6 (a) ukazuj́ı časový vývoj energie v jednotlivých módech pro hodnotu

č́ısla F = 1.1× 105. Zřetelné oscilace energie, které se objevily ve všech módech těsně

po zavedeńı rušivých jev̊u do rychlostńıho pole, se postupně během časového vývoje

utlumily. Tento fakt ukazuje na skutečnost, že prouděńı definované parametrem F =

1.1 × 105 je stabilńı. V př́ıpadě, že se hodnota kriteriálńıho č́ısla zvýš́ı na hodnotu

F = 1.2× 105 vznikaj́ı opět oscilace v časovém vývoji energie.
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Obrázek 3.6: Lineárńı nestability v prouděńı definované r̊uznými hodnotami kriteriálńıho
č́ısla F

Obrázek 3.6 (b) ovšem ukazuje, že se oscilace energie v módu 3 neutlumı́, zat́ımco

ostatńı módy z̊ustávaj́ı stabilńı. Poněvadž se amplituda oscilaćı u módu 3 zvyšuje

velmi pomalu, lze odhadovat, že prouděńı dané F = 1.2 × 105 lež́ı velmi těsně na

hranici stability prouděńı. Jestliže se dále zvýš́ı hodnota kriteriálńıho č́ısla na hodnotu

F = 1.3× 105, amplituda oscilaćı energie prudce nar̊ustá na módu 3 a zároveň později

se objevuj́ı oscilace také u daľśıch mód̊u obr. 3.6 (c).
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Obrázek 3.7: Časový vývoj okamžité rychlosti pro r̊uzné hodnoty kriteriálńıho č́ısla.

Prudký nár̊ust amplitudy u módu 3, a rovněž tak u daľśıch mód̊u, potvrzuje, že

prouděńı definované hodnotou F = 1.3 × 105 lež́ı definitivně v oblasti nestabilńıho

prouděńı. Na základě obrázku 3.6 (b) lze odvodit, že kritická hodnota kriteriálńıho

č́ısla pro prouděńı vyvolané translačńım magnetickým polem lež́ı bĺızko hodnoty Fcr =

1.2×105. Kritickým módem je mód 3, kde se poprvé objevuje nár̊ust amplitudy oscilaćı

energie bez útlumu amplitudy. Frekvence oscilaćı je dle obrázku 3.6 (b) λi = 218. Tyto

zjǐstěné hodnoty jsou v dobré shodě s výsledky Grantse a Gerbetha[16], kteř́ı
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Obrázek 3.8: Rychlostńı pole pro F = 1.3× 105 v řezu r-r ve výšce z=0.546.

prezentovali výsledky Fcr = 1.204× 105, kritický mód 3 a kritickou frekvenci λi = 219.

Na obrázku 3.7 je časový vývoj okamžité rychlosti na pozici definované h = H/3

a r = 2R/3. Rovněž pr̊uběh rychlost́ı ukazuje vliv vznikaj́ıćıch nestabilit v prouděńı,

ovšem na základě časového vývoje neńı možné identifikovat kritický mód. Časový vývoj

rychlosti pro př́ıpad prouděńı s F = 1.1 × 105 ukazuje oscilaci rychlosti, která však

během výpočtu zeslábne. V př́ıpadě hodnoty F = 1.2 × 105 se amplituda oscilace

rychlosti slabě zvyšuje a tento pr̊uběh okamžité rychlosti ukazuje na zač́ınaj́ıćı nesta-
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bilńı prouděńı. Z daľśım zvýšeńım intenzity prouděńı na hodnotu kriteriálńıho č́ısla

F = 1.3 × 105 docháźı výraznému nár̊ustu amplitudy oscilace. Tento závěr dokazuje,

že vznik a vývoj nestabilit se projevuje rovněž v oscilaci časového pr̊uběhu okamžité

rychlosti.

Na obrázku 3.8 je znázorněna axiálńı složka rychlostńıho pole pro př́ıpad prouděńı

definovaného hodnotou F = 1.3× 105 (totéž vyhodnoceńı pro př́ıpad F = 1.2× 105 je

možné nalézt v př́ıloze na obr. 5.4). Okamžité hodnoty rychlost́ı a časově středované

hodnoty neodhaluj́ı př́ıtomnost kritického módu v prouděńı. Prostřednictv́ım obou

druh̊u rychlostńıch poĺı je možné stanovit fluktuačńı rychlostńı pole, které ukazuje

př́ıtomnost 3 maximálńıch a 3 minimálńıch hodnot rychlost́ı na určitém poloměru

válcové nádoby. Tato tři maxima nebo minima odpov́ıdaj́ı módu 3, který byl iden-

tifikován na základě Fourierovy transformace.

3.5.2 Velikost nádoby Z=0.5

Test lineárńıch nestabilit pro př́ıpad velikosti nádoby Z = 0.5 s hustotou výpočetńı śıtě

R/30. Obrázek 3.9 ukazuje vývoj energie v jednotlivých módech po zavedeńı rušivého

rychlostńıho pole pro F = 3.9×105. Jak je patrno z obrázku, všechny módy až na mód

4 jsou stabilńı, tj. neexistuje oscilace energie v těchto módech, na rozd́ıl od módu 4,

kde je patrná nejprve klesaj́ıćı a později rostoućı amplituda ocilaćı energie.

Dle studie uskutečněné na r̊uzných hodnotách kriteriálńıho kritického č́ısla se dá

prokázat, že existuje jeden dominantńı mód, kde se poprvé objevuj́ı nestability a v

př́ıpadě tohoto testu je to mód 4.

Daľśı studie je proto zaměřena pouze na mód 4, přičemž ćılem je nalézt kritic-

kou hodnotu kriteriálńıho č́ısla a identifikovat kritickou hodnotu frekvence těchto osci-

laćı. Na obrázku 3.10 jsou testovány př́ıpady prouděńı definované kriteriálńım č́ıslem

F = 3.8 × 105, F = 3.9 × 105 a F = 3.95 × 105 pro mód 4. Prouděńı definované

kriteriálńım č́ıslem o velikosti F = 3.8 × 105 vykazuje stabilitu módu 4 během celé

výpočetńı doby. Zpočátku vykazuje kritický mód oscilace energie, ovšem během ros-

toućıho výpočetńıho času tyto oscilace zcela vymiźı a mód 4 z̊ustává stabilńı obr. 3.10

(a). Prouděńı definované touto hodnotou lze tak považovat za stabilńı. Zvýšeńım hod-

noty č́ısla F na úroveň F = 3.9 × 105 a zavedeńım dodatečného rušivého jevu do

prouděńı se objevuj́ı oscilace opět na módu 4, které se zpočátku zeslabuj́ı, ale později

opět rostou obr. 3.10 (b). Tento stav vývoje energie ukazuje na režim prouděńı lež́ıćı v
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Obrázek 3.9: Analýza lineárńıch nestabilit pro F = 3.9× 105.

těsné bĺızkosti hranice lineárńı stability. Ostatńı módy z̊ustávaj́ı stabilńı po celou dobu

výpočetńıho času. Daľśım zvýšeńım č́ısla F na hodnoty F = 3.95×105 a po dodatečném

zavedeńı rušivého jevu od rychlostńıho pole z̊ustane mód 4 kritický se stále rostoućı

oscilaćı energie obr. 3.10 (c). Tyto oscilace se slabě přenáš́ı také na jiné módy než je

kritický. Tento jev je zřetelněǰśı s t́ım, jak se zvyšuj́ıćı hodnota F vzdaluje od kritické

hodnoty Fcr.

Uskutečněný test lineárńı stability prouděńı tak pomohl identifikovat kritickou hod-

notu Fcr = 3.9 × 105 s kritickým módem 4 a s kritickou frekvenćı λi = 619. Tyto

výsledky jsou v dobré shodě s výsledky Grantse a Gerbetha [16], kteř́ı nalezli kri-

tickou hodnotu Fcr = 3.9 × 105, kritický mód 4 s kritickou frekvenćı λi = 630. Rozd́ıl

ve frekvenci oscilace energie kritického módu 4 je pouze 1.7 %. Identifikace kritické

hranice kriteriálńıho č́ısla, kritického módu a frekvence oscilaćı pro velikost nádoby

definovanou poměrem Z = 0.5 poslouž́ı jako výchoźı bod pro následuj́ıćı studii śıtě.
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Obrázek 3.10: Analýza lineárńıch nestabilit v módu 4.
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3.5.3 Test hustoty śıtě

Vznik a vývoj lineárńıch nestabilit může být také závislý na hustotě výpočetńı śıtě, a

proto následuj́ıćı obrázky 3.11 ukazuj́ı vznik a vývoj lineárńıch nestabilit v závislosti

na hustotě výpočetńı śıtě pro př́ıpad Fcr = 3.95 × 105. Tato studie śıtě je provedena

úmyslně na velikosti nádoby Z = 0.5, která vyžaduje o 50% méně výpočetńıch uzl̊u než

standardně použ́ıvaná velikost nádoby Z = 1 a tak lze v d̊usledku ušetřit výpočetńı

čas.
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Obrázek 3.11: Studie lineárńıch nestabilit v závislosti na hustotě śıtě.
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Jak ukazuj́ı obrázky 3.11, je vznik lineárńıch nestabilit závislý na hustotě výpočetńı

śıtě. V př́ıpadě śıtě s děleńım R/10 a R/15 je patrné, že vývoj energie ve všech

významných módech (1-5) z̊ustává stabilńı po dlouhou dobu výpočetńıho času a to

i navzdory dodatečnému rozrušeńı rychlostńıho pole na počátku studie. Jestliže tytéž

podmı́nky studie lineárńıch nestabilit jsou realizovány na výpočetńı śıti s vyšš́ı hus-

totou než R/20, vznikaj́ı po dodatečnému rozrušeńı rychlostńıho pole pozorovatelné

lineárńı nestability. Ty se projevuj́ı pouze v módu 4, zat́ımco ostatńı módy z̊ustávaj́ı

stabilńı. Z výše uvedené studie śıtě tak vyplývá podstatný závěr, že při podobných tes-

tech je nutné použ́ıt hustotu śıtě vyšš́ı než R/20, aby nedocházelo ke zkresleńı výsledk̊u

v d̊usledku nepřesnosti vznikaj́ıćı použit́ım př́ılǐs hrubé výpočetńı śıtě. Použije-li se śıt’ s

př́ılǐs hrubým děleńım, nebude možné správně identifikovat kritickou hranici odděluj́ıćı

stabilńı a již nestabilńı oblast prouděńı.



Kapitola 4

Simulace turbulentńıho prouděńı

S nár̊ustem intenzity magnetického pole se zvyšuje také intenzita účinku exterńıch sil

na vodivé tekutiny, která posouvá charakter magneticky buzeného prouděńı do ob-

lasti turbulentńıho režimu prouděńı. Uvažuje-li se p̊usobeńı rotuj́ıćıho magnetického

pole, vzniká tzv. hlavńı rotačńı pohyb tekutiny kolem vertikálńı osy rotace a slabš́ı

sekundárńı prouděńı v meridionálńım směru. Z pohledu celkové kinetické energie je

dominantńı rotuj́ıćı pohyb tekutiny, který je až 1000x intenzivněǰśı, než je sekundárńı

prouděńı. Bohužel je známo, že takovéto rotačńı prouděńı je zpravidla anizotropńı, což

z hlediska numerické simulace představuje problém pro mnoho běžně už́ıvaných turbu-

lentńıch model̊u. Klasické turbulentńı modely jako např. k − ε Standard, k − ω apod.

představuj́ı modely založené na lineárńı závislosti mezi turbulentńımi napět’ovými ten-

zory a turbulentńımi měř́ıtky (turbulentńı kinetická energie, specifická turbulentńı disi-

pace apod.). Právě tato lineárńı závislost představuje problém v př́ıpadě anizotropńıho

charakteru turbulentńıho prouděńı. Na druhé straně jsou tyto jednoduché modely pre-

ferovány s ohledem na svoji jednoduchou definici, snadnou implementaci, širokou apli-

kovatelnost a předevš́ım pro svoji výpočetńı nenáročnost. Ćılem následuj́ıćı kapitoly je

tak zodpovědět tyto zásadńı otázky.

• Jaké jsou současné poznatky v oblasti numerické simulace anizotropńıho turbu-

lentńıho prouděńı s ohledem na klasické turbulentńı modely?

• Jaký vliv na modelováńı turbulence má použit́ı jednoduchých turbulentńıch mo-

del̊u v př́ıpadě rotačńıho pohybu tekutiny?

• Lze obecně použ́ıt tyto jednoduché turbulentńı modely pro numerickou simulaci

problému magneticky buzeného rotačńıho pohybu tekutin a tak využ́ıt jejich jed-

44
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noduchosti i na problémy studie turbulentńıch tok̊u vznikaj́ıćıch rotuj́ıćım mag-

netickým polem?

V následuj́ıćıch podkapitolách je vypracován stručný přehled některých d̊uležitých

praćı zabývaj́ıćıch se t́ımto tématem. Rovněž je uskutečněna studie na konkrétńım

př́ıpadu rotačńıho pohybu tekutiny v d̊usledku p̊usobeńı rotuj́ıćıho magnetického pole

na tuto tekutinu. Výsledky numerické simulace źıskané prostřednictv́ım turbulentńıch

model̊u k−ε Standard, k−ω SST jsou porovnány s výsledky 3d DNS studie, u kterých

došlo k výrazné shodě s experimenty Stiller,Fraňa a Cramer [18] a Fraňa [21].

T́ımto zp̊usobem jsou otestovány tyto dva nejčastěji už́ıvané turbulentńı modely a jejich

závěry by měly dát odpověd’ na předešlé otázky. Souhrné výsledky této studie byly již

publikovány v Fraňa, Stiller a Grundmann [20]

4.1 Předchoźı studie a jejich závěry

Vliv anizotropie prouděńı v souvislosti s běžně použ́ıvanými turbulentńımi modely

(modely založené na lineárńı turbulentńı viskozitě) je studován v literatuře Jarkilice

[33], Yuana [35], Spezialeho [5] a Rubinsteina [32].

Již v definici jednoduchých turbulentńıch model̊u k−ε nebo k−ω je obsažena slabost

modelu ve smyslu simulace zakřivených či rotuj́ıćıch prouděńı, nebot’ žádná z rovnic

neobsahuje výrazy pro rotuj́ıćı pole. Přirozeně se sice částečně zahrne vliv zakřiveného

proudu do řešeńı prostřednictv́ım rychlostńıho a tlakového pole, ovšem tento vliv je

velmi slabý (Jarkilic [33]). Praktické numerické testy simulace tohoto druhu prouděńı

částečně potvrzuj́ı slabost těchto turbulentńıch model̊u Jarkilic [33], ovšem existuj́ı

i práce, kde tyto jednoduché turbulentńı modely dosáhly lepš́ıch výsledk̊u než jejich

složitěǰśı varianty Lai [41]. Tato skutečnost se vysvětluje existenćı v́ıce r̊uzných efekt̊u

v prouděńı, což pak přináš́ı nepřesnosti do řešeńı, které se ovšem mohou v konečné fázi

vykompenzovat.

Speziale [5] se věnoval testu turbulentńıch model̊u k−ε a jeho lineárńı a nelineárńı

varianty včetně RNG varianty. Studie se zaměřila na prouděńı složené ze smykového a

rotačńıho pohybu tekutiny. Obecně platil závěr, že RNG varianta dosáhla nejhorš́ıho

výsledku obzvláště pro prouděńı, kde převládl zřetelně rotuj́ıćı pohyb tekutiny na smy-

kovým pohybem. Klasický k−ε poskytl nejpřesněǰśı výsledky pro př́ıpad, kdy prouděńı
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bylo čistě rotačńı. Jakmile se v prouděńı objevuje také smykové prouděńı, přesnost

těchto model̊u se výrazně zhoršila.

V př́ıpadě silné anizotropie smykových napět́ı v prouděńı jsou mnohdy výsledky z

numerické simulace pomoćı nelineárńıch turbulentńıch model̊u k − ε a to s variantou

pro ńızká Re č́ısla a s r̊uznou metodou modelováńı stěnové mezńı vrstvy neuspokojivé

[35]. Velmi zaj́ımavé výsledky byly ovšem źıskány pomoćı URANS model̊u (Wegner

[3]), resp. turbulentńıch model̊u, kde turbulence je modelována, zat́ımco nestacionárńı

časově středované toky jsou poč́ıtány př́ımo. Tyto modely mohou mı́t velmi zaj́ımavou

aplikaci rovněž i na některé př́ıpady prouděńı v magnetohydrodynamice, nebot’ ne-

stacionárńı jevy jsou v prouděńı mnohdy významné. Všechny zde zmı́něné studie ne-

uvažovaly vznik Jouleovy turbulentńı disipace, která ovlivňuje turbulentńı transport

tepla a hmoty v prouděńı. Mnohem složitěǰśı modely založené na definici k−ε modelu,

které podchycuj́ı zde zmı́něný jev, lze nalézt v literatuře Widlunda [26]. V rámci zde

prezentované práce z̊ustanou tyto složitěǰśı turbulentńı modely pro svoji komplikova-

nou stavbu prozat́ım stranou, nebot’ pro praktické aplikace jsou jejich vlivy na konečné

výsledky zanedbatelné.

Většina dosavadńıch test̊u věnovala velkou pozornost předevš́ım skupině k− ε mo-

del̊u, zat́ımco k − ω modely nebyly dosud podrobně studovány. V rámci následuj́ıćı

kapitoly je uskutečněna srovnávaćı studie, která zahrnuje nejčastěji už́ıvané varianty

obou skupin turbulentńıch model̊u k − ε Standard a k − ω SST. Tyto dva modely

byly preferovány s ohledem na výše zmı́něnou diskuzi a jejich použit́ı bylo již částečně

uskutečněno v Fraňa [21].

4.2 Teorie turbulentńıch model̊u

Dvourovnicové turbulentńı modely jsou založeny na dvou transportńıch rovnićıch, ze

kterých se poč́ıtaj́ı př́ımo měř́ıtka turbulentńı rychlosti a délky v prouděńı. Doposud

existuje velká řada r̊uzných variaćı, přičemž nejčastěǰśı kombinace představuje trans-

portńı rovnice pro turbulentńı kinetickou energii pro měř́ıtko turbulentńı rychlosti.

Délkové měř́ıtko je dáno transportńı rovnićı pro turbulentńı disipaci energie ε (model

k − ε) a nebo pro disipaci na jednotku turbulentńı kinetické energie ω (k − ω).

Transportńı rovnice pro turbulentńı kinetickou energii pro modely k − ε a k − ω je

dána rovnićı 4.1.
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Dk

Dt
= P − ε +D (4.1)

Na pravé straně rovnice 4.1 představuje prvńı výraz transport turbulentńı kine-

tické energie k prostřednictv́ım turbulentńı produkce, ε je množstv́ı izotropńı turbu-

lentńı disipace a D představuje kombinovaný efekt turbulentńıho transportu a viskozńı

difuzivity.

P = −uiuj
∂Ui

∂xj

(4.2)

Turbulentńı produkce je dána vztahem 4.2, kde uiuj vyjadřuje tenzor Reynoldsova

napět́ı. Rovnice 4.3 rozepisuje výraz pro př́ıspěvek viskozńı difuzivity a turbulentńıho

transportu.

D =
∂

∂xj

[(
ν +

νt

σk

)
∂k

∂xj

]
(4.3)

V rovnici 4.3 představuje koeficient σk efektivńı Prandtlovo č́ıslo pro difuzi, který

je př́ıpadě nestlačitelné tekutiny konstantou. V př́ıpadě modelu k − ε je σk = 1 a pro

model k − ω je σk = 2.

Dodnes existuje široká řada variaćı model̊u k − ε, které se lǐśı předevš́ım v trans-

portńı rovnici pro isotropńı disipaci ε. Nejznáměǰśı a také nejuž́ıvaněǰśı je p̊uvodńı

verze transportńı rovnice odvozena Jonesem (1972) [38] a Launderem (1974) [4]. Na

základě této rovnice pak vesměs byly odvozeny daľśı variace modelu.

Dε

Dt
=

ε

k
(Cε1P − Cε2ε) +

∂

∂xk

[(
ν +

νt

σε

)
∂ε

∂xk

]
(4.4)

Rovněž pro transportńı rovnici 4.4 existuj́ı doplňuj́ıćı vztahy a konstanty, kde kon-

stanta Cε1 ≈ 1.45 vyjadřuje hodnotu pocházej́ıćı z kalibrace pro homogenńı smykové

prouděńı a Cε2 ≈ 1.90 je odvozena od rozkládáńı homogenńı izotropńı turbulence.

Koeficient σε je dán vztahem 4.5.
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σε =
κ2

√
Cµ (Cε2 − Cε1)

(4.5)

Turbulentńı v́ırová viskozita se stanov́ı dle vztahu 4.6 na základě turbulentńı kine-

tické energie k a izotropńı disipace ε, které byly vypočteny na základě transportńıch

rovnic.

νt = Cµ
k2

ε
(4.6)

Ve vztahu 4.6 je konstanta Cµ ≈ 0.09. Na základě vztahu 4.6 se spoč́ıtá turbulentńı

v́ırová viskozita, která obsahuje informace o vlivu turbulence na prouděńı. Vliv se

projev́ı prostřednictv́ım viskozity, která se spolu s molekulárńı viskozitou přič́ıtá k

výrazu třećıch sil v Navierov-Stokesově rovnici.

Numerická simulace turbulentńıch tok̊u, kde se objevuje např. separace prouděńı

se zpětným proudem je mnohdy kritickým bodem model̊u k− ε. Ze snahy nalézt nové

modely, které by umožňovaly přesněji řešit tyto problémy, vznikl model k − ω SST

Menter [30]. Výrazným znakem tohoto modelu je použit́ı dvou r̊uzných dvourovni-

cových turbulentńıch model̊u. Pro oblasti v bĺızkosti pevných stěn se použije originálńı

varianta modelu k− ω Wilcox [6] a v oblasti mimo pevné stěny či ve volném proudu

se použije model k − ε Standard. Tento nový model má stejnou formulaci transportńı

rovnice pro popis transportu turbulentńı kinetické energie a lǐśı se pouze novou formou

rovnice pro transport specifické disipace k − ω, která je definovaná ve vztahu 4.7.

Dω

Dt
=

γ

νt

P − βω2 +
∂

∂xk

[(
ν +

νt

σω

)
∂ω

∂xk

]
+ 2

1− F1

σω2ω

∂k

∂xk

∂ω

∂xk

(4.7)

V transportńı rovnici 4.7 se objevuje velmi d̊uležitý parametr F1, který rozhoduje o

tom, jaký typ modelu se bude pro danou oblast uplatňovat. Tento parametr je definován

vztahem 4.8,

F1 = tanh(Γ2) (4.8)

kde
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Γ = min

[
max

( √
k

Cµωd

;
500ν

ωd2

)
;

4σω2k

CDkωd2

]
(4.9)

Ve vztahu 4.9 je CDkω difuzńı člen. Parametr F1 může dosáhnout bud’ hodnoty 1

a pak se uplatńı při výpočtu model k − ω nebo hodnoty 0 a pak se pro danou oblast

použije model k − ε.

Transportńı rovnice 4.7 muśı být rovněž doplněna daľśımi vztahy a konstantami,

které uzav́ıraj́ı tuto transportńı rovnici. Některé konstanty jako např. σk,σω,β a γ jsou

odvozeny dle vztahu 4.10.

(σk, sigmaω, β, γ) = F1 (σk1, σω1, β1, γ1) + (1− F1) (σk2, σω2, β2, γ2) (4.10)

Velmi d̊uležitou vlastnost́ı SST modelu je modifikace turbulentńı v́ırové viskozity

takovým zp̊usobem, aby odrážela schopnost zahrnout do výpočtu rovněž přechodové

jevy prouděńı. Na základě těchto vlastnost́ı je definice turbulentńı v́ırové viskozity

mnohem složitěǰśı v porovnáńı k model̊um k − ε, jej́ı definice je dána vztahem 4.11,

νt =
2b12k

max

(
2b12ω;

√(
1
2

(
∂Ui

∂xj
− ∂Uj

∂xi

)(
∂Ui

∂xj
− ∂Uj

∂xi

))
F2

) (4.11)

kde b12 = 0.155 je koeficient anizotropie smykového napět́ı. Parametr F2 je dán dle

vztahu 4.12.

F2 = tanh
(
Γ2

2

)
(4.12)

a funkce Γ2 je definována dle vztahu 4.13.

Γ2 = max

(
2
√

k

Cµωd
;
500ν

ωd2

)
(4.13)
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Daľśı nutné doplňuj́ıćı koeficienty a vztahy potřebné pro řešeńı transportńı rovnice

4.7 jsou definovány: σk1 = 1.17647, σω1 = 2, β1 = 0.075, σk2 = 1, σω2 = 1.16822 a

β2 = 0.0828. Parameter γ1 je dále dán vztahem 4.14.

γ1 =
β1

Cµ

− κ2

(
σω1

√
Cmu

) (4.14)

Parameter γ2 je dán velmi podobným vztahem jako 4.14.

γ2 =
β2

Cµ

− κ2

(
σω2

√
Cmu

) (4.15)

Konstanty σω1, β1 a γ1 jsou stejně definované jako v originálńım modelu k − ω

(Wilcox [6]). Konstanty σk2,σω2, β2 a γ2 jsou stejné jako u modelu k − ε.

σk2 = σk (4.16)

σω2 = σε (4.17)

β2 = Cµ (Cε2 − 1) (4.18)

γ2 = Cε1 − 1 (4.19)

V modelu k−ω SST jsou použity koeficienty od autor̊u Launder-Sharma (1974),

jejichž hodnoty jsou: Cµ = 0.09, Cε1 = 1.44, Cε2 = 1.92, κ = 0.41, a σk = 1.

Pro př́ıpady prouděńı o nižš́ıch Reynoldsových č́ıslech nab́ıźı model k − ω SST

mnohem lepš́ı výsledky než samotný model k−ε, nebot’ SST model využ́ıvá faktu, že v

oblasti v bĺızkosti pevné stěny zp̊usobuje model k−ε velké problémy, a proto je v modelu

SST nahrazen modelem k−ω. V technické praxi se stal model k−ω SST velmi obĺıbený z

d̊uvodu své široké aplikovatelnosti na r̊uzné problémy prouděńı včetně separace proud̊u

a možnosti zohlednit i vznik slabš́ıho zpětného prouděńı. Rovněž možnost uvažováńı

jev̊u spojených s přechodem prouděńı do turbulentńı oblasti zvýšilo prestiž tohoto

turbulentńıho modelu.
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4.3 Prouděńı vyvolané rotuj́ıćım magnetickým po-

lem

Porovnávaćı studie turbulentńıch model̊u zahrnuje hodnoceńı časově středovaných rych-

lost́ı, normálových složek Reynoldsova napět́ı a turbulentńı kinetické energie. K vy-

hodnoceńı se už́ıvá bezdimenzionálńı vyjádřeńı pro rychlosti, Reynoldsovo napět́ı a

turbulentńı kinetickou energii.

4.3.1 Definice bezrozměrných veličin

Bezrozměrné veličiny a parametry jsou použity pro porovnávaćı studii výsledk̊u z tur-

bulentńıch model̊u. Délkové rozměry jako je poloměr nádoby R a výška nádoby H jsou

definovány v bezrozměrné formě ve vztahu 4.20.

r∗ =
r

R
, z∗ =

z

H
(4.20)

Časově středovaná rychlost vyjádřená v bezdimenzionálńı formě je uvedena ve

vztahu 4.21, kde ν je kinetická viskozita tekutiny.

u∗ =
uR

ν
(4.21)

Rovněž normálové složky Reynoldsova napět́ı a kinetická energie jsou vyjádřeny v

bezdimenzionálńı formě dle vztahu 4.22.

< u′iu
′
i >∗=

< u′iu
′
i > R2

ν2
, k′∗ =

k′R2

ν2
(4.22)

4.3.2 Výpočetńı śıt’

Výpočetńı śıt’ 3d DNS studie obsahuje 9.7× 106 výpočetńıch element̊u, přičemž śıt’ je

zjemněna na okraji pevných stěn tak, aby jej́ı hustota byla R/120 a uvnitř nádoby
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je hustota śıtě zhruba R/60. Nerovnoměrnou výpočetńı śıt́ı se tak dosáhlo velkého

rozlǐseńı předevš́ım na stěnách nádoby, kde se objevuj́ı nejvýrazněǰśı gradienty rychlost́ı.

Výpočetńı śıt’ 2d studie je založena na axisymetrické úloze, takže śıt’ obsahuje pouze

3×104 element̊u s odpov́ıdaj́ıćı hustotou śıtě R/100 v rámci celého výpočetńıho objemu.

4.3.3 Časově středované rychlostńı pole

V oblasti ustáleného vyvinutého prouděńı statisticky vyhodnocuje časově zpr̊uměrované

rychlostńı pole pro azimutálńı, radiálńı a axiálńı složky rychlosti. V př́ıloze jsou zob-

razeny rychlostńı pole v řezech válcovou nádobou 5.5, 5.6 a 5.7. Obr. 4.1 zobrazuje

azimutálńı složku časově středované rychlosti pro DNS 3d a turbulentńı modely k − ε

Standard a k − ω SST. Hodnoty rychlostńıho pole jsou v bezdimenzionálńım tvaru a

legenda k hodnotám je vypracována společně pro všechny řešené př́ıpady. Azimutálńı

složka rychlosti představuje rotuj́ıćı prouděńı, přičemž z hlediska kinetické energie je

toto prouděńı asi 1000x intenzivněǰśı, než je tomu u zbylých dvou složek. Z tohoto

d̊uvodu je právě porovnáńı azimutálńı složky rychlosti podstatné. Na prvńı pohled

je patrné, že výsledky k − ω modelu jsou nejbĺıže k výsledk̊um 3d DNS studie. V

obou př́ıpadech se objevuje nesouměrnost izočar rychlost́ı souvisej́ıćı s časovými efekty,

které i po dlouhé době časového pr̊uměrováńı z̊ustávaj́ı patrny v rychlostńıch poĺıch.

Azimutálńı rychlostńı pole źıskané prostřednictv́ım modelu k − ε Standard vykazuje

osovou symetrii, přičemž hodnoty azimutálńı rychlosti jsou výrazně menš́ı než je tomu

u 3d DNS a nebo k − ω modelu.

Obrázky 4.2 a 4.3 zobrazuj́ı radiálńı a axiálńı složku rychlost́ı vyjadřuj́ıćı sekundárńı

prouděńı tekutiny. V obou př́ıpadech je patrná dobrá shoda v rozložeńı rychlostńıch

poĺı mezi turbulentńımi modely a 3d DNS. V př́ıpadě k−ε Standard modelu bylo opět

źıskáno osově symetrické rozložeńı rychlosti. Jak ukazuj́ı výsledky 3d DNS a k − ω

modelu, je ve skutečnosti radiálńı a axiálńı rychlostńı pole nesymetrické. I v př́ıpadě

sekundárńıho prouděńı existuje stejný závěr, tj. že nejbĺıže ke skutečným výsledk̊um 3d

DNS řešeńı jsou výsledky źıskané pomoćı modelu k−ω. Hlavńı rozd́ıly mezi referenčńımi

hodnotami DNS řešeńı a turbulentńımi modely se objev́ı při srovnáńı maximálńıch

hodnot rychlost́ı.

V tabulce 4.1 jsou znázorněny maximálńı hodnoty hlavńıho azimutálńıho prouděńı
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Obrázek 4.1: Časově středovaná azimutálńı rychlost v r-z řezu.
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Obrázek 4.2: Časově středovaná radiálńı rychlost v r-z řezu.
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Obrázek 4.3: Časově středovaná axiálńı rychlost v r-z řezu.

a slabš́ıho sekundárńıho prouděńı. Maximálńı hodnoty azimutálńıho prouděńı se lǐśı v

př́ıpadě modelu k− ω o 6 %, zat́ımco u modelu k− ε Standard je to 25 %. Při vyhod-

noceńı sekundárńıho prouděńı dosáhnou rozd́ıly v maximálńıch hodnotách v př́ıpadě

modelu k − ω 15 % a modelu k − ε Standard 35 %.

Case |max < uϕ > | |max(
√

< ur >2 + < uz >2)|
3d DNS 1981.7 843.4

k-ε Standard 1474.7 547.7

k-ω SST 1863.4 715.6

Tabulka 4.1: Maximálńı hodnoty rychlost́ı

Rychlostńı pole daná obrázky 4.1, 4.2 a 4.3 poskytuj́ı globálńı náhled, zat́ımco u

obrázk̊u 4.4 a 4.5 se jedná o porovnáńı rychlostńıch profil̊u vyhodnocených v rovině ve

výšce h = H/3 a h = H/20.

Porovnáńım rychlostńıch profil̊u pro azimutálńı složku (Obr,. 4.4a a 4.5a) je možné

pozorovat, že turbulentńı model k− ω SST poskytuje velmi podobný pr̊uběh rychlosti

jako u 3d DNS, ovšem hodnoty rychlost́ı jsou nepatrně menš́ı. Na druhé straně u



Prouděńı vyvolané rotuj́ıćım magnetickým polem 55

r*

u*

0 0.25 0.5 0.75 1
0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

2000

3d DNS
k- standard
k- SSTω

ε

ϕ

(a) azimutálńı složka
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Obrázek 4.4: Rychlostńı profily časově středovaných rychlost́ı vyhodnocených na rovině
umı́stěné ve výšce h = H/3.

modelu k − ε Standard jsou rychlostńı profily pro obě pozice vyhodnocováńı výrazně

odlǐsné. Poněvadž drtivý pod́ıl kinetické energie je soustředěn v azimutálńı rychlosti,

jsou závěry źıskané porovnáńım azimutálńı složky rychlosti nejpodstatněǰśı pro tuto

studii prouděńı. Pro doplněńı je zde uvedeno srovnáńı rychlostńıch profil̊u radiálńı a

axiálńı rychlosti rovněž pro stejné pozice (Obr. 4.4b,c a 4.5b,c). I v tomto př́ıpadě plat́ı,

že k − ω SST poskytuje nejbližš́ı výsledky k 3d DNS studii, i když i zde jsou patrné

menš́ı rozd́ıly, které se nejv́ıce projevuj́ı v radiálńı složce časově středované rychlosti.
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Obrázek 4.5: Rychlostńı profily časově středovaných rychlost́ı vyhodnocených na rovině
umı́stěné ve výšce h = H/20.

4.3.4 Reynoldsovo napět́ı

Porovnáńım Reynoldsových napět́ı je možné vzájemně srovnat výsledky také z pohledu

turbulentńıch vlastnost́ı v proudu.

Studie 3d DNS nab́ıźı kompletńı tenzor Reynoldsova napět́ı τij = −uiuj, zat́ımco

klasický turbulentńı model k − ω SST definuje pouze normálové složky Reynoldsova
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Obrázek 4.6: Normálová složka Reynoldsova napět́ı ve vertikálńı rovině h=H/3.

napět́ı τii = −uiui. Model k−ε Standard neumožňuje stanovit hodnoty Reynoldsových

napět́ı. Z těchto d̊uvod̊u zahrnuje zde provedená porovnávaćı studie pouze výsledky

modelu k − ω SST a 3d DNS z pohledu normálových složek Reynoldsova napět́ı.

Profily normálové složky Reynoldsových napět́ı jsou vyhodnoceny na pozici h =

H/3 obr. 4.6 a h = H/20 obr. 4.7. Toto srovnáńı ukazuje podobný tvar pr̊uběhu napět́ı

u modelu k− ω a 3d DNS jak pro oblast v h = H/3, tak i pro oblast v bĺızkosti pevné

stěny h = H/20, ovšem hodnoty všech tř́ı normálových složek napět́ı jsou zřetelně

menš́ı u modelu k − ω. Tento rozd́ıl je mnohem výrazněǰśı v bĺızkosti pevné stěny
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Obrázek 4.7: Normálová složka Reynoldsova napět́ı ve vertikálńı rovině h=H/20.

(viz. obr. 4.7), kde se tak projevuje zřetelně rozd́ıl mezi přesnými 3d DNS výsledky a

turbulentńım modelem k − ω SST.

Na prvńı pohled je zřetelný ještě jeden viditelný jev a to, že v ose rotace jsou

složky napět́ı nenulové v př́ıpadě 3d DNS výpočt̊u. Tyto nenulové hodnoty napět́ı

lze vysvětlit částečně existuj́ıćım tokem tekutiny středem osy nádoby, ale také jako

d̊usledek interpolace výsledk̊u v bĺızkosti osy nádoby. Na druhou stranu v př́ıpadě 2d

úlohy se předpokládá absolutńı osová symetrie prouděńı a tud́ıž rychlosti toku tekutiny

v bodech lež́ıćıch na ose nádoby muśı mı́t nulovou hodnotu.
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4.3.5 Turbulentńı kinetická energie

K porovnávaćı studii turbulentńıch model̊u je možné použ́ıt také turbulentńı kinetickou

energii k. Rozložeńı turbulentńı kinetické energie ve válcové nádobě je zobrazeno na

obr. 5.8 v př́ıloze. Na rozd́ıl od Reynoldsových napět́ı je možné vyhodnotit tuto veličinu

rovněž pro model k − ε Standard. Profily turbulentńı kinetické energie jsou zobrazeny

pro pozici h = H/3 a h = H/20 na obr. 4.8a, a b.
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Obrázek 4.8: Turbulentńı kinetická energie v rovině h=H/3 a h=H/20.

Výsledky pr̊uběhu turbulentńı kinetické energie k−ω jsou velmi podobné s výsledky

3d DNS, zat́ımco výsledky modelu k − ε Standard ukazuj́ı velké rozd́ıly v porovnáńı s

3d DNS. Hodnoty turbulentńı kinetické energie u modelu k− ε Standard jsou výrazně

vyšš́ı, obzvláště v bĺızkosti pevné stěny, což se projev́ı u vertikálńı stěny (obr. 4.8a)

nebo při vyhodnoceńı turbulentńı kinetické energie v bĺızkosti dna nebo v́ıka nádoby

(obr. 4.8b), kde se nav́ıc výrazně vyšš́ı hodnoty projevuj́ı v celém pr̊uběhu. Srovnatelné

hodnoty lze źıskat pomoćı modelu k−ω SST, i když i zde jsou hodnoty pr̊uběhu energie

menš́ı než je tomu u výsledk̊u 3d DNS, stejně jako se to projevilo u normálových složek

Reynoldsových napět́ı.
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4.3.6 Globálńı zhodnoceńı model̊u

Porovnáńım rychlostńıch časově středovaných poĺı, Reynoldsových napět́ı a turbulentńı

kinetické energie vyplývá, že turbulentńı model k−ε Standard neńı vhodný pro simulaci

turbulentńıho prouděńı rotuj́ıćıho rychlostńıho pole, což je v souladu s výsledky Jarki-

lice [?]. Tento neúspěch turbulentńıho modelu lze částečně vysvětlit nestacionárńımi

přechodovými jevy, které se vyskytuj́ı v režimu prouděńı o nižš́ı hodnotě Reynold-

sova č́ısla. Naopak turbulentńı model k − ω SST je mnohem vhodněǰśı pro takovýto

režim, a proto se potvrdil předpoklad, že takto źıskané výsledky budou správněji od-

pov́ıdat skutečnosti. Z hlediska nestacionárńıch jev̊u spojených s Taylor-Görtlerovými

v́ıry [25], ale i z hlediska turbulentńıch vlastnost́ı jsou výsledky přesné 3d DNS studie a

turbulentńıho modelu k−ω SST velmi podobné. Z tohoto d̊uvodu je možné považovat

turbulentńı model k−ω SST jako velmi vhodný pro tyto typy úloh vyznačuj́ıćı se nižš́ı

hodnotou Reynoldsova č́ısla. V př́ıpadě prouděńı, kde Reynoldsovo č́ıslo bude výrazně

vyšš́ı, lze předpokládat, že i výsledky a závěry této práce by mohly doznat výrazněǰśıch

změn.



Kapitola 5

Závěr

V rámci předložené práce byla zpracována problematika numerické simulace prouděńı

generovaného prostřednictv́ım účinku magnetického pole v uzavřené válcové nádobě

konečných rozměr̊u. Numerická studie magneticky vyvolaných tok̊u byla uskutečněna

jednak vlastńım výpočetńım programem, jehož popis lze nalézt v práci Fraňa [21] a

dále v menš́ı mı́̌re rovněž v komerčńım programu FLUENT. Obsah práce byl rozdělen

do 3 relativně samostatných kapitol.

V prvńı části práce byl formulován matematický model pro definici účinku ro-

tuj́ıćıho a translačńıho magnetického pole na vodivé tekutiny, který byl v př́ıpadě

translačńıho magnetického pole dále testován. Výsledky této studie byly úspěšně po-

rovnány s výsledky v dostupné literatuře. Součást́ı této kapitoly je také prezentace

výsledk̊u rychlostńıho pole, které je buzeno účinkem translačńıho magnetického pole.

Druhá část práce byla věnována vzniku lineárńıch nestabilit v prouděńı, které byly

analyzovány prostřednictv́ım řešeńı Navier-Stokesových rovnic. V př́ıpadě prouděńı

vyvolaného translačńım magnetickým polem bylo možné identifikovat kritickou hod-

notu kriteriálńıho č́ısla, kritický mód a frekvenci amplitudy oscilaćı pro dvě r̊uzné ve-

likosti nádoby. Źıskané výsledky jsou ve velmi dobré shodě s výsledky źıskané z teorie

lineárńıch nestabilit a dostupné literatury. Analýza prouděńı v př́ıpadě rotuj́ıćıho mag-

netického pole byla rovněž úspěšná. Nav́ıc výsledky přinesly zaj́ımavé zjǐstěńı. Již na

hranici stability prouděńı je možné jen velmi krátce pozorovat nestabilitu lineárńıho

typu, nebot’ za velmi krátký časový okamžik vznikaj́ı Taylor-Görtlerovy v́ıry, které

výrazně dále měńı charakter prouděńı. Důsledkem jejich vzniku v prouděńı jsou os-

cilace kinetické energie ve všech pozorovaných módech, přičemž intenzita kinetické

energie je zhruba stejná pro všechny pozorované módy vyjma nultého módu. Závěrem
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této úspěšné analýzy je nalezeńı relativně přesných kritických hodnot kriteriálńıch č́ısel,

které odděluj́ı stabilńı prouděńı (d̊uležité pro praktické použit́ı ve skutečných technolo-

gických procesech) a nestabilńı oblasti (neńı možné dále využ́ıt tak snadno magnetické

účinky v praktické aplikaci). Nav́ıc úspěšným nalezeńım relativně přesných kritických

hodnot bylo možné prokázat správnost implementace nelineárńıho konvektivńıho členu

v Navier-Stokesově rovnici ve vlastńım výpočetńım kódu.

Třet́ı a posledńı část práce se zabývá detailněǰśı studíı turbulentńıho prouděńı

v př́ıpadě rotuj́ıćıho magnetického pole modelovaného pomoćı turbulentńıch model̊u

k − ε Standard a k − ω SST. Ze závěr̊u studie vyplynulo, že nejvhodněǰśı turbulentńı

model z klasických dvourovnicových turbulentńıch model̊u je k − ω SST. Úspěšnost

tohoto modelu oproti klasickému k − ε Standard lze vysvětlit mimo jiné také t́ım,

že zde uvažovaný test prouděńı je uskutečněn pro středńı hodnoty velikost́ı Reynold-

sových č́ısel a tud́ıž se jedná o nevyvinuté turbulentńı prouděńı pravděpodobně také

částečně doprovázené jevy z přechodového režimu. Právě pro tento režim prouděńı je

model k − ω vhodněǰśı, nebot’ ve své definici uvažuje s existenćı přechodových jev̊u v

prouděńı. Na druhé straně je klasický k − ε Standard vhodný pro př́ıpady vyvinutého

turbulentńıho prouděńı. Vzhledem k tomu, že klasické dvourovnicové turbulentńı mo-

dely s lineárńı v́ırovou viskozitou jsou nejrozš́ı̌reněǰśı metody simulace turbulentńıho

prouděńı v pr̊umyslu, má tato studie potvrdit možnost použit́ı tohoto jednodušš́ıho

modelu pro složitěǰśı výpočty podobného charakteru. Nutné je však poznamenat, že

rotuj́ıćı prouděńı je v́ıce či měně anizotropńı a tud́ıž všechny zde testované klasické

modely turbulence ovšem předpokládaj́ı izotropńı turbulentńı prouděńı. Skutečný vliv

anizotropie na konečné výsledky a rovněž možnost či nemožnost použ́ıt obecně tyto

jednodušš́ı modely pro takovýto druh prouděńı je tématem mnoha praćı a výsledky

nejsou doposud tak jednoznačné.

V současné době pokračuje práce směrem ve vývoji programu pro možnost simulace

magneticky buzeného prouděńı za účinku několika druh̊u magnetických poĺı současně.

Zároveň se připravuje i nová verze výpočetńıho programu, který by měl umožnit nume-

rickou simulaci také pro neizotermńı prouděńı, ovšem validace výpočetńıho kódu ještě

neńı ukončena. Vedle toho prob́ıhaj́ı daľśı výpočty, které vedou k vybudováńı DNS

databáze výsledk̊u, která by byla k dispozici ve vhodné formě pro statistické metody

zpracováńı dat turbulentńıch tok̊u.

Předložená práce v neposledńı řadě přispěla k rozvoji oblasti magnetohydrodyna-

miky jak z věděckého tak i praktického pohledu. Źıskané výsledky maj́ı rovněž význam

pro výuku Mechaniky tekutin a předevš́ım pak pro specializované předměty jako např.

Numerické metody a Přenos tepla a hmoty.
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J. Stiller, A. Cramer, K. Fraňa, K. Varshney Stirring with rotating mag-

netic fields - numerical and experimental results. FLOWCOMAG Dresden, April 1-2,

2004
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Obrázek 5.1: Vizualizace Taylor-Görtlerových v́ırových struktur v magnetohydrodyna-
mických toćıch, které jsou generované rotuj́ıćım magnetickým polem (RMP). Znázorněný
př́ıpad odpov́ıdá velikosti kriteriálńıho Taylorova č́ısla Ta = 3 × 105. Orientace struktur je
znázorněna barevným odst́ınem. Identifikace struktur je založena na fluktuačńım rychlostńım
poli (detaily v literatuře Fraňa, Stiller a Grundmann, JOV, 2005)
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(a)

(b) (c)

Obrázek 5.2: Azimutálńı složka okamžitého a časově středovaného rychlostńıho pole gene-
rovaného rotuj́ıćım magnetickým polem (RMP) na kriteriálńım č́ısle Ta = 3× 105. Barevné
označeńı zastupuje stupnici bezdimenzionálńı rychlosti v rozmeźı hodnot 0 a 1. Znázorněńı:
(a) okamžité rychlostńı pole v horizontálńıch řezech, (b) okamžité rychlostńı pole ve ver-
tikálńım řezu umı́stěném na ose rotace válcové nádoby a (c) časově středované rychlostńı
pole a znázorněńı sekundárńıho prouděńı pomoćı vektorového pole.
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Obrázek 5.3: Okamžité rychlostńı pole indukované translačńım magnetickým polem (TMP)
a jeho vývoj vzhledem k rostoućı hodnotě kriteriálńıho č́ısla F resp. intenzity magnetického
pole. Vertikálńı řez je veden osou válcové nádoby. Hodnoty okamžitého rychlostńıho pole jsou
vyjádřeny v bezdimenzionálńı formě odpov́ıdaj́ıćı barevné stupnici.
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Obrázek 5.4: Výsledky rychlostńıch poĺı pro př́ıpad hodnoty kriteriálńıho parametru F=1.2×
104 ve vertikálńım řezu umı́stěném v prvńı 1/2 výšky nádoby. Rychlostńı pole jsou vyjádřena
v bezdimenzionálńı formě: (a) okamžité rychlostńı pole, (b) časově středované rychlostńı pole
a (c) fluktuačńı rychlostńı pole



Grafická př́ıloha 74
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Obrázek 5.5: Azimutálńı složka Reynoldsova napět́ı v bezdimenzionálńım měř́ıtku. Testovaćı
úloha často použ́ıvaných turbulentńıch model̊u a porovnáńı výsledk̊u s reálnou skutečnost́ı v
3d DNS.
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Obrázek 5.6: Radiálńı složka Reynoldsova napět́ı v bezdimenzionálńım měř́ıtku. Testovaćı
úloha často použ́ıvaných turbulentńıch model̊u a porovnáńı výsledk̊u s reálnou skutečnost́ı v
3d DNS.
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Obrázek 5.7: Axiálńı složka Reynoldsova napět́ı v bezdimenzionálńım měř́ıtku. Testovaćı
úloha často použ́ıvaných turbulentńıch model̊u a porovnáńı výsledk̊u s reálnou skutečnost́ı v
3d DNS.



Grafická př́ıloha 77

r*

z*

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25
-1

-0.75

-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0.75

1
50000
47000
44000
41000
38000
35000
32000
29000
26000
23000
20000
17000
14000
11000
8000
5000

3d DNS

r*
z*

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25
-1

-0.75

-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0.75

1
50000
47000
44000
41000
38000
35000
32000
29000
26000
23000
20000
17000
14000
11000
8000
5000

2d DNS

r*

z*

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25
-1

-0.75

-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0.75

1 70000
65800
61600
57400
53200
49000
44800
40600
36400
32200
28000
23800
19600
15400
11200
7000

k-ω SST

r*

z*

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25
-1

-0.75

-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0.75

1
16 50000
15 47000
14 44000
13 41000
12 38000
11 35000
10 32000
9 29000
8 26000
7 23000
6 20000
5 17000
4 14000
3 11000
2 8000
1 5000

k-ω SST

Obrázek 5.8: Turbulentńı kinetická energie v bezdimenzionálńım měř́ıtku. Testovaćı úloha
často použ́ıvaných turbulentńıch model̊u a porovnáńı výsledk̊u s reálnou skutečnost́ı v 3d
DNS.
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