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Anotace

Bakalaiska prace se vénuje webovym strankam, které budou slouzit pifi vyuce
diferencialniho a integralniho poctu na sttednich Skoldch. Webové stranky jsem vytvofil
pomoci informaci ziskanych z odborné literatury, vlastnich informaci a dostupnych

existujicich odbornych materialt.

Webové stranky jsou rozdéleny na tfi ¢asti: diferencidlni pocet, integralni pocet

a test.

Prvni ¢ast o diferencidlnim poctu je rozdélena do tii kapitol, které se zabyvaji
spojitosti funkce, limitou funkce a nakonec samotnou derivaci funkce. VSechny kapitoly
obsahuji teorii a jsou doplnény ndzornymi grafy a piiklady uréenymi k osvojeni vypoctu

limit a derivaci.

V druhé casti o integralnim poctu jsou uvedeny kapitoly primitivni funkce
aur¢ity integral. Tyto kapitoly také obsahuji potfebnou teorii, ktera je doplnéna
vhodnymi grafy. Ptiklady v téchto kapitolach slouzi k osvojeni vypocetnich metod,

které se pouZzivaji pfi integrovani.

Ve tieti Casti je mnou vytvoieny interaktivni test, ktery slouzi k otestovani
nabytych znalosti. Tento bodovany test je orientovany predev§im na derivace

a integraly.

Cilem prace je vytvofit webové stranky, které mohou uciteli pomoci lépe
vysvétlit uc¢ivo. Dale tyto webové stranky mohou slouzit jako ucebni text pro studenty

za Ucelem lepsiho porozumnéni, ptipadné osvézeni uciva.

Klic¢ova slova: spojitost, limita, derivace, integral, sttedni Skola



Annotation

Bachelor thesis deals with websites that will serve to teach differential and
integral calculus at high school. I created the website using information obtained from

the specialized literature, own information and existing specialized materials.

The website is divided into three parts: differential calculus, integral calculus,

and a test.

The first part of the calculus is divided into three chapters, which are about
continuity of functions, limits of functions and derivative of functions in the end. All
chapters include theory and are supplemented with illustrative graphs and examples,

designed to acquisition calculus of limits and derivatives.

In the second part about integral calculus are chapters Primitive functions and
Definite integral. These chapters also contain the necessary theory, which
is accompanied by appropriate graphs. The examples in these chapters serve to

acquisition computational methods that are used in the integration.

In the third part is an interactive test doing by myself that is used to test
acquired knowledge. This ranking test is oriented mainly on derivatives and integrals.
The aim is to create a website that can help teachers better explain the subject matter.
Furthermore website can serve as a textbook for students to improve understanding

or refreshment of the curriculum.

Keywords: continuity, limits, derivative, integral, high school
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Uvod
VO

Tématem bakalaiské prace je vytvofit webové stranky obsahujici ucivo
zabyvajici se diferencialnim a integralnim poctem, ktery patii mezi ucivo stfednich skol
a gymnazii. Protoze je toto téma soucasti tématickych plani a osnov na stfednich
Skolach a gymnaziich, je aktudlni. Diferencidlni a integralni pocet je vyznamnou
soucasti uciva Ctvrtého rocniku. Pro studenty, ktefi po stiedoSkolském vzdélani
pokracuji na univerzitu, jsou znalosti diferencidlniho a integralniho poctu Ccasto

nezbytnou nutnosti, zejména to plati pro ptirodovédné a technické obory.

Pii tvorbé webovych stranek jsem casto Cerpal z u€ebnic a literarnich prament.
Zejména z knihy Matematika pro gymndazia, diferencialni a integralni pocet od
RNDr. Daga Hrubého a RNDr. Josefa Kubata. Hlavnim divodem pouziti této knihy pfi
tvorbé webovych stranek bylo strukturovani jednotlivych kapitol ve spravném potadi
a také kontrola pfi formulaci jednotlivych vét a definic. Tato kniha mi vyrazné¢ pomohla
pfi mé praci.

Obsahem této bakalarské prace je kapitola o vyuziti informaci z webovych
stranek. Jde o znalosti, které se ve ctvrtém ro¢niku vyucuji v zavislosti na probrané latce
a navazuji na informace, které obsahuji webové stranky. Jmenovité¢ jde o vysetieni
prubéhu funkce, vypocet objemu rotacniho télesa a vypocet obsahu pod kiivkou pomoci

integralu.

Dalsi Casti obsahu je analyza webovych stranek. V analyze se zabyvam

hodnocenim jednotlivych kapitol a podkapitol a blize popisuji tyto jednotlivé ¢asti.

Dale uvadim, ze webové stranky jsou strukturovany i pro vyuZiti v tiSténé
podobé. Nezbytnou podminkou je otevieni vSech feSeni u ptikladi na strankach

v ptipad¢, ze maji byt také zobrazeny.
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1 Informace o webovych strankach

Stranky, které jsem vytvofil pro vyuku integralniho a diferencidlniho poctu na
sttednich Skolach, maji v menu pét kapitol, ivod a interaktivni test. Téchto pét kapitol je

rozdé€leno na deset podkapitol.

Uvod je vytvofen jako hlavni strana a jeho hlavnim uéelem je pfivitani a kratké

srozumnéni o ucelu webovych stranek.

Témata péti kapitol jsou roz¢lenéna nasledovné. Prvni kapitola s nazvem
Spojitost funkce obsahuje podkapitoly: Bodova spojitost funkce, Spojitost funkce na
intervalu. Druhd kapitola s nazvem Limita funkce obsahuje podkapitoly: Limita funkce
ve vlastnim bod¢, Limita funkce v nevlastnim bod¢. Tteti kapitola s ndzvem Derivace
funkce je rozdé€lena nasledovné: Derivace funkce v bod¢, Derivace elementarni funkce.
Ctvrtd kapitola se nazyva Primitivni funkce a je rozdélena nasledovnd: Zakladni
neurcité integraly, Zplisoby integrovani. Pata a také posledni kapitola s ndzvem Urcity

integral obsahuje kapitoly: Urcity integral, Vypocet urcitého integralu.

Posledni polozkou v menu je interaktivni test obsahujici deset otazek, na které se
odpovidd formou kvizu. Pro kazdou otdzku je vzdy jen jedna spravna odpovéd’. Po

vyhodnoceni test nabizi opravené odpovédi a pocet bodl ziskanych z testu.

Kapitoly 1 podkapitoly funguji jako internetové odkazy. Je to jednou z vyhod
webovych stranek oproti uc¢ebnici a to predevsim v moznostech vyhledavani. V ptipadé,
7e student nepotiebuje procitat vSechny informace o diferencidlnim a integralnim poctu,
ale hleda jen nékterou cast vykladu, je pro néj vyhledavani na webovych strankach
vyhodnéjsi.

Pii tvorbé webovych stranek jsem se snazil mit na paméti, ze zédkladem je
gramatickd a stylistickd korektnost. Zaroven jsem se snazil zachovat jednoduchost
a prehlednost. Nejdilezitéjsi je ale spravny obsah, jehoz hodnota je v ptipad¢ téchto
webovych stranek obsazena ve vykladovém textu, grafech a feSenych ptikladech, které
vzdy obsahuji feSeni. Mou snahou bylo zvolit sprdvny obsah vhodny k tématim a to

jsem mél na paméti po celou dobu tvorby webovych stranek.
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Prejdéme ted’ k samotnym strankdm. Kazdd podkapitola obsahuje teorii, ktera
se vzdy vztahuje k dané c¢asti u€iva. Soucasti této teorie mohou byt definice, véty,
piipadné vysvétleni rtiznych pojmi. Kazda definice na téchto webovych strankach je
zvyraznéna syt¢ modrym obdélnikem, ve kterém se nachazi. Obdobné zvyraznéné jsou
ivety, které se nachazeji v syté zelenych obdélnicih. Takto zvyraznény jsou véty
a definice proto, aby byly odliSeny od ostatni teorie. PfedevSim proto, aby bylo snadné
je vyhledat, také ale proto, ze definice a véty jsou zaklad, ktery k matematice
jednoznacné patii. Velké mnoZstvi vét 1 definic obsahuji vzorce, které jsou pro vyklad
diilezité a nezbytné. Nelze bez nich napftiklad vypocitat nékteré konkrétni integraly nebo

derivace. Zbyvajici teorie obsahuje grafy funkci, ptipadné néktera prostd vysvétleni.

Za maly nedostatek povazuji nasledujici. Pokud budou stranky tisknuty
v odstinech Sedi, véty a definice nebudou zvyraznény dostatecné. Pro lepsi zobrazeni je
vhodné tisknout barevné, pak jsou definice a véty dostate¢né zvyraznény. Pro nazornou

pfedstavu o vzhledu stranek uvadim nasledujici obrazek.

Integralni a diferencialni pocet

Uvodnistrinka Spojitost funkce
DIFERENCIALNI POCET

Spojitost funkee

I

Pro piedstavu se dé fict, Ze grafy takovych funkci miZeme zobrazit jednim tahem. Funkce, pro které tato podminka neplati nazyvame
nespojité

Spojitost funkce délime na spojitost bodovou a spojitost na intervalu. My se budeme zprvu vénovat bodové spojitosti. NeZ tomu tak
bude, musime si zavést pojem okoli bedu, ktery nam pomize pii formulaci vét a definic v nasledujicih tématech

Limita funkce

Derivace funkce §-okoli bodu a je otevieny interval (@ — 6, a + ), kde § je redlné kladné éislo. d se nazjva polomér okoli a a nazjvame stiedem
INTEGRALNI POCET tohoto okoli. azyv

Primitivni funkce

Urcity integral

Jednoduse feceno z definice vyplyvé, ze okoli bodu neni nic jiného nez interval se stiedem v bod& a a polomérem &.
TEST Okoli bodu a budeme znaéit:
Zavérecny test U(“)
Neékdy nastanou situace, kdy budeme rozliSovat levé a pravé okoli bodu. V takovych piipadech budeme levé okoli bodu chépat jako
polouzavieny interval (@ — 8, a) a obdobné pravé okoli (a,a — 8). V obou pfipadech je § samoziejmné realné kladné &islo

Nyni, kdyZ vime co je okoli bodu, tak se miZzeme blize vénovat bodové spojitosti

Bodova spojitost funkce
Uvodem si ukasme praf funkce f(z) = 3z — 2, ktery je definovany na néjakém &-okoli bodu 2. Z grafu je patmé, ze pokud za
budeme dosazovat hodnoty bliZici se &islu 2, tak se hodnoty f(z) budou blizit &islu 4.

—

test01Lwu.czfindexphplstranka=spajitostice

Obrazek 1: Nahled webovych stranek

Cilovou skupinou, pro kterou jsem stranky vytvarel byli pfedevSim studenti
stfednich Skol a jejich vyucujici. Pravé s touto cilovou skupinou jsem se radil o vzhledu
stranek, jejichz zavéreCna forma je zalozena na kontrastu a jednoduchosti. Obsah
stranek oceni také absolventi stfednich Skol a Siroka vefejnost, kterd projevuje zajem

o diferencialni a integralni pocet.
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Na strankach je velké mnozstvi obrazkii. VéEtSinu téchto obrazk tvoti predevsim
grafy funkci, které slouzi jednak k vykladu, ale také 1 ke konkrétnim piikladim.
Obrazky jsou vzdy umistény do stiedu stranky a tématicky plynule navazuji na
studovanou latku v textu. Grafy v obrdzcich obsahuji vzdy popsané osy, pocatek
a méfitko. Nasledujici ukdzka obsahuje graf funkce f{x), ktery je omezen na uzavieném

intervalu (a,b).

v |5

Obrazek 2: Nahled grafu z webovych stranek

Vyuziti téchto stranek je z velké Casti ovlivnéno samotnou kvalitou textu,
obrazkli a dalSich véci, jako jsou formulace definic a vét nebo interaktivni test.
Zamgéfteni stranek bylo pfedevsim na kvalitu, nikoliv na kvantitu. Z toho diivodu jsem
pti tvorbé stranek kladl diraz predevsim na kvalitu informaci a divéryhodnost zdroju,
ze kterych jsem Cerpal. V teorii obsazené na webovych strankach jsem se z divoda

prehlednosti snaZzil drzet obvyklého znaceni a nezavadél jsem Zadné nové pojmy.

Dale mnou vytvofené webové stranky obsahuji interaktivni test. Tento test je
tvofen deseti jednoduchymi ptiklady, které navazuji na studijni latku obsazenou na
strankach. Pii vyuce mlze tento test poslouzit jako zdveérecné shrnuti informaci, které
vyucujici se studenty probral, mize také provéfit jejich zékladni znalost tématu nebo
mize slouzit jako zpestieni vyucovaci hodiny. Test samotny ale neprokazuje schopnosti
studenta. Student si mize odpovédi jednoduse tipnout a kdyz bude odpovéd’ spravngé,
vyucujici nepoznd jakou metodou uspéchu dosahl. Tim chci sdélit, Ze samotny test
uvedeny na strankdch ma ptfedevsim orienta¢ni hodnotu pro studenta nebo jinou osobu,

ktera si pieje své schopnosti provétit. Nasleduje obrazek testu z webovych stranek.
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Integralni a diferencialni pocet

322 -

Uvodni strank:
vocni stranka 6.piiklad: Naleznéte primitivni fonkei k funkei f(z) = 3% + 2°.

DIFERENCIALNI POCET

2(3 4 42
Sl e 23 +2%)
Limita funkce 2
3" z*
Derivace funkce 7b) m T c
INTEGRALNI POCET 2 (6 N 1_2)
Prim funkce De) 1
Uréity integral -
S 4 z?
Od—+—=+C
TEST ) =i 3

Zavéretny test

7 piiklad: Naleznéte primitivni funkei k funkei f(z) = (5 — 1)2 - 2.
z?(32® — 40z + 150
©a) 7( ) +C
6
2*(3z — 40)
12
©0)at (a2~ 162+ 25) + C

+C

=(32? — 40z + 150)
. +C

36z
8 priklad: Naleznéte primitivni funkei k funkei f(z)

T2t 10 .

Obrazek 3: Nahled zadani testu z webovych stranek

Kdyz se navstévnik stranek rozhodne fesit test, piecte si zadani a nésledné
potvrdi spravnou odpoveéd’ pomoci mysi. V zaveru téchto otazek je hypertextovy odkaz,
ktery navstévnika stranek odkaze k vyhodnocenému testu. Stranky jsou napsany tak, Ze
vzdy oznaci odpoveéd’ navstévnika. Pokud odpovédél na otazku Spatné, je jeho odpoveéd
oznacena Cervenym obdélnikem. V piipadé, ze odpovédél spravné, je jeho odpovéd
zvyraznéna obdélnikem zelenym. Dale jsou webové stranky nastaveny tak, aby také
vzdy znazornily i spravnou odpoveéd a to také zelenym obdélnikem. Pokud jsou tedy
u jedné otazky dva barevné obdélniky, jeden Cerveny a jeden zeleny, tak to znamena, ze
navstévnik stranek odpovédél spatné. Pokud je u otdzky znazornén jen zeleny obdélnik,
tak navsStévnik odpoveédél spravné. Piehledna ukdzka vyhodnoceni testu vypada

nasledovné.
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Obrazek 4: Nahled vyhodnoceni testu z webovych stranek

1.1 Tvorba webovych stranek

Pro tvorbu webovych stranek jsem vyuzil znalosti o programovacim jazyku Java
a jazyku HTML, ktery se pouziva predevsim pro specifikaci rozvrzeni hypertextovych
odkazi. HTML je kdéd, ze kterého jsou webové stranky tvofeny. Tvofi syntaxi
s rozlozenim piikazl, které na strankach pracuji v pozadi. Znalost programovaciho
jazyka Java jsem vyuzil pii pouzivani zobrazovaciho enginu, ktery je napsan v tomto
programovacim jazyce. Zobrazovaci engin jsem vlozil na stranky. Jeho funkci na mnou
vytvoienych webovych strankéch byl predevsim pieklad vzorct z LaTeXového zapisu.
Znalost zépisu vzorcl v LaTeXu povazuji za zdkladni znalost pocitacové typografie
nejen pro matematika tvoticiho webové stranky, ale i pro kohokoliv jiného, kdo na svém

webu planuje uvetejnit zapisy ve vzorcich.

Nazev zobrazovaciho enginu, ktery jsem pouzil je MathJax. Je voln¢ ke stazeni
na internetu. Jak jsem jiz uvedl, jeho funkci je pfepisovat LaTeXovy zapis do vzorcu.
Hlavni vyhodou je piedev§im kompatibilita. Bez komplikaci funguje na opera¢nim
systétmu Linux, OS X nebo Windows, coZ jsou jedny z nejrozsifenéjSich operacnich
systémul. Protoze je MathJax nahrdan na webovych strankach, neni potieba jej dale
stahovat. Navstévnik stranek pouze pii nacitani pocka o dvé vtetiny déle nez MathJax
zobrazi vzorce. Pii programovani stranek s MathJaxem jsem uSetfil velké mnozstvi

casu.
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Pro samotné programovani jsem pouzil program Sublime Text 2. Jde o program
urceny predev§im k tvorbé webovych stranek, ktery je opét volné ke stazeni na
internetu. Programovani usnadiiuje pfedevSim piehlednosti, kterou nabizi jeho

dopliujici liSty a vhodné zabarveni ptikazi v textu.

Na zavér této podkapitoly, kterd byla vénovana informacim o prostiedcich
k vytvofeni téchto webovych stranek, bych chtél zdaraznit, ze pro UspéSnou tvorbu

webovych stranek je nezbytna zakladni znalost programovani v jazyce HTML a Java.

1.2 Cile webovych stranek

Vyukovym cilem u studenti je pfedstava o zménach kvantitativnich
a kvalitativnich v oblastech afektivnich, kognitivnich a psychomotorickych, kterych se
snazime dosdhnout ve stanoveném case béhem vyukového procesu. Pro ucitele
pracujiciho s interaktivnimi webovymi strankami to znamena, ze stanovi jednotlivé cile,
jejichz plnénim by se mélo dosahnout obecného cile vzdélavani. Zpracovani téchto
obecnych cili smétfuje k tvofivosti studenta. Student se tak rozviji esteticky, eticky
a socialné. Proc¢ tvotime cile vyuky? Pfedevsim se snazime zprostiedkovanim vhodného

vyukového cile dat vyuce ad. To pomaha pii volbé hodnoceni a vyucovani.

Cilem mnou vytvofenych webovych stranek bylo sjednotit vyukovy material
potfebny k vyuce matematiky u témat diferencidlniho a integralniho poctu. Tento
material jsem nevytvofil pouze pro svoji budouci potiebu v ulitelské praxi, ale i pro jiné
ucitele sttednich Skol a gymnazii, pfipadné pro jejich studenty nebo vetejnost zajimajici
se o konkrétni latku. Teorie k tématu diferencidlniho a integralniho poc¢tu uvedena na
webovych strankdch se dd obecné pouzit pfi vyuce ve vSech typech Skolskych zatizeni,
ktera vzdélavaji podle ramcového vzdélavaciho programu. Mize také poslouzit
studentim, ktefi zaostavaji ve studiu, pfipadné chybéli na vyucovani a potiebuji si

doplnit nékteré konkrétni znalosti.

Jednim z dalSich cilii bylo zakomponovat ICT do vyuky matematiky a vytvofit
tak moznosti vyuziti internetu pii vyuce. Podle mych prozatimnich zkuSenosti vyuziti
ICT pfi vykladu udrzuje u znaéné casti posluchacli pozornost, ale i aktivitu. Z toho
usuzuji, ze ICT muze ozivit vyuku a tim i aktivné ovlivnit pozornost studentii pfi

vyucovanti.
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2 Vyuziti obsahu stranek

Tato kapitola se zabyva predevS§im vyuZitim obsahu stranek. Dtlraz je kladen na
vyuziti osvojené¢ho uciva predev§im v matematice. Konkrétni témata jsou rozdélena do
podkapitol této kapitoly. Vyuziti obsahu stranek jsem rozdélil do podkapitol o limitach,
diferencidlnim poctu a zavérem o integralnim poctu. Tato témata v podkapitolach se daji
vyuzit naptiklad pii Setfeni pribéhu funkce a vypoctu obsahu pod kiivkou pomoci
integralu. Jak pro prib¢h funkce, tak pro vypocet obsahu pod kiivkou je nezbytnym
predpokladem ovladani znalosti obsazenych na mnou vytvorenych webovych strankach.

V nasledujicich podkapitolach si vysvétlime vyuziti latky z webovych stranek.

2.1 Vyuziti limity funkce
Pro vyuziti znalosti o limité funkce pti hledani asymptot je predpoklad, Ze ctenat
ma znalosti uCiva o hyperbole a asymptotich. V matematice se s asymptotami
nesetkdvame jen u hyperboly, ale také u velkého mnozstvi elementarnich funkci. Mezi
tyto funkce patii napiiklad f(x)=Inx, f(x)=5" a jiné. Asymptoty vyuzivame

napiiklad pfi Setfeni prabéhu funkce, kde s jejich pomoci miZzeme sestrojit graf funkce.

V tomto ohledu je dalezité znat vlastnosti funkce v jejich nevlastnich bodech

+owo a —oo. V téchto bodech funkce neni definovand, ale méa v nich alespon jednu
jednostrannou nevlastni limitu. Na webovych strankach jsou tyto limity prezentovany
pomoci vhodnych grafi. Asymptoty délime na asymptoty se smérnici a asymptoty bez

smeérnice.

2.1.1 Asymptota se smérnici

Pii hledani asymptoty se smérnici je rovnice asymptoty y=ax+b. NaSim

cilem je ur¢it a a b tak, aby lim [f(x)—(ax+b)]=0 nebo popiipads, aby

X —+00

lim [ f(x)—(ax+5b)]=0. Pomoci spoétené limity uréime rovnici asymptoty funkce.

xX——w0
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2.1.2 Asymptota bez smérnice
Asymptota bez smérnice je pfimka, ktera je kolma na osu x, jeji rovnice je
x=c, kde ¢ nélezi mnozin¢ realnych cisel. KdyZz hledame asymptotu bez smérnice
néjaké funkce, hledame nejdiive body, ve kterych funkce neni definovana. Poté v téchto
bodech ur¢ime jednostranné limity. Pokud funkce v téchto bodech bude mit nevlastni

limity, bude funkce mit v t€chto bodech asymptoty bez smérnice.

2.2 Vyuziti derivace
Obdobn¢ jako limita funkce se znalost diferencialniho poctu uplatiiuje u Setieni
prabéhu funkce. V ptipad€ pribehu funkce vyuzivame prvni derivace funkce a druhé
derivace funkce. Prvni derivace funkce nam slouzi ke zjisténi monotdnnosti funkce na
intervalu. Také jejim prostiednictvim odhalujeme stacionarni body, nebo-li body
»podeziel¢ z extrému®. Druha derivace funkce nam pak pomahd urcit potencialni

inflexni body funkce a také konvexnost a konkévnost funkce na intervalech.

2.2.1 Prvniderivace
Pomoci prvni derivace f/* funkce f ur€ujeme staciondrni body, které jsou koteny
rovnice f'(x)=0, protoze plati, Ze smérnice tecny je v bod¢ lokdlniho extrému nulova.
Z téchto stacionarnich bodi I1ze poté pomoci intervalli monoténnosti urcit ty, které jsou

lokéalnimi extrémy:.

Intervaly monotdnosti a lokalni extrémy uré¢ime z prvni derivace, protoze plati
nasledujici:
1. Je-li f"(x)>0 pro vSechna x z urcitého intervalu, potom je na tomto intervalu

funkce frostouci.

2. Je-1i f"(x)<0 pro vSechna x z urcitého intervalu, potom je na tomto intervalu

funkce fklesajici.

2.2.2 Druha derivace
Pomoci druhé derivace f*' funkce f uréujeme body v nichZz je druhd derivace
nulova. Body v nichz je druhd derivace nulovad jsou potencidlni inflexni body. To
znamena, Ze by mohlo jit o body, které vymezuji intervaly konvexnosti a konkdvnosti.

Tyto body ziskame feSenim rovnice f*'(x)=0.
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Intervaly konvexnosti a konkdvnosti uréime z druhé derivace, protoze plati
nasledujici:
1. Je-li f"'(x)>0 pro vSechna x z urcit¢ho intervalu, potom je na tomto intervalu

funkce f'konvexni.

2. Je-li f"'(x)<0 pro vSechna x z urcitého intervalu, potom je na tomto intervalu

funkce f'konkavni.

2.3 Vyuziti urcitého integralu
Vypocet urcitého integralu uplatnime predev§im chceme-li vypocitat obsah
plochy nékterych rovinnych ttvarti nebo objemy a povrchy rotacnich téles. Dale lze
vypocet urc¢itého integralu uplatnit u vypoctu délek rovinnych kiivek. Urcity integral ma
Siroké vyuziti 1 ve fyzice a chemii, coz jsou piredméty, které nejsou obsahem této
bakalarské prace. Pro ulohy tohoto typu lze vyuzit znalosti, které miize navstévnik

webovych stranek Cerpat z jejich obsahu.

2.3.1 Obsah rovinného utvaru
Z definice Riemannova integralu, kterd je uvedena na mnou vytvofenych

webovych strankach plyne nasledujici véta.

Necht’ f{x) je nezaporna funkce a I= (a,b) je uzavieny interval. Pokud je
funkce f{x) integrovatelna na intervalu /, potom pro obsah U kiivoc¢arého lichob&znika

ohranic¢eného grafem funkce f(x) shora, pfimkami x=a, x=b a osou x plati:

Tento uvedeny vztah plati pro nezépornou funkci. Z definice urcitého integralu,
kterd je na jiz existujicich webovych strankdch uvedena, je zfejmé, ze pro nekladnou
b

funkci na stejném intervalu bude urcity integral f f(x)dx<0.

a

Pro obsah takového kiivocarého lichobéznika, ktery je ohraniceny grafem

funkce f(x) zdola, pfimkami x=a, x=b a osou x plati:

Uz—f f(x)d)CZj7~ |/ (x)|dx.
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Pro obsah ttvaru ohrani¢eného kiivkami dvou funkci plati:

Necht f{x) a g(x) jsou integrovatelné funkce a plati g(x)<f(x) pro viechna
x€(a,b) .Potom pro obsah U kfivocarého lichob&Znika ohrani¢eného grafem funkce

f(x) shora, grafem funkce g(x) zdola, pfimkami x=a a x=b plati:

U= f(x)-g(x)dx

a

Pomoci téchto integrall Ize spocitat jednotlivé piiklady, které jsou vymezeny dle
vyse uvedenych zadani. K jejich vypoctu je potieba zakladni znalost integralniho poctu,

které je uvedena na webovych strankéch.

2.3.2 Objem a povrch rotacniho télesa
Vypocet objemu rotacniho télesa je jedna z dalsih uloh, které feSime pomoci
znalosti urcitého integralu. Pro objem rotacniho télesa R, které vznikne rotaci utvaru
U kolem osy x, plati nasledujici véta. Pfed uvedenim této véty si dovolim pfipomenout,
ze tento utvar U je vymezen podle vySe zminénych pravidel, tykajicich se obsahu
ktivocarého lichobéznika.
Plati nésledujici véta:

Necht’ f(x) je spojita nezaporna funkce na uzavieném intervalu (a,b) a necht
R je téleso, které vznikne rotaci utvaru U kolem osy x, potom objem J rotacniho télesa

R vypocteme pomoci vzorce:

Povrch rota¢niho télesa se pocita podle vzorce, ktery vychazi z nasledujici véty.

Necht’ f{x) je spojita funkce na uzavieném intervalu (a,b) a ma na tomto
intervalu derivaci a necht’ R je t€leso, které vznikne rotaci utvaru U kolem osy x, potom

1ze povrch P vypocitat podle vzorce:
b
P(R)=2xn [ f(x)V1+(f"(x) dx.

Vidime, Ze pii vypoctu objemu i povrchu rotacniho télesa se Ize snadno fidit zde
uvedenymi dvéma vzorci. Opét je pro osvojeni této latky znalost uciva z webovych

stranek minimalnim pfedpokladem.
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3 Obsah webovych stranek

Generace od generace se technicky pokrok stile posouvéd kuptedu a my, lidé
21. stoleti, se ménime spolecné s dobou ve které Zijeme. Pokrok, na ktery se chci
zamétit se tykd odvétvi internetu a poskytovani jeho sluzeb. Internet za poslednich
nekolik desetileti vyrazné zmeénil svoji tvar. V soucasné dobé tvoii v podstaté nikde
nekoncici komunikacni sit, ktera obsahuje bezmezné mnozstvi informaci. Tyto
informace jsou navic v naprosté vétsin¢ piipadli volné dostupné jakémukoliv uzivateli.
Volbou slov ,,volné dostupné je mysleno, ze na internet se lze pfipojit z prakticky
jakékoliv casti svéta a v kteroukoliv denni dobu. Informace poskytované na internetu
jsou také z velké ¢asti permanentni a Casto byvaji i pravidelné aktualizované. Neexistuje
zadny maximalné vymeéteny cCas, ktery na internetu muizeme setrvat. Setrvani na
internetu, neboli surfovani ve virtualnim svéte, totiz neni Casové omezovano. Vyuzivani

internetu je v dneSni dobé podminéno jen moznostmi piipojeni.

Lid¢ 21. stoleti travi velké mnozstvi ¢asu vyuzivanim internetovych sluzeb. Da
se tvrdit, ze vétSina studentt stiednich Skol, ale také zaka zakladnich Skol v dnesSni dobé
ovlada internetové sluzby a je schopna aktivné vyhledavat informace umisténé na
internetu. Z tohoto pohledu je logické umistit vyukové materidly na internet. Studenti
a zaci, kteti zameSkali vyuku maji pak moznost vyucované informace najit a pracovat
s nimi pi1 samostudiu. Pokud vyucujici vyuziva konkrétni webovou stranku pfi vyuce,
napiiklad jako webovou prezentaci, je jen na misté, aby svilj zdroj studentim odhalil.
V ptipadé samostudia poté studenti Cerpaji ze stejnych zdroji jako vyucujici a nemusi
se pfi vyucovani zdrzovat napiiklad s formalitami jako je zavadéni odlisného znaceni
veli¢in nebo navaznost jednotlivych témat. Mnou vytvofené webové stranky jsou
navrzeny nejen pro internetovou prezentaci, ale mohou slouZit i jako pfiprava na hodinu

pro studenty nebo vyucujici.

V naésledujicich podkapitolach bych chtél uvést jednotliva témata probirana na
mnou vytvorenych webovych strankach v potadi, v jakém jsou témata sefazena i na
webu. ProtoZe informacni text umistény na mnou vytvotrenych webovych strankach je
velice obsahly, uvedu z néj v nasledujicich podkapitoldch jen ty nejdulezitéjsi casti

teorie.
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3.1 Spojitost funkce
Spojitost funkce délime na spojitost bodovou a spojitost na intervalu. My se
budeme zprvu vénovat bodové spojitosti. Nez tomu tak bude, musime si zavést pojem

okoli bodu, ktery ndm pomiize pii formulaci vét a definic v nésledujicih tématech.

d-okoli bodu a je otevieny interval (a—d,a+9), kde & je realné kladné &islo. o se

nazyva polomér okoli a a nazyvame stiedem tohoto okoli.
Okoli bodu a budeme také znacit:
Uca).

Nékdy nastanou situace, kdy budeme rozliSovat levé a pravé okoli bodu.

V takovych ptipadech budeme levé okoli bodu chéapat jako polouzavieny interval

(a—6,a) a obdobné pravé okoli {(a,a—d). V obou ptipadech je & realné kladné ¢&islo.

3.1.1 Bodova spojitost funkce

Uvodem si ukazme graf funkce f{x)=3x-2, definovany na n&jakém &-okoli bodu
2. Z grafu je patrné, Ze pokud za x budeme dosazovat hodnoty blizici se Cislu 2, tak se

hodnoty f{x) budou blizit ¢islu 4.

=
(%)
(]
|
=%
(=]

Obrazek 5: Graf pro popis spojitosti funkce

Nyni pfejdéme k definici.
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Piedpokladejme, ze existuje 6> 0, takové, ze fje definovana v Ud(a). Funkce fje
spojitd v bodé a, pokud k libovoln¢ zvolenému &-okoli bodu f(a) existuje takové d-okoli
bodu a, Ze pro vSechna x z d-okoli a patii vSechny hodnoty f(x) do zvoleného &-okoli
bodu f(a).

Dale plati, ze vSechny elementarni funkce a funkce slozené z elementarnich

funkei jsou spojité v kazdém bodé€ svého defini¢nim oboru.

Abychom mohli tuto ¢ast o spojitosti v bod€ uzaviit, musime si zavést jesté dva
pojmy. Spojitost funkce v bod¢ zleva a spojitost funkce v bod¢ zprava. Pro blizsi

pochopeni se podivejne na graf funkce f (x)=+v5—x.

¥ [ 10

-10

Obrazek 6: Graf pro ndzorny priklad spojitosti v bodé zleva

Z grafu je patrné, ze definiéni obor funkce spada do intervalu (—o0,5). Zamé&fme
se ted’ na bodovou spojitost v bodé¢ 5. Mluzeme fici, ze je funkce v bod¢ 5 spojita
1 pfesto, Ze v pravém okoli tohoto bodu neni definovana? Pokud se budeme spoléhat jen
na definici spojitosti v bod¢, tak ne. Proto zaved'me pojmy jako spojitost v bodé zprava
a spojitost v bod¢ zleva. Jinak feceno také jako spojitost v bodé¢ v levém okoli

a spojitost v bod¢ v pravém okoli.
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Necht’ fje funkce a a bod. Rekneme, Ze funkce f je v bodé a spojita zprava,

jestlize pro kazdé £>0 existuje 0>0 takové, ze pro viechna x z intervalu (a,a+d) plati

nerovnost e>|f(x)— f(a)l.

Necht’ f je funkce a a bod. Rekneme, 7e funkce f je v bodé a spojita zleva,

jestlize pro kazdé £>0 existuyje 0>0 takové, ze pro vSechna x z intervalu

(a—6,a) plati nerovnost &>|f(x)— f(a)l.

Kdyz zndme tyto definice, mizeme podle nich prohlasit, Ze funkce
f(x)=V5—x. je v bodé 5 spojita zleva. Neni ale spojitd v tomto bodé. Plati

nasledujici véta.
Pokud je funkce fspojitd v bod€ a zprava i zleva, pak je v tomto bod¢ spojita.

3.1.2 Spojitost funkce na intervalu

Spojitost funkce v bod¢ je lokalni vlastnost, protoze popisuje chovani funkce
v né¢jakém okoli jednoho bodu. Oproti tomu spojitost na intervalu oznacujeme jako
globalni vlastnost, protoze popisuje chovani funkce na n&jaké mnoziné¢ bodii (Casto

popsanou intervalem).
Ptejdéme k definici:

Necht fje funkce a I=(a,b) je otevieny interval. Rekneme, Ze funkce fje spojita

na intervalu 7, jestlize je spojitd v kazdém bodé¢ tohoto intevalu.

Vyse zminéna definice plati pouze pro spojitost funkce na otevieném intervalu.

Definice pro spojitost na uzavieném intervalu zni takto.

Necht' f je funkce a /=(a,b) je uzavfeny interval. Rekneme, Ze funkce f je
spojitd na intervalu 7, jestlize je spojitd na intervalu (a,b), v bod€ a je spojitd zprava
a v bod¢ b je spojita zleva.

K tématu spojitosti funkce na intervalu nas zajimaji mimo uvedené definice
nasleduyjict ti1 véty.

Weierstrassova véta:

Necht’ f je funkce a I={a,b) je uzavieny interval. Je-li funkce f spojitd na

intervalu /, pak je f na tomto intervalu ohrani¢ena a nabyva na ném své maximalni

a minimalni hodnoty.
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Weierstrassova véta tedy fika, ze pokud je funkce na uzavieném intervalu
spojita, tak na tomto intervalu najdeme maximum a minimum této funkce. Je dobré si
uveédomit, Ze tohoto maxima ¢i minima muze na daném intervalu funkce nabyt vicekrat.
Pro ilustraci se miZeme podivat na graf funkce f(x)=sin x, ktery bude vymezen

intervalem /={a,b).

Jimaximum)

Jiminimum)| 1

Obrazek 7: Graf omezené funkce

Z grafu je vidét, Ze funkce f je na uzavieném intervalu omezena svym maximem
a minimem. Toto omezeni je ilustrovino modrymi rovnobézkami s osou x. Tyto
rovnobézky prochazeji maximem a minimem, které funkce nabyva na tomto intervalu.
Tim chceme poukézat, Ze z Weierstrassovy véty vyplyva, Ze na uzavieném intervalu je

spojitad funkce omezena.
Bolzanova véta:

Necht' f je funkce a I=(a,b) je uzavieny interval. Je-li funkce f spojitd na
intervalu /, pak funkce fnabyva vSech hodnot mezi svym maximem a minimem na

tomto intervalu.

Bolzanova véta nefika nic jiného, nez ze funkce nabyva na uzavieném intervalu
vSech hodnot mezi svou nejvyssi a nejnizsi hodnotou. Coz je dilezité, nebot z této
vlastnosti odvozujeme disledek, kterému fikdme Darbouxova vlastnost spojitych

funkei.
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Darbouxova véta:

Necht' f je funkce a I={(a,b) je uzavieny interval. Je-li funkce f spojitd na
intervalu / a Cisla f(a) a f(b) maji rizna znaménka, pak existuje alespon jeden bod

c€(a,b) takovy, ze f(c)=0.

Pokud f(a) a f(b) maji opatnd znaménka a funkce f je spojita, potom graf
funkce f musi nutné protinat osu x alespon v jednom bod¢. Tedy existuje alesponi jeden

koten rovnice f(x)=0.

Tento poznatek pouzivame pii feSeni rovnic a nerovnic. V praxi vzdy zjistime
pravé tyto body (kofeny rovnice) a jimi vymezime intervaly, na kterych zkoumame

znaménka funkce.

3.2 Limita funkce
Predstavme si, Ze je dana funkce /" a bod a. Co se stane s hodnotami f, pokud do
funkce f zatneme dosazovat hodnoty blizké a? Limita funkce je v podstaté zpiisob,

jakym se snazime zodpovedét tuto otazku.

Pro nazornost si uved'me funkci f(x)=3x—2 a bod a=2. Pokud za x budeme
dosazovat hodnoty blizké a, vysledky se budou blizit 4. Tedy ¢im bliZze je dosazend
hodnota x k ¢islu 2, tim blize je f(x) ke 4. Jinak fe¢eno budeme-li se hodnotami x blizit

k a, tak se odpovidajici hodnoty f(x) budou blizit 4.

ta
=
L]

Obrazek 8: Graf funkce pro vysvétleni principu limity
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Pro vySe zminény ptiklad fikadme, ze 4 je limita funkce f pro x jdouci k 2.

Déle je dobré si uvédomit, ze bod a je jen cilovy bod pro hodnoty x. Hodnoty
x se k bodu a pfiblizuji, ale nikdy se mu nerovnaji. Je tedy mozné hledat limitu v bodé¢,
ktery neni v defini¢nim oboru funkce. Kdyz doplnime vySe zminény piiklad o informaci

v zadani, ze bod a=2 nepatii do defini¢niho oboru. Pro limitu se nic nezméni.

3.2.1 Limita funkce ve vlastnim bodé

Reknéme, Ze funkce £ ma v bodé a limitu L, jestlize pro libovolné okoli bodu
L existuje okoli bodu a takové, ze pro vSechna x z tohoto okoli takova, ze x#a, lezi

hodnoty funkce f(x) ve zvoleném okoli bodu L. To zapisujeme:

lim f(x)=L.

Funkce f mé v libovolném bod¢ nejvyse jednu limitu.

To neznamena nic jin¢ho, nez Ze jedna funkce nemlzZe mit dvé a vice riznych

limit v jednom bodé¢.

Funkce f je spojita v bodé a pravé kdyz lim f(x)=f(a).

xX—a

Pokud mame funkci spojitou v bod¢ a, tak v tomto bodé¢ a miizeme spocitat

limitu. Takové limita pak bude rovna funkéni hodnot€ v bod¢ a.
Véta o limit€ dvou funkci:

Jestlize f(x)=g(x) pro viechna x#a z okoli bodu a, a plati, ze lim g(x)=L,

xX—a

potom ma v bodé a limitu i funkce fa plati lim f(x)=1lim g(x)=L.

xX—a x—a

Jinak feceno, rovnaji-li se dvé funkce a jedna z nich mé limitu v néjakém bodg¢,

potom druhd z téchto funkci ma v tomto bod¢ stejnou limitu.

Dalsi véta, ktera rozsifuje zplsoby, jakymi Ize limity pocitat je véta o tfech

limitach, jinak nazyvana srovnavaci kritérium.
Srovnavaci kritérium:
Jestlize pro viechna x#a z okoli bodu a plati, ze f(x)<g(x)<h(x)

a lim f(x)=limh(x)=L, potom funkce g(x) ma v bodé a limitu L.

xX—a xX—a

28



Z této véty vychazi jedna dulezitd limita. Jejiz odvozeni zde nebude uvedeno,

protoZe je zdlouhavé. Tato limita se zapisuje

. sinx
lim =1.

x—-0 X

Tato limita ndm pomaha pfti feSeni piikladii typu

. sinkx
lim

x—0

pro k#0.

Nasledujici je véta o limit€ soucinu, souctu, podilu a rozdilu dvou funkei.

Tato véta tikd, ze limita soucinu se rovna soucinu limit. Obdobné to plati pro

soucet, rozdil a podil. U podilu je podminkou nenulovy jmenovatel.

Jestlize lim f(x)=L, a lim g(x)=L,, potom plati:

xX—a xX—a

1) lim (f (x)+g(x))=L+ L,,

xX—a

2) lim (f (x)-g(x))=L;- L,,

xX—a

L
3) Pokud L,#0, pak 1imM=—1.
a g(x) L

Dal$im druhem limity je jednostranna limita. Mezi jednostranné limity funkce

patii limita funkce zleva a limita funkce zprava.

Doposud, kdyz jsme mluvili o limit¢ v bod€¢ a, chépali jsme, Ze se k bodu
a priblizujeme z obou stran. V pfipad¢, ze se k bodu a budeme blizit zleva, mluvime
o jednostranné limité funkce zleva. Budeme-li se blizit zprava, mluvime o jednostranné

limité funkce zprava.

Definice limity funkce zleva:

Jestlize ke kazdému g-okoli bodu L existuje levé d-okoli bodu a a pro vSechna
x#a nalezici levému o-okoli bodu a patii funkéni hodnoty f(x) do &-okoli bodu
L, potom fekneme, ze funkce /' ma v bod¢ a limitu zleva rovnu L.

Tuto limitu zapisujeme jako:

lim f(x)=L.

X—2—a
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Analogicky pak podle jiz uvedené definice limity funkce zleva definujeme

1 limitu funkce zprava, kterou zapisujeme jako:

lim f(x)=L.

x—+a

Limity zleva a zprava ndm pomahaji dojit k vysledku i v pfipad¢, Ze se samotna
limita v bod¢ dé jen tézko spocitat. Pokud existuji limity zleva a zprava funkce f' v bod¢

a arovnaji se, znamena to, ze pro funkci f existuje i limita L v tomto bodé¢ a.

Dalsi variantou limity je nevlastni limita ve vlastnim bod¢. Nevlastni limita ve
vlastnim bod¢ se od ptedchozich piikladu lisi tim, ze jeji vysledna hodnota nabyva

+o nebo —. Jde o ptipady, kdy funkce f v feSeném bod¢ a roste nade vSechny meze.
Definice takové limity vypada nésledovné.

Jestlize pro kazdé k nalezici redlnym ¢islim existuje >0 takové, ze f(x)>k pro
vSechna x#a z okoli (a— 6,a+6) bodu a, potom fikame, ze funkce f ma v bodé

a nevlastni limitu +oo a zapisujeme ji:

lim f(x)=+o0.

xX—a

Obdobna definice plati i pro limitu v —oo. a jeji zapis je analogicky podle jiz

uvedené definice pro limitu v +o0. Takovou limitu pak zapisujeme:

lim f(x)=—o0.

xX—a

3.2.2 Limita funkce v nevlastnim bodé
Doposud jsme pocitali limity ve vlastnim bod¢. Nasim dal§im tématem jsou
limity funkce v nevlastnim bod¢. Tedy limity, kde se x blizi k +o nebo —oo. Nyni se
zamétfime na ty limity funkce v nevlastnim bodég, které maji kone¢nou limitu L ndleZici

redlnym ¢islim. Uved’'me si nyni definici.

Jestlize ke kazdému £>0 existuje x, ndlezici realnym cislim takové, Ze pro

vSechna x>x,, kde x nalezi mnozin¢ realnych <¢isel, jsou funkéni hodnoty

f(x) z okoli (L— & L+ &), potom fekneme, ze funkce / ma v nevlastnim bod& +oo limitu

L.
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Jako ukazku miizeme pouzit nasledujici ptiklad, ve kterém budeme hledat limitu

pro x—oo. Na$i limitou tedy bude lim l Uved'me si

lomené funkce f (x)=l
X xoo X

3

nyni graf funkce f(x)=

s

10

Obrazek 9: Graf lomené funkce

Z obrazku je patrné, ze ¢im vétsi Cisla dosazujeme za x, tim vice se funkéni

hodnoty f(x) blizi k 0. Pfedpokladdme tedy, ze v +o je naSe limita rovna 0. Pro

, c e . 1
nazornost si muzeme zvolit za x=—.
e

. v s v y 1 . y .
V takovém piipadé fikame, z¢ f(x)=— ma v nevlastnim bod& +oo limitu
X

L=0. To zapisujeme takto:

lim L=0.
x—o+0o X
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Analogicky definujeme i limitu v nevlastnim bodé —oo.
Jestlize ke kazdému e>0 existuje x, ndlezici redlnym cCislim takové, ze pro
vSechna x<x, , kde x nalezi mnoziné¢ redlnych C¢&isel, jsou funkéni hodnoty

f(x) zokoli (L—¢,L+¢), potom fekneme, ze funkce f ma v nevlastnim bod¢ -oco limitu

L.

3.3 Derivace funkce
Dalsi kapitola uvedend na mnou vytvorenych webovych strankach se zabyva
derivaci funkce. Opét zde uvedu piedev§im nejnutnéjsi informacem, které se k danému
tématu vyskytuji na jiz existujicich webovych strankach. Kapitolu zaméfenou na
derivace jsem rozdélil do dvou podkapitol. Prvni z nich pojednava o derivaci funkce

v bod€. Ta druhd pak o derivacich elementarnich funkci. Pfejdéme tedy k samotnému

obsahu stranek.

3.3.1 Derivace funkce v bodé
Derivace funkce v bod¢€ urcuje smérnici tecny v daném bod¢€. Pro srozumitelnost
na nasledujicim grafu funkce f(x)=x" pfedvedeme derivaci v bodé A=[1,]]

a vSechny jeji diilezité ¢asti.

-2

Obrazek 10: Graf kvadratické funkce
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2 - r r v v .
Graf funkce f(x)=x" je na obrazku znizornén zelené. Bod 4 je zobrazen
cernym kiizkem na grafu funkce. Cervend piimka znazoriuje te¢nu ke grafu funkce
fvbodé 4. Tato pfimka svird s osou x thel a zndzornény fialove. Smérnice tecny

predstavuje tangens tihlu .

Smérnice teCny je tedy tangens uhlu ¢, ktery svira osa x a danad tecna. Tuto

smérnici dokdzeme vypocitat pomoci derivaci. Prejdéme tedy k definici.

Necht’ f je funkce, D, je definicni obor funkce f, x, bod nalezici D, a okoli

"y . e e . f(x)_f<xo) . ..
bodu x, lezi v D, jestlize existuje limita lim —————, potom je tato limita

X=X, )C—XO

koneéna, mluvime o vlastni derivaci.

Derivaci funkce f v bodé x, zna¢ime f'(x,). Kompletni zapis tedy vypada

takto:

[ (xp)=1lim

XX, X— Xy
Oznaéme Ax=x—x,. Z toho vyplyva, ze plati:

S (x0+Ax) —f (xo)

S) =S x)
lim = lim
X=X, X—XO Ax—0 Ax
Podobné jako u spojitosti funkce, kde jsme rozliSovali spojitost v bod¢ a na
intervalu, tak 1 u derivace funkce rozliSujeme zda ma funkce derivaci v bod¢ nebo na

intervalu a to jak pro otevieny tak pro uzavieny interval. Nejdiive ale musime uvést

definice derivace v bod¢ zleva a zprava.

Necht f je funkce definovand v levém okoli bodu x,. Existuje-li

X,+A4x)— f(x
lim S A) f 0), potom ji nazveme derivaci funkce f'v bodé x, zleva.
Ax——0 X

Opét podobné definujeme derivaci funkce f v bodé x, zprava.
Ted’ uved’'me definici derivace funkce na otevieném intervalu.

Necht' f je funkce a I=(a,b) je otevieny interval. Rekneme, Ze funkce f ma

derivaci na intervalu /, jestlize mé derivaci v kazdém bod¢ tohoto intervalu.

Naseleduje definice derivace funkce na uzavieném intervalu.
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Necht' f je funkce a I={(a,b) je uzavieny interval. Rekneme, 7¢ funkce /' ma
derivaci na intervalu I, jestlize ma derivaci na intervalu (a,b), v bodé a ma derivaci

zprava a v bod¢ b ma derivaci zleva.

Déle plati, ze pokud ma funkce v bod¢ derivaci, tak je v tomto bod¢ spojita. To
vSak neplati obracené. Pokud je funkce v bodé spojitd, nemusi ve stejném bodé

existovat 1 derivace.

3.3.2 Derivace elementarni funkce
elementarnich funkci, jejichz feSeni je snaz$i. Pro zafatek uved'me tedy tabulku

s derivacemi téchto funkci.

Funkce Derivace funkce
=cicelR f(z)y=20
2"z e Bn el fl(z) = na"?

sinz;r € R ['(z) = cosz

=cosz;z R f(z) = —sinz

cotgz;z # kmk e ZZ

tgm;x%%—i—kr;keﬁi

=z";zcR\{0};ncZ
efrx e R
=a";x e Rya € (0;1) U (1;00)

=Inz;z  (0;00)

flz) =log, z;z = (0;00);a € (0;1) U (1;00)

flz) =z";2 (0;00)in el

prosté derivace. Pro vzajemné vztahy derivaci, které chceme takto upravovat plati

nasledujici pravidla.
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Necht funkce f'a g maji derivaci v bodé x,, potom plati:
1. (f:tg)’<x0):f’<x0)ig,(xo))
2. (f'g)’(xo):f'(xo)'g(xo)"'f(xo)'g'(xo)’

3. pokud g(x,)#0, pak (ﬁ)'(xo):

4. (fog) (xg)=1"(g(x))- & (xp):

K demostraci téchto pravidel uvedeme i jeden z piikladl, ktery mohou studenti
na webovych strankach fesit.

Pro 1.pfipad z vyse uvedené véty, vypoététe derivaci funkce z(x)=x"+3x".

Reseni:

Podle (f+g)' (x,)=f"(x,)tg"(x,) potitame, z¢ f=x a g=3x", pak
vyfeSime elementarni funkce f a g podle tabulky uvedené na pfedchozi strané.

z'(x)=7x""+3 - 4x* T =7x 04 12x.
Nekteré derivace vypadaji na prvni pohled komplikované. V zdsad¢ jde ale stale

o opakovani vySe zminénych ptipadil a derivace elementarnich funkci.

3.4 Primitivni funkce

Co to je primitivni funkce si vysvétlime pomoci nasledujicich dvou funkci.

2
Méjme funkci f(x)=x a funkci F (x):%. Pro vSechna x naleZici realnym ¢&islim
spliuji tyto dveé funkce nasledujici vztah:

J(x)=F'(x).

Jinak feceno, kdyz zderivujeme funkci F, dostaneme funkci f. Také tfikame, ze

funkce f je derivaci funkce F.

Necht’ f a F jsou funkce a / je otevieny interval, na kterém jsou tyto funkce
definovany. Jestlize pro vSechna xe/ plati, Ze f(x)=F'(x), potom funkce F je

primitivni funkei k funkci f na intervalu /.
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Pro tivahu si uved'me nésledujici ptiklad. Hleddme primitivni funkei k funkci
f(x)=6x"—3x" na intervalu /=(—o0,+x). Nasledné shleddme, Ze touto funkci je
F(x)=x"—x", protoZe pro viechna x z intervalu 7 plati F'(x)=6x"—3x"= f(x).

To ale neni celé¢ feSeni. Primitivni funkci k funkci f je také funkce
F(x)=x"-x> nebo napiiklad funkce N(x)=x"—x'—3, protoze plati, Ze

K'(x)=N"(x)=f(x).

To nas vede k myslence, ze pokud na otevieném intervalu / k dané funkci
f zname alespont jednu primitivni funkci F, potom jich zname nekonecné mnoho

a vSechny se od sebe lisi jen o konstantu.

Je-li funkce F primitivni funkci k funkci f na otevieném intervalu /, potom
kazda primitivni funkce k funkci f ma tvar F(x)+C, kde C ndleZi mnoZin€ realnych
Cisel.

To, zZe se funkce lisi jen o konstantu C si miizeme na grafu predstavit tak, ze se
tyto primitivni funkce posouvaji po ose y.

N{z)==x"+2

Fiz)=2"+0

Kz)=xz* —1

-10

Obrazek 12: Geometricka interpretace konstanty C
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Urcovani primitivni funkce F'(x)+C k dané funkci f nazyvame integrovani. Pro

oznaceni primitivni funkce se v souvislosti s integrovanim pouziva nésledujici zapis:

ff(x)dsz(x)+C,er.

Funkce f(x) je v tomto zépise integrovanou funkci, symbol I je integracni
znaménko, C je integracni konstanta a symbol dx urCuje podle které proménné se bude

integrovat.

O zapise f f(x)dx také hovoiime jako o neuréitém integralu. O hledani
primitivni funkce k funkci hovotime jako o vypoctu neurcitého integralu.

Dale plati, ze ke kazdé funkci spojité na otevieném intervalu existuje primitivni

funkce.

3.4.1 Zakladni neurcité integraly

Stejné jako u derivaci, tak i u hledani primitivnich funkci se musime fidit
pravidly. V nasledujici tabulce se mizeme sezndmit se zakladnimi vzorci primitivnich

v

funkci. Znalost téchto vzorcl je nezbytnym ptedpokladem pro pozdé€jsi integrovani

vvvvv
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Tabulka neurcitych integralu

de=r4+C proxe R

x?t!
xdr = + proxr € Bjae Bjas#—1
a+1

1
—dr=hz|+C prox € B;jx #0
T

edr=¢e"+C proxr € R

T

u.”dz=]j +C prox € Bjae Rja# —1;a>0
a

fmszdz=sinz—|—ﬂ" prox c R

fsinzdz=—o:-sm+ﬂ' prox e |

f ! dr=tgz+C pro(—z+krr,£+k:rr);kez

2 2

cos® T

f ! dr = —cotex + (' pro (kr, (k+ 1w ke &

sin® x

f ! dz=larctg£+(? prore Rjae B;a#0
a

a® + r? i}

1
fﬁd'z:&rcsinz-l-ﬂ prox € {(—a,a),a € {(—a,a),a#0
a® —zx
fl=) . R
m dr =In|f(z)| +C pro intervaly, kde f(x) # 0 je spojita.

Obrazek 13: Tabulka neurcitych integralii

nasledujici.
Existuji-li na otevieném intervalu / primitivni funkce k funkcim f a g a je-li

¢ libovolna konstanta, potom plati nasledujici:
1. fcf(x)dxchf(x)dx,
2. _ff(x):lzg(x)dx=ff(x)dxij'g(x)dx.

Tyto pravidla procvicime na priklad¢, ktery si zde uvedeme. Naleznéte

primitivni funkci k funkci £ (x)=1-"7sinx+5".
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ResSeni:
Integral souctu/rozdilu pievedeme na soulet/rozdil integrali a ndsobeni

kostantou vytkneme pied integral.
f 1 —7sin x+5xdx=f 1dx —7f sin xdx-l—f 5%dx.

Poté jen kazdy integral zvlast’ vypocitame.

X X

x—7(—cosx)+ > +C=x+7cosx + > +C,
In5 In5

pro x nalezici kladnym realnym ¢islim bez 0.

3.4.2 Zpusoby integrovani
Prvni metodou, se kterou se sezndmime, je metoda per partes. Jak uz nazev
naznacuje, jde o integrovani po castech. Tuto metodu pouzivame, kdyz chceme

integrovat soucin.
Jeji odvozeni vychazi ze vzorce pro derivaci soucinu dvou funkeci.
(u-v)'=u'v+u-v'

Jsou-li dany dvé funkce u(x) a v(x) a jejich vlastni derivace u'(x) a v'(x),

potom podle vyse zminéného vzorce plati:
f (u-v) '(x)dx=f u '(x)-v(x)dx+f u(x)-v'(x)dx.

Z levé strany muzeme odstranit derivaci a integral, protoze pokud funkci po
derivovani budeme integrovat, dostaneme tu samou funkci (samoziejmné s konstantou
C).

u(x)- v(x)zf u '(x)-v(x)derf u(x)-v'(x)dx
Ze vzorce vyjadiime integral, ve kterém derivujeme funkci v(x).
fu(x)-v ’(x)dxzu(x)-v(x)—fu "(x)-v(x)dx

Vysledny vzorec se pouziva pii integrovani pomoci metody per partes. Jeho

vyuziti si pfedvedeme na piiklade¢.

Naleznéte primitivni funkei k funkci f (x)=x-sinx.
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Resent:

Dosadime-li funkci do levé strany vzorce pro feSeni metodou per partes, ziskame
nasledujici:

u=x a v'=cosux.

Nyni, abychom mohli dosadit do pravé strany vzorce, musime spocitat derivaci
u' a zintegrovat v':

u'=(x)'=1,

vzf v'dx =f cosx dx=sin Xx.

Nyni dosadime zji§téné hodnoty i do pravé strany vzorce:

f x-cosxdx=x-sinx—f 1 -sin x dx.

Nyni jsme integral upravili do podoby, kterou jiz feSit umime a proto

postupujeme jako v ptedchozich ptipadech.
x-sinx —f 1-sinxdx=x-sin x—(—cosx)+C=x-sinx+cosx+C.

To, ze jsme dosadili za u=x a v'=cosx je naSe volba, kterd vedla ke
spravnému feSeni. Je ale dulezité si uvédomit, ze pokud bychom do stejného vzorce

dosadili za u=cosx a v'=x, ke spravnému feSeni by to nevedlo. Dosazenim do

2 2
vzorce by vznikl vyraz cosx- x?+f sinx - x? Na prvni pohled je vidét, Ze jsme si od

zadani moc neulehdili.

Ucelem per partes je, aby integral napravo ve vzorci byl snazsi ke spo¢itani nez
integral nalevo. Pro spravnou volbu dosazeni do vzorce za u a v' neni Zddna metoda. Je
to otdazka cviku. Proto je na mnou vytvorenych webovych strankach uvedeno vice
prikladi.

Nyni se seznamime s dal$i metodou, kterou pouzivame pii vypoctu integralii a to
substituci. Princip substitu¢ni metody je prosty. Zavedenim nové promnénné prevedeme
integrovanou funkci na takovou funkci, kterou miizeme snadnéji integrovat. Substitucni
metoda vychdzi z véty o derivaci sloZzené funkce. Uved’'me si vétu o substituci, kterou se

pti feSeni prikladl budeme fidit.
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Necht' F(y) je primitivni funkei k funkei f() na intervalu (a,f) a necht’ funkce
g(x) ma derivaci g'(x) na intervalu (a,b). Necht pro kazdé¢ x z intervalu (a,b)

hodnota g(x) patii do intervalu (a,f5). Potom je funkce F(g(x)) primitivni funkci
k funkci f(g(x))-g'(x) na intervalu (a,b).

Vyse uvedenou vétu zapisujeme:

| r(g(x))-g ' (x)dx=] f(y)dy.

To neznamena nic jin¢ho, nez Ze integral na levé strané vzorce mizeme spocitat
pomoci integralu na pravé strané. Do pravé strany musime pouze po integraci zpétné

dosadit za proménou y.
Nejlépe si vétu o substituci opét predvedeme na ptiklad€. Naleznéte primitivni

1
(5x+1)

funkci k funkci £ (x)=
Reseni:
Obdobn¢ jako pro ptedchozi piiklad zvolime substituci za novou proménou
y a spocteme jeji derivaci dy:
y=35x+1,
dy=5dx.

Ted dosadime y a dy:

1 dy 1¢ -5, 1y —1
~ D[y igy= o rc=—tC
fys s=slye=s5 20y

Nakonec zpétné dosadime za y pivodni funkci:

-1

—+C.
20(5x+1)

To plati pro vSechna x nalezici realnym cislim.

Pro nékteré ptiklady mohou postupy k feSeni obsahovat jak metodu per partes,

tak metodu substitu¢ni, ptipadné se nékteré z metod miizou opakovat.
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3.5 Ur¢ity integral
Prostfednictvim urcitého integralu jsme schopni spocitat obsahy rovinnych
utvart, piipadn€é objemy rotacnich téles. Hodnota urcitého integralu je cislo
predstavujici obsah plochy, ktera je mezi grafem funkce a osou x. Tuto myslenku si

pfedvedeme na nasledujici situaci.

Na obrazku je graf funkce f(x) omezené na uzavieném intervalu (a,b).

vy |5

Obrazek 14: Graf funkce na uzavieném intervalu

Chceme-li spocitat obsah plochy mezi grafem funkce a osou x na intervalu
(a,b), je logické rozdélit si tuto plochu na mensi plos$né obrazce (nejlépe obdélniky),

jejichZ obsah umime spocitat a ty pak secist. Tyto obdélniky vytvoiime nésledovné.

Zvolime body x,, x,,..x, takové, ze b=x,>x,_,>..>x,>x,=a. Dostaneme

n

tak mnozinu intervald, kterou si oznacime D.
D:{<a’ x1>: <x1’ x2>: <x2’ x3>""<xn—l ) b>} .
Tuto mnozinu D nazyvame dé€leni.

Nalezneme-li pro kazdy z té€chto intervalll minimalni hodnotu, kterou v ném
funkce f(x) nabyva, vymezime tak nase obdélniky. Z nésledujiciho grafu vlevo je vidét
kde se tyto obdélniky nachazi. Na grafu vpravo je vidét, ze pokud zvolime véEtsi pocet

intervalii, nami spocitany obsah bude piesnéjsi.
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Obrdazek 15: Grafy funkce s obdélniky pod kiivkou

Ozname m, minimalni hodnotu funkce f na intervalu (x,_ ,,x;). Soulet

vSech obdélnikl pod kitivkou tedy mizeme napsat jako

n
S:Z mi'(xi_xi—l)-
i=1

Kdyz budeme postupovat tak, ze zvolime vysSku obdélnikii podle maximalni
hodnoty funkce v téchto intervalech, ozna¢ime tyto funkéni hodnoty M .. Soucet vSech

obdélnikl pak zapisujeme jako
S:Z M- (x,=x,_,).
i=1

Graf pro takové obdélniky vypada nasledovné.

y |5
(=)

0 ! 5 b

Obrazek 16: Graf pro obdélniky podle maximalni hodnoty funkce
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n
O szz m.-(x,—x, ;) mluvime také jako o dolnim integrdlnim soudtu.
i=1

Zaved'me si tedy tento pojem a oznaCme jej s(D,f). V tomto oznaceni je f spojitd
funkce na uzavieném intervalu (a,b) a D je ndmi vySe popsané déleni do intervali.

Hodnota s(D,f) je rovna
s(D, f):zmi'(xi_xifl)'
i=1

Obdobné si zaved’'me pojem horni integralni soucet § Of. Jeho hodnota je

S(D:f):lz:,Mi'(xi_xil)~

Plati, ze ¢im vice intervalii zvolime, tim jsou hodnoty S(D,f) a s(D,f) blize.
Déle tedy plati, ze pro vSechna D existuje pravé jedno K nalezici mnozin¢ realnych

Cisel takové, ze
S(D,f)>K>s(D, f).

Toto ¢islo K je pravé obsah mezi osou x a grafem funkce f(x), protoze je to
jedind hodnota mens$i nebo rovna souctu obdélnikii pod kiivkou a také je to jedina

hodnota vétsi nebo rovna souctu téchto obdelnikt nad kiivkou.
Nyni miizeme piejit k definici Riemannova integralu.

M¢&jme uzavieny interval {a,b), funkci f spojitou na tomto intervalu a horni
a dolni integralni soucet S(D,f) a s(D,f). Pokud pro K nélezici mnozin¢ realnych cisel
plati S(D, f)>K>s(D, f), potom se K nazyva Riemanniv urdity integral. Uréity

integral zapisujeme

Pii pocitani urCitych integrali vychdzime z definice pro Newtoniv urcity
integral. Proto si uvedeme i tuto definici.

Necht F(x) je primitivni funkce k funkci f(x) na uzavieném intervalu
(a,b) acislo K nalezici readlnym ¢&islim. Pokud K=F(b)—F(a), potom K se nazyva

Newtontiv urcity integral.
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S ohledem na vySe zminéné definice pouzivdme k vypoctu urcitého integralu
vzorec:

b

ff(x)dsz(b)—F(a).

a

Ten nékdy v ptikladech zapisujeme:
b

J £ (x)dx=[F(x)].

a

3.6 Vypocet urcitého integralu
Stejné jako jsme uvedli jistd pravidla pro derivace, uvedeme i1 zde nékteré véty,
které pii vypoctu urcitého integralu pouzivame. Tyto vEéty zahrnuji vlastnosti urcitych
integrall a jejich Gcelem je usnadnit ndm vypocet.
M¢jme dvé funkce f, a f, spojité na uzavieném intervalu J, necht a,b jsou
libovolné body ndlezici uzavienému intervalu J a c¢,,c, jsou libovolné realné

konstanty, potom

2 >

[le1<x)+czf2(x)]dx:clf fl(x)dx+cszz(x)dx-

Tuto vétu si pfedvedeme na piikladé. Ve kterém vypocitdme urcity integral
2
| 3x*+6x —124x.
1

ResSeni:
Podle vyse zminéné véty rozlozime integral souctu/rozdilu na soucet/rozdil
integrali.

2 2 2
3_[ xzdx+6fxdx— 12_[ dx
1 1 1

Potom vse zvlast integrujeme.
32 22

35T +el5] 2]

Nyni dosadime horni a dolni meze za x podle vzorce, ktery jsme odvodili

z Newtonova urcitého integralu.
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2’—1°
( ) —12(2—1):?+7—12:7+9—12:4

: (22_12>

3
2

+6

Uved’'me si nyni n€kolik dalSich vét, které nam pii vypoctech mohou pomoci.

Pokud je funkce f na uzavieném intervalu (a, b) nezaporna a spojita, potom

}f(x)deO.

Pokud jsou funkce f a g spojité na uzavieném intervalu (a,b) a pro kazdé
a z tohoto intervalu plati f (x)>g(x), potom také plati
b

ff<x)dxzfg(x>dx.

a
Dale véta o zamén€ mezi integralu.

Pokud urcitému integralu zaménime meze, potom se zméni i znaménko.

j'f(x)a’xz—:ff(x)dx

Véta o aditivnosti urCitého integralu.

Pokud je funkce fspojita na uzavieném intervalu Ja pokud body abc=J potom

b

[ Fx)de=] fx)ds+ [ £x)ax

a

Dalsi véta, kterou uvedeme se tyka substitucni metody.
Necht' {(a,b) je uzavieny interval, g(x) je prostd funkce spojitdi na tomto
intervalu a g'(x)#0 je jeji derivace spojitd na tomto intervalu. Pokud je spojita i funkce

f(v) pro vSechna y=g(x), kde x nalezi uzavienému intervalu (a, b), potom

Véta tikd, ze pokud aplikujeme substitu¢ni metodu na ur€ity integral, musime po
zméné proménné zmenit 1 jeji meze. Nové meze ur¢ime jako funkéni hodnoty nové

funkce. Tuto vétu o substituci si piedvedeme na ptikladé.

4ln’ x

Vypocitejte urcity integral f dx.
1
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ResSent:

Zvolime substituci za novou proménou y a spocteme jeji derivaci dy:

y=Inx,
dyzldx.
X

Dosadime za x do substituce pro dolni mez.
x=1, takze y=In1=0.

Obdobné za x dosadime 1 pro horni mez.
x=e, takze y=Ine=1.

Ted dosadime y a dy spolecné s piepocitanymi mezemi a dopocitame piiklad.

1 1 4 1
Jay’dy=4 ]y dy=4[L] =4(
0 0 4 0 4

Jak pro neurc€ity integral, tak pro urcity integral se da pouzit metoda per partes.
Na jejim vyuziti se nic neméni.
Pokud funkce u=u(x) a funkce v=v(x) jsou spojité na uzavieném intervalu

(a,b), potom
fuv'dx uv fu vdx.

To je cela teorie obsazena na mnou vytvorenych internetovych strankach.
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Zavér
Jako cil své bakalarské prace jsem se rozhodl vytvotit webové stranky, které
maji slouzit jako pomiicka pro vyucujiciho pii ptipravé na hodinu. Tyto stranky mohou
vyucujicimu slouzit také jako internetova prezentace pii samotném vyucovani. Daéle
stranky mohou byt vyuzity studenty naptiklad pii opraSeni starych znalosti nebo pro
douceni latky, na kterou ve Skole chybé&li. Webové stranky jsou také volné pfistupné
Siroké vetejnosti, takZe z nich informace muze Cerpat nejen vyucujici a studenti, ale také

jakakoliv osoba, kterou zajima studijni material obsazeny na strankach.

V dnesni dobé je vkladani studijnich materidli na internet bézné. Nicméné
zdaleka ne ve vSech predmétech je zvykem pouZzivat pii vyuce internetové zdroje. Svou
bakalafskou praci jsem chtél poukazat na moznosti, které vyuziti internetu predstavuje
pro stfedoskolské vyucovani matematiky. Pfedev§im pak na vyhody, které z vyuzZivani

stalych internetovych zdroja pfi hoding plynou.

Obsah mé¢ bakalaiské prace jsem se snazil zaméftit predev§im na informace, které
mnou vytvorené webové stranky obsahuji. Pii tvorbé webovych stranek jsem si
uvédomil, Ze pro moji budouci pedagogickou praxi by bylo vhodné vytvofit navazujici
stranky 1 pro dalsi stfedoSkolskd témata. Chtél bych tim dosahnout jisté celistvosti
a utvofit tak ucelenou teorii matematiky pro stfedni Skolu, ktera bude pokryvat

tématické plany.
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