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‘A PRACH

Anotace

Prace je vénovana numerickému feseni systému Eulerovych rovnic popisujicich
stacionarni dvourozmeérné proudéni nevazké stlacitelné tekutiny ve 2D kanale a sys-
tému Navierovych-Stokesovych rovnic popisujicich stacionarni dvourozméme lami-
narni proudeni vazke stlacitelné tekutiny ve 2D kanale.

The work deals with numerical solution of the system of Euler equations de-
scribing steady two dimensional inviscid compressible fluid flow in 2D channel and
the system of Navier-Stokes equations describing steady two dimensional laminar

viscous compressible fluid flow in a channel.
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Seznam symbolu

AD(W") uméla disipace

C; [m] vektor délek Useku

d [%] vy$ka profilu vztazena na vySku kanalu
ds [m?) orientovany element plochy

dSx ,dSy (m?] sloZky orientovaného elementu piochy
D [m] vy$ka kanalu

D,, element sité

e [J.kg.m™] hustota energie

e [-] vektor déleni kanalu ve sméru x

= [V] energie

f vektor vnejSich sil

F(J) vektor hustoty toku veli¢iny J plochou 8V
F.G vektory nevazkych toku

K.k, [-] parametry umeélé disipace

L [m] délka kanalu

Lp [m] délka profilu

Ln [m] délka vstupni €asti kanalu

Ma [-] Machovo Cislo

n [m] vektor vnéjsi normaly

n [-] pocet déleni kanalu ve sméru y

P [MPa] tlak

P(J) hustota produkce veli€iny J

q, (W] vektor tepelného toku

r [m] polomér kruhoveého oblouku

Re [-] Reynoldsovo Cislo

R,S vektory vazkych tokU

S [K] Sutherlandova konstanta, efektivni teplota
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S b [-] plocha elementu

t [s] cas
¥ (K] teplota
T, [K] referencni teplota
u [J] vnitfni energie
vV [kg.m™] objem
w [(m.s™] vektor rychlosti
w, [ms™] slozky vektoru rychlosti
W/, numericke feSenivbodé x=x,, y=x; a t=t,
X [m] soufadnice vektorového pole
, [m] slozky vektoru soufadnic
X, veli¢ina nabihajiciho proudu
X, normalova slozka vektoru
X, te¢na slozka vektoru
XYy [-] X-0va, y-ova souradnice uzlu sité
Xy Y1, [-] soufadnice tézist elementu sité
b4 [ pocet Usekl v kanale
d; [-] jednotkovy tenzor (Kroneckerovo delta)
8,77, [-] parametry umelé disipace
n [Pas] dynamicka viskozita
1, [Pa.s] referencni dynamicka viskozita
K [-] pomér mérnych tepelnych kapacit
v [m?s'] kinematicka viskozita
p [kg.m™] hustota
oy [MPa] tenzor napéti
7 [MPa) tenzor smykovych napéti
¢ [Pas] objemova (druha) viskozita

Numerické feseni proudéni v kanale 8



VA (‘[.‘,l’_\(';E

1. Uvod

Numerické feSeni problému proudéni prochazi v poslednich letech neustalym
vyvojem. Stale Castéji se tyto metody vyuZivaji v komeréni sféfe. Firmy jej pouZivaji
ke sniZzeni nakladl na vyvoj novych produktu. Snizuji tak naklady na experimentalni

méfeni, tvorbu modell a hlavné zkracuji potiebny €as vyvoje prototypu.

Analytické feSeni rovnic popisujici proudéni jsme schopni v dnesni dobé nalézt
pro velmi malo pfipadU a to je$té pro krajné jednoduché situace. Proto teoretickym
feSenim rozumime vytvoreni fyzikalniho modelu, nasledné jeho matematickou ana-

logii — numerickou aproximaci a numerické feseni.

V diplomové praci je provedeno feSeni systému Eulerovych rovnic popisujicich
stacionarni dvourozmérné nevazké stladitelné proudéni tekutiny a uveden systém
Navierovych-Stokesovych rovnic popisujicich stacionarni dvourozmérné laminarni
vazké stlacitelné proudéni tekutiny v kanale daneho tvaru. Numerické feSeni bylo
ziskano pouze pro systém Eulerovych rovnic. System Navierovych-Stokesovych rov-
nic byl zpracovan pouze teoreticky.

V zavéru jsou ziskana data numerického feSeni porovnana s daty uvedené v

[1].

Numericke reseni proudéni v kanale 9



2. Zakladni rovnice popisujici proudéni

2.1. Veli€iny vystupujici v rovnicich

Rychlost:
Rychlost je limitni hodnota poméru drahy k délce pfislusného €asového useku.
W= g{ (2.1)
at

Rychlost je vektorova veliCina (tenzor prvniho fadu). Kazdému bodu v prostoru
je pfifazen vektor, ktery ma obecné tfi slozky do sméru soufadnych os. V rovinném
pfipadé, kterym se tato prace zabyva, ma vektor rychlosti dvé slozky, a to do sméru i
a do smeéru j. V dalsim textu budeme sloZku vektoru rychlosti do sméru i oznaCovat
jako u a slozku vektoru rychlosti do smeéru j jako v (v prostorovem pfipadé bychom
oznacovali slozku vektoru rychlosti do sméru k jako w).

Tlak:

Tlak je obecné napéti, tj. sila pfipadajici na jednotku plochy mysleneho fezu
vedeneho tekutinou. Sily pusobici na tekutinu jsou dvojiho druhu. Sily objemove, kte-
ré pusobi na vSechny &astice v uvazovaném objemu V. Jsou to sily, které vytvareji
silova pole, jako napf. gravitacni, odstfedive, elektromagnetické. Druhym typem sil
jsou sily povrchové, kterymi na sebe pUsobi molekuly leZici po obou stranach my$le-
ného fezu, jeZ je od sebe ,pomysiné“ oddeélil.

Nyni se budeme zabyvat pouze silami povrchovymi.

Vytkneme-li si v prostoru elementarni ploSku dS, pak na jeji slozku dSx, kol-
mou k soufadné ose x, pusobi silovy vektor dF , ktery ma tfi slozky do smérl sou-
fadnych os, a tedy i tlak na ni pusobici je vektorem tlaku. Podobné je tomu i u ostat-
nich sloZzek elementarni plosky dS . Z tohoto poznatku vyplyva, Zze napéti je tenzo-

rem druhého Fadu.

Pro newtonskou kapalinu piseme [1]:

oy =—Poy+1y, (2.2)

Numericke reseni proudeni v kanale 10
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kde:
- tenzor napéti,
o, normalova sloZka napéti,
s jednotkovy tenzor (Kroneckerovo delta),

T enoesies tenzor smykovych (vazkych) napéti.

Pro vyjadfeni uginkU vazkosti v pohybujici se tekutiné je tfeba vyjadrit zavislost
tenzoru vazkych napéti na rozlozeni vektoru rychlosti. Pfedpokladejme, Ze tenzor
vazkych napéti zavisi pro kazdy bod prostoru a kazdy ¢asovy okamzik jen na rozlo-
Zeni vektoru rychlosti. Pfitom vazka napéti se uplatni jen pfi vzajemném posunuti

dvou sousednich vrstev tekutiny, tj. smykove deformaci elementu tekutiny. Tenzor z;
tedy zavisi na derivaci rychlosti podle soufadnic, tj. na dw, /dx, . Pfedpokladame, Ze

zmeény rychlostniho pole jsou tak malé, Ze k jejich popisu sta€i pouze prvni derivace
rychlosti podle soufadnic, a ze i jejich sou€iny a Ctverce Ize zanedbat. Uvedomime-li

si, Zze tenzor napéti o, je v homogenni tekutiné symetricky, miZeme zapsat tenzor

teCnych napéti ve tvaru [1]:

oW : ow .
T:}' == q(__f_i_g&J_'_ 4’5#{ xi

J : (2.3)
)

ox;, 00X, 0.
kde:
IR jednotkovy tenzor (Kroneckerovo delta),
B dynamicka viskozita,
g objemova (druha) viskozita.

Dynamicka viskozita 5 se uplatiiuje ve vazkych napétich, ktera vznikaji pfi
smykové deformaci elementu tekutiny. Objemova (druha) viskozita ¢ se uplatiiuje ve

vazkych napétich, ktera vznikaji méni-li se objem tekutiny pfi sou¢asném zachovani
jeho tvaru [1].

Numerické feseni proudéni v kanale 1
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V pfipadé nestlacitelné tekutiny Ize psat tenzor napéti:

o po. + r{aw" +__5w,. J )
. =—pb, , (2.4
' ' ox;, ox;

V idealni, nevazké tekutiné pusobi pouze sloZky normalové, proto jsou prvky
mimo diagonalu nuloveé a Ize psat:
o, = ~p§,}-, (2.5)

Tento vyraz plati i pro realnou newtonskou tekutinu v klidu.

Viskozita:
Viskozita je vlastnost tekutiny zpUsobujici vnitfni tfeni v tekutiné a tedy i vznik
te€ného napéti a tim i pfenos silového pusobeni ve sméru kolmém na nositelku sily.

Dynamicka viskozita 7 zavisi na teploté a na tlaku.

Kinematicka viskozita, jezZ je definovana vztahem:

n
= 2.6
P (2.6)

kde:

zavisi take na tlaku a teploté.

Numerickeé feseni proudéni v kanale 12



2.2. Zakladni rovnice popisujici proudéni

Vychozi rovnice dynamiky tekutin vychazeji ze zakladnich fyzikalnich zakonu:
1) zakon zachovani hmoty,
2) zakon zachovani hybnosti,
3) zakon zachovani energie.

A posledni konstitu€ni rovnice:

4) stavova rovnice.

Prvni tfi rovnice bilance zachovavane veli€iny oznaCujeme jako zakladni zakony

zachovani.

Bilan&ni rovnice fika, Ze Casova zména zachovavané veliCiny v kontrolnim ob-
jemu Vje rovna toku této veli€iny kontrolni plochou 8V do, popf. zji vymezeného

objemu, a jeji produkci (dojde-li k ni) uvniti kontrolniho objemu. A tedy [1]:
0
= [vav+ [ F(nds= [PV, 2.7)

kde:
F (V) ...vektor hustoty toku veliiny J plochou 8V,

P(J) .... hustota produkce veliginy J.

Bilan¢ni rovnice (2.7) plati bez ohledu na to, jak se veli¢ina J méni uvniti V. Pla-

ti i tehdy, je-li zména J nespojitou, jak je tomu napf. v razovych vinach.

Druhy €len (povrchovy integral) v rovnici (2.7) nyni pfevedeme pomoci Gausso-
vy véty na integral objemovy:

oF, (V)
[ F)nds = J;?;k—dV. (2.8)

Numerické feseni proudéni v kanale 13
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Objem V byl zvolen zcela libovolné&, musi platit bilanéni vztah (2.7) i pro vyrazy

pod integraly, tedy:

oJ oF,(J)
= -P(J
I ). (2.9)

Tento diferencialni zapis bilanéni rovnice pro veli¢inu J vyjadfuje bilanci J v infi-

nitesimalné malém objemu dV .

Jednotlivée zakony zachovani nyni dostaneme dosazenim odpovidajicich za-
chovavanych veli¢in (hmotnost, hybnost a energie) do bilan¢ni rovnice (2.7) nebo
(2.9).

2.2.1. Rovnice kontinuity

Dle zakona zachovani hmoty je zachovavanou veli€¢inou hustota p. Hustotou
toku této veliiny je F (J)= p.w,. Pokud nedochazi k hromadéni tekutiny v objemu V,
pak dosazenim do rovnice (2.9) dostaneme rovnici kontinuity pro nestacionarni prou-
deéni stladiteiné tekutiny ve tvaru [1]:

6_30_'_ 5(pwa) — 0
ot OX; '

]

(2.10)

Pro proudéni nestlacitelné tekutiny, v niz je p = konst., se rovnice (2.10) zjed-
nodusi na:
ow,
=) 2.11
OX i a1
Rovnice (2.11) je skalarni rovnici se 3 neznamymi, a to w;, wz, ws. V rovnici

(2.10) jesté pristupuje 4. neznama, kterou je hustota p.

Numerické feseni proudéni v kanale 14



2.2.2. Navierova-Stokesova rovnice
Zachovavanou veli¢inou je zde hybnost J = pw, . Je to vektorova veli€ina, proto

bilanci hybnosti musime provést postupné ve sméru vSech soufadnych os.

Tok hybnosti F,(ow,) se obecné skiada z konvektivni slozky (ow, w, a z kon-

duktivni slozky, ktera je vysledkem pUsobeni vnéjich sil, tj. napétimi na elementu
tekutiny, vyvolanymi vnéjsi (povrchovou) silou a vnéjsi objemovou silou.
Bilan&ni rovnice (2.7) pro hybnost bude mit tedy tvar:
0
f 5 (ow)av+ [ (ow,)w,noS ([ o,n,dS+ [ pdv)=0.
(2.12)

Pomoci Gaussovy véty (2.8) pfevedeme povrchové integraly na objemové. Jeli-
koZ se vychazelo ze zcela libovolného objemu, Ize vynechat operator integralu a za-
kon zachovani hybnosti pfepsat do diferencialniho tvaru:

C(ow)+ 2 (oww, ~0,)= pf (2.13)
ot o, ik . = )

/

Prvni €len spolecné s prvnim €lenem v zavorce upravime pomoci rovnice konti-
nuity (2.10), druhy €len v zavorce dle vztahu (2.2) a (2.3) [1]:

: . ow :
p{awww aw,}z_aer 0 v[ ,+aw,] i (Caw“]wﬂ_

& e ) ox o ox|lax  Bx)l ax )T ar

(2.14)

Z kinetické energie plynu lze odvodit, Zze ¢ = —gq. Pro konstantni hodnoty #

pak Ize psat tzv. Navierovu-Stokesovu rovnici:

ow, ow, 1ap 1 a(aw,} 0w,
—+w =—— +—= +v

+W, —= v
ot oxX pox, 3 ox
(2.15)
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V nestlaitelné tekuting je ow, /ox, =0 (viz. rovnice (2.11)), pak:

2
ow, 0w _ 1o dw s

ot Wf'a o ox:
) X, P 0X,; j

Pro nevazkou tekutinu (v = 0 ) dostaneme z rovnice (2.16) tzv. Eulerovu rovnici:

ow, ow, 1 0p
—4tw, - — — 11 (2.17)
ot OX P OX,

Pokud zanedbame viiv objemovych sil, bude v rovnicich (2.14), (2.15), (2.16),

(2.17) ¢len f, roven nule.

2.2.3. Energeticka rovnice

Zachovavanou veliCinou je zde celkova energie, tj. J = p(u +%w2} coz je veli-

Cina skalarni. Tok téZe energie je F, = pW,[U+%W2J. V bilanci energie se uplatni i

dal$i energie vstupujici do objemu V, a to:

prace vnéjsich sil

[ ow fav,

prace povrchovych sil (tj. prace tlakovych sil a vazkych sil)

_ oT;W,
~ [, pw,ndS+ [ z,wnds= -L%v o [ gy
v v 8x,. axj '

tok tepla hranici 6V do objemu V

aq,
- qu;.ni.dS = —LE%dV_
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Po dosazeni do bilan¢ni rovnice (2.7) s pouzitim (2.8) dostaneme:

0 1, 0 1,
— u+—w-* |dVv w|lu+—w*||dV =
aer[ i ) +Lax’o‘( 2 H

- [ pwfaV - L‘:’pw iadd ‘3‘7* av.
(2.18)
nebo v diferencialnim tvaru:
ng + 5%— pw E + Eg(pw,. -T,W, + q,.)z pw,f
(2.19)

ktery uz lze formalné upravit na konzervativni zapis zakona zachovani energie:

2e+—a—(49w - p;W; + ) w.f
61‘ aX‘, if ql p iy (220)

kde:
e=Ep,

E:u+1w?
2

Pokud zanedbame vliv objemovych sil a tok tepla, bude v rovnicich (2.18),
(2.19), (2.20), ¢len f, a q; roven nule.
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3. Matematicky model

Matematické modely popisujici proudéni stlagitelné tekutiny vychazeji ze za-
kladnich zakonU zachovani uvedené v kapitole 2 (2.10, 2.16, 2.20). Dvojrozmérne
proudéni obecné vazké stlacitelné tekutiny je popsano nasledujicim systémem parci-
alnich diferencialnich rovnic (Navierovy-Stokesovy rovnice):

p+(ow), +(pw,), =0
(ow), +(pw! +p) +(pww,), = (1), +(721),
(o), +(pwws), +( o3 +p)} )y + (),
]

€, +[(c+ p)w,] [ e+p)w, | :(11 T+ Wyt + K1), +(wry + Wy 1y, +xT5),

(3.1)
kde:
o S R hustota
W Wi slozky vektoru rychlosti
s pe e e celkova energie v jednotce objemu
o e tlak,
R AN teplota,
T R Py tenzor vazkych napéti.
Pro slozky tenzoru vazkych napéti pouzivame nasledujicich vztahu:
Z"” - I? (iwu = g‘1;’2],- ],
3 3
T q(w”. Wy )’ (3.2)

4 2
Ty =7 Ewn‘ _Ewu‘ .

Tento systém je doplnén stavovou rovnici pro idealni tekutinu p = pRT, jeZ ve-

de na nasledujici vztah pro tlak:

pte-tfo-Lotot o)
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3.1. Matematicky model pro nevazkeé proudéni (Eulerovy rovnice)

Matematicky model, tj. systém Eulerovych rovnic, ziskdme za pfedpokladu za-

nedbani vazkych efektu (tedy 7=0) vsystému Navierovych-Stokesovych rovnic
(3.1). Vysledny systém v nestacionarnim tvaru (3.5):

W,+FW) +G(W), =0, (3.4)

FW) +GW),=0. (3.5)

Stacionarni tvar (3.5) ziskame feSenim probléemu (3.4) pfi stacionarnich okrajo-

vych podminkach a pfi r — « . Tuto metodu nazyvame metodou ustalovani [1].

Vektor konzervativnich proménnych W a funkce nevazkych fyzikalnich tokl

F,G jsou pak dany:

p oW, pw,
2
PW, pPW, +p PWW,
PW, ) PWW, () pwi+p |3.6)
e (e +P)w ] L(e+P)w, |

Veli€iny v konzervativnim tvaru jsou normovany:

P p e

W W,
po>— . wo—L.wo>-2.p> St

SR 2
pac- aac' am )Onoaun pao aa:,\

kde index « oznacuje hodnotu v nabihajicim proudu.

Poznamka: Pro numerické feSeni jsem pouZil znageni:

P L
AR ¥ e ¥ MY B
PW, 1,

e n, |
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Zbyvajici vektory potom jsou:

Stavova rovnice:

G(W)=

< )

Nk

2n,

]_

Numerickeé feSeni proudéni v kanale
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3.2. Matematicky model pro vazké proudéni

(Navierovy-Stokesovy rovnice)

Matematicky model, tj. systém Navierovych-Stokesovych rovnic, jsme jiZ popsa-
li ve tvaru (3.1), ktery pfepiSeme do konzervativniho tvaru:

WAFEW), +GW), =R(W. W, ) +S(W. ). (B7)
F(W),+G(W), =R(Wy, W), +S(Wy.W,),. (3.8)

Stacionarni tvar (3.8) ziskame fesenim problému (3.7) pfi stacionarnich okrajo-
vych podminkach a pfi 1 —» .

Vektor konzervativnich proménnych W , funkce nevazkych fyzikalnich toku

F,G afunkce vazkych fyzikalnich toki R,S jsou pak dany:

r = I_ =]
P PW, W,
) w + w,W
W I O Tl R T U T I
W, LW, W, PWy+p
e _(e+p)wl_ h(e+p)w2*
5 . x e . 3
T Ty
R(W.\‘!W}')=77 T, S(W_‘-,W,-)——‘I] Ty,
k k
T, + Wyt +—1, W,Ty + WyT, +—1T,

Dynamicka viskozita je funkci teploty 7 =7 (7"). Tato zavislost mGze byt pocita-
na dle Sutherlandova vztahu [7]:

3

n=no[H 2 (3.9)
kde:
B s referenéni dynamicka viskozita pro referencni teplotu 7,
LRI AN referencni teplota,
... efektivni teplota, tzv. Sutherlandova konstanta charakteristicka pro plyn.

Numerické Feseni proudéni v kanale
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4. Volba sité

Pro numerické feSeni byla zvolena strukturovana sit' tvofena &tyfuhelnikovymi
elementy, jeZz je vhodna pro metodu koneénych objemu. Na obrazku 4.1 je zobraze-

na sit s ¢asti kruhového oblouku, kde:

| R délka kanalu,
Lp........ delka profilu,

Ln........ délka vstupni ¢asti,

B vyska kanalu,

. [ vyska profilu v %,

F ety sare polomér kruhového oblouku,

b esnrnn s obecna soufadnice na ose X,

IR obecna soufadnice na ose y.
‘ . - - i | : . (
§R05aRINEag. A}
Lol e .
B —— —
o —

Obr. 4.1 Strukturovana sit' s kruhovym obloukem
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Na obrazku 4.2 je zobrazena sit s kombinaci kruhového oblouku a sinusoidy.

A

e -— —

Obr. 4.2 Strukturovana sit' s kruhovym obloukem a sinusoidou

Poznamka: Strukturovana sit' tvofena Ctyfuhelnikovymi elementy umoziuje vel-
mi vyhodné uloZeni dat do dvojrozmérnych poli.

Poznamka: Dle zadanijeD=1,Lp=1,Ln=1,L=3,d=0,1=10%
Poznamka: r je zavisle nad a Lp dle:

_ Lp*+4(d.D)’
- 8(d.D)
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4.1. Déleni ve sméru x
Generace sité umozfiuje ve sméru x rozdélit po délce kanal na Useky s riznym

pocttem elementu.

5
xf._,r :x(I+ _I_' (41)
=1 h=l ef
L
X =-[—2‘3+ Ln]‘ (4.2)
jer ) fe,. (4.3)
/
kde:
e s pocet UsekU,
" potet déleni v daném Useku £, fe(l,z),
€ dnsinss délka daneho useku 7, fe(l,z).

Poznamka: V obrazcich 4.1 a 4.2 byly pouzity tyto vektory:
1 S
0.5 5
0= e =
8.5 5
1 5

Numerické feSeni proudéni v kanale
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4.2. Déleni ve sméruy

Sit ve sméru y byla generovana s konstantnim délenim ». Podle pozice ve

smeéru x byly soufadnice pocitany dle vztahu:

yr.j 3 u‘(D_y:)-‘-y:! (44)
e ) (4.5)
n
pro —st”sO:
2 »,
y,=r’-¢*-r+d.D, (4.6)
Is ﬁq —1
g=—-L. 2 (4.7)
2 e,
Lp - >
pro sy, 5 - a kruhovy oblouk:
y,=\r’-q¢° -r+d.D, (4.8)
& 1'—2(?!
g=—"t.—= (4.9)
2 e,
Lp : L
pro 0<x, < = sinusoidu:
= d—;)—[cos(q)+ 1} , (4.10)
=1
q:f-[f—Ze,], (4.11)
€, I=1
pro —%E—Lnsx,lj<—L7pv%<xil}sL—2p+(L—Lp—Ln):
Y. =0, (4.12)
kde:
Eresed pocet déleni ve sméru y.
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o w

K odvozeni tézist elementl bylo pouZito statickych momentd k jednotlivym

osam.
i-1,j+1 Wl
7:;41,
i1,
2 : : i+1,
FJ'.
S T
';-1!‘- .
{ : S -1 i+1,j-1
i-1,j-1 3% '
i-2,j-1
7;1'-1 Z
i-1,j-2 ij-2

Obr. 4.3 Zobrazeni tézist' elementu

ProtoZe byly elementy sité ve vertikalnim lichob&znikovém tvaru, Ize psat pro
statické momenty:

S, =%:jay2dx : (4.13)
b
S, = [xayadx, (4.14)
kde:
- — staticky moment k ose X,
B i staticky moment k ose y,

- plodna hmotnost.
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S pouzitim rovnice pfimky a o =1:

Sx,, = Sxz, ~Sxi, (4.15)
Sy, =Sva, =Sn,» (4.16)
1
Sea, == ko, (s =)+ (3 0, (321, = 62))+ 30200y~ 0,).
(4.17)
1
SXI, = _g(k‘lr_}z {X?_wq = X?J_1]+ (3k1| 9, (Xr2—1.:—1 - X:2|1_1))+ 3q1”2 (XHJ_1 5 xw_‘)) :
(4.18)
1 1
Sva, =35, (X}, - x0y,)+ 2%, (%}, =%y, )s (4.19)
1 1
S, =3k, (X = Xaa) + 50, (X0 =Xy b (4.20)
Potom soufadnice téziste:
S
e (4.21)
iJ mi'J
SX
e | 4.22
g B m,, ( )
Pro
m,;=0S,; =S, (4.23)
k1 = yu-1 ¥ yf—1,j—1 . (4.24)
1. xu'1 — Xl'—1.j—'|

ky, = Yty (4.25)

- x'”r -— X‘._U
q“a.; = yi—t;—‘l = xr—1.)-1k1 ) (426)
Gz, = Yy~ Xia Kz (4.27)

kde:

& Lt plocha elementu.
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Hodnota S, ; byla urena pomoci vektorové formy (viz. obr. 4.4):

5,=5,+S,,, (4.28)

1
81- J 5 Eixf-"-1-1 (y,.1,_f = yl.; ) 2 x1-1,; (}’,J = yr-‘l_;—‘-.)+ X,J (ya-1,;-1 i yr-1_, )‘ ' (4’29)

1
82,; = -‘xf-i_;-1(y;.; = y;,j—‘i)+ Xi (y._;-'l = 1_;_1)"' X,,,_1(}’,.1,;.1 _y"f)l' (430)

2

-1,

i
S,

Wz

141

Obr. 4.4 Vypocet plochy elementu

Numerické feseni proudéni v kanale
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4.4, Délky stran elementu

Délky stran byly pocitany dle vztah(:

gael =z ..~ %,

A, =y, .-V

a2, =x..—x, i)
&2, =y, =y

Na obrazky 4.5 je zobrazeno geometrické vyjadieni délek stran elementd.

gxe

i

ij-1 '

i~1,j-1

Obr. 4.5 Délky stran elementu

4.5. Virtualni téziste

K ur&eni soufadnic virtualnich tézist byla pouzita vektorova forma. Pomoci ska-
larniho soucinu 3 vektorl — prvni vektor tvofi osu zrcadleni, druhy je obrazem zrca-
dleni a tfeti je zrcadlen. Nyni zde popiSeme postup, jeZ je patrny z obrazku 4.6.
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Ij+1

4
Obr. 4.6 Symetrie tézisté elementu
a(ar’af) 8, =Xp .~ Xiu; 8 =¥Yr,., Yy
b(bx'by) bx = Xa,j i x:’—‘l.; by = yr.; = y{—‘l,,i (432)
C(C,,Cy) B = er,_} — X1 G = yTv,__, =¥
Uhel ¢ je dan skalarnim sou&inem vektorl a,b :
anb ax.bx +a b
cos(¢) = = —
al.lb 2 2 2 2
| H | Ja! +a, .\/b‘ +b, _ (4.33)
Dale pak skalarni souginy:
a-c = a||c|.cos(2¢) = |a[* .cos(2¢) = K1, (4.34)
b«c =|a|.\b|.cos(rp) =K2. (4.35)
Potom:
a,c, a,c,|Ki1 (4.36)
b.c, b,.c|K2
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Resenim je hledany vektor ¢:
o _8K2-b, K1

x , (4.37)
a b, -a.b,
b, K1-a, K2
c, =Xr——x — (4.38)
* ab -a.b
Pfesna poloha virtualniho tézisté:
Xr,, = Xi4;+Cy (4.39)
y'i'l.r,_J = y’—"-i i cy ! (4'40)

v v w

Vektor rychlosti musi byt take symetricky (metoda odrazu na sténé). Postup je

patrny z obrazku 4.7.

Wi

T

%1

Obr. 4.7 Symetrie vektoru rychlosti
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Pokud byly definovany uhly:

y=B-(6-p)=2p-7¢, (4.41)
W?
0= arcrg[ J (4.42)
Potom
Wy, =W, W, 2 -cos(y), (4.43)

Way, =Wy,  +W, 2 sin(y). (4.44)

4.7. Interpolace hodnot
Pro elementy s uhlem £ #0 bylo nutné provadét interpolaci z virtualnich tézist
do realnych tézist.

w w

— W, TV
Wy Bl Y (Vr, R &% )‘;“_T’. (4.45)
Tv,f Tv, 1
W,, —W
2V, 2V,
w, =W, +(x, - X )._u by (4.46)
1 1-1.,] 1 -1, XTV _ Xn
¥} -1
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5. Numerickeé reseni

Numerické feSeni ziskame metodou kone&nych objemu pro pfipad strukturova-

ne Ctyruhelnikove sité. Integrujeme-li rovnici (3.7) pfes element D, , (vypoletni buni-

ka) a aplikujeme-li Greenovu vétu, dostaneme:

[[wlasay+  (Fdy—Gax)= f (Rdy—sav). (5.1)

oD, , b,

Po aplikaci véty o stfedni hodnoté na prvni integral ziskame:

n+ n A"
W =W, - ((F-R)dy—(G-S)ax), (5.2)
ij 8D,
#,, = [[dxdy, (5.3)
At=t,—t,, (5.4)
kde:
'+ S zvolena vypocetni burika (element, viz obrazek 5.1),
W s hlavni hodnotav D, ,
g plocha vypocetni bunky,
L Casovy krok.
Poznamka:
oxX

Greenova véta: Necht X (x,y), Y(x

6r . 4o A
,¥), —, — jsou spojité elementarni ob-
gx  dy

lasti D, oD je uzavfena, po ¢astech hladka Jordanova krivka, potom:

ﬂ—-‘ai dyzchdHY@
ab

Véta o stfedni hodnoté pro integraly: Necht funkce f a g jsou spojité funkce

na intervalu (a,b), na kterém g neméni znaménko, pak:

?fg = f(z) f[g ; pro vhodné z € (a,b)

33
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i+1)

-1,

Obr. 5.1 Vypocetni burika (element)

5.1. Schéma Laxovo-Friedrichsovo

Schéma Laxovo-Friedrichsovo bude mit tvar pro Eulerovy rovnice (3.5):

W = o -Gt (55
kde:
F’ _l[F(W )+F(W;)] (5.6)
G ==[G(w)+G(w)] (5.7)
AVy = Vi = Vi (5.8)
AX, =X, — %, . (5.9)

Numerické feseni proudéni v kanale
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Toto schéma Ize zapsat také ve tvaru

ro+l n At - n T l > n
W =W - Y (Fay, -GlAx, )+ TZ( "—W). (5.10)
i I

(D)

Nebo pro pfipad s parametrem umélé disipace ¢ e (0,1)

i

yn+ n A" - n all y n n
W = = D}J)g(ﬁ Ay, ~GiAx )+ (wr -w7). (5.11)

Pro pfipad strukturované sité tvofené &tyfuhelnikovymi bufikami bude schéma:

n+ rn A : n n n n n n n
er.JI:W’-J_;LZL(F;A)'IJ.'_(J{AY&) (wm; 2w, +Wa|;) 4(W:;+| 2W; +W;;|)

i k=

(5.12)

5.2. Schéma Laxovo-Wendroffovo

Schéma Laxovo-Wendroffovo bude mit tvar pro Eulerovy rovnice (3.5)
v pfipadé Richtmyerovy modifikace:

N

At &
W.m] — Wn nli Fﬂ el L ;
i i ﬂ(DU);( i Ay.t Gg ATJ.) N tzﬂ( )| (5 13)
W™ =W" - s i FMAy, -G )+AD w" 5.14
e e MG e e Y DR
kde:
AD(W,";) ........ ¢len umeélé disipace (viz. kapitola 5.4.).

Pro pfipad strukturované sité tvofené Ctyfuhelnikovymi bufikami bude

Richtmyerova modifikace:

W"‘-W"—ﬂ“(F."Ay*—G:Ax) 2 (i~ 2 4 ) W =2+ W),
(y]
(5.15)
W = W"-zi‘ : (F™ay, -Gi*Ax, )+ AD(W) ). (5.16)
i Hij k=t
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Pro MacCormackovu modifikaci potom:

W =W, —‘"‘—’: (Fray, -GiAx,), (5.17)
kde:
F'=F(W:,).
By =F(W.).
F'=F=F(W}).
Podobné i pro G; .
Wit =g | Wi oW S (R, =Gy ) |+ AD(W). (6.18)
kde:

Fm!-l = F;HI - F(H/rrnjﬂ E)l

~n+l/2
}13

F(Wm].-z)l

-l

L=

F:HI. - T F(Wnﬂl-'l ) .

Podobné i pro G/*'"*.

Schéma Laxovo-Wendroffovo bude mit tvar pro N-S rovnice (3.8) v pfipadé
MacCormackovy modifikace:

g A1 <
W =W - Fr - R) by, -(Gr -87) ax )t 5.19
e (- R -s)as)). 69

Wi'=3 W..'L+W,.'}M_{ > g(ﬂ"*“zfR:“”)Ayk}*{-(Gf*'”-Sf*‘”)“*}]“w(w’:)

.U(D,u,) I

(5.20)
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Pro pfipad strukturovane sité tvofené &tyruhelnikovymi bufikami:

W =W —%{Z((ﬁ" - R!) Ay, —(GI - S7) Ax, )}, (5.21)

k=1

.

W=

k=]

4
W+ Wi - {—ji 2 (R - R )y, } (G -8y E)Axt}} AD(W;)

(5.22)

kde F/, G/, F""*, G"'? jsou dany dle (5.17), (5.18) a R, S, v Gasové vrstvé
jsou poCitany centralné, napf.
1
R-1(R,+R.,)

1
R3 = E(Rr-.: + Rf.ﬁ')’

1
R, =5(Rm +R |-J)'

R, =%(Rw +R

i,J-1

), (5.23)

atd., podobné S, , dle oznateni dane obrazkem 5.1.
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5.3. Schéma Rungeho-Kuttovo

Schéma Rungeho-Kuttovo bude mit obecny tvar:

W =W, (5.24)
;" =W,) - Ata, Rez W, (5.25)
W =W, (5.26)
pro
F=01 ..m=1

kde RezW/" je definovano jako stacionarni reziduum pro Eulerovy rovnice (3.5):
N
RezW, = ) (F'Ay, - GyAx,). (5.27)

k=1

Pro pfipad strukturované sité tvofené ¢tyfuhelnikovymi burikami:

l 4
RezW" = = Y (Fray, -Giax,). (5.28)
1) k=l
Stacionarni reziduum pro N-S rovnice (3.8):
l 4
RezW,, =— 3 ((F' - R!) Ay, —(G; - 57)Ax, ). (5.29)
i,y k=l

Pro 3. krokovou (3S) Rungeho-Kuttovu metodu je parametr m =3 a pro 4. kro-
kovou (4S) m=4.

Koeficienty «, se voli tak, aby se dosahlo poZzadovaneé piesnosti v Case. Casto
pouzivanymi metodami jsou (viz [2]):
1. Metoda s koeficienty a, = a, = % a a, =1. Tato metoda je linearné stabilni pro

CFL =2 a je druhého fadu.

1 1 SRS
2. Metoda s koeficienty «, =%. Q, — a, = a a, =1. Tato metoda je linearné

stabilni pro CFL =22 a je &tvrtého fadu.
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5.4. Uméla disipace

Umeéla disipace vyhlazuje nezadouci oscilace.

i+l =1, i+l

AD(W.,)=ky, (W, - 20 + W2, )+ kyy, (Wo, - 20 +W)  (5.30)

-1

n n n
pH—]._; _2pr,,l +pl—'|_lf|

- 5.31

"= Do 2o o) i

y, = AP =200, Pl (5.32)
p:_,ul +2‘pr,1‘+ pr.j-1|

Koeficienty k,, k, nejsou pevné dany. Mély by se zjiStovat porovnanim vysled-
ku ziskanych vypoétem s vysledky experimentu. V této praci byly pouzity tyto hodno-
ty:

1) k =k =02,
2) k,=k,=0.8,
3) k=k, =1,
4) k =k, =2
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5.5. Stabilita schemat

Volba Casového kroku je dana pozadavkem stability na zakladé lokalni spekt-
ralni metody (von Neumanova kriteria).

Pro Eulerovy rovnice (3.5) Ize psat:

% K.CFL : (5.33)
|w, ta lw,|+a
As An
Pro N-S rovnice (3.8) obdobné:
Al < g (5.34)
‘w“+a w,|+a [ 1 ]
gl g g
As An As®  An”
kde:
K i konstanta ur€ena z numerickych experimentu,
W eeces rychlost ve smeéru te€ny,
2 rychlost ve sméru normaly,

CFL ....Courantovo Cislo (zavisi na volbé schematu).

U oblasti kde se prfedpoklada vétsi vliv vazkosti (tedy u N-S) jako napf. u stény,
je nutné volit podstatné krat$i krok v tom sméru, kde se oCekava velka zmena, tj. pro
nas pfipad:

T L (5.35)
voli se
LA (5.36)
JRe
keR ke(0,1),
kde:

Rs....... Reynoldsovo Eislo.
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5.6. Sledovani konvergence ke stacionarnimu stavu

Konvergence byla sledovana pomoci rezidui, kterd mohou byt pogitana riznymi

zpusoby:
1 ‘W Y
Rc:W",:—f o " BT " M 1 7
' mn ,Z[ At } X '(Q)' (240
v:p4l‘_u;;r
RezW" = —nl
ezW,” n}gx[ re ],VC(Q), (5.38)
] wynﬂ_wﬂ
RezW" =— ) |——| v L (Q), .
o m.n; At e 38
kde:

€y

m :ZC: .

JS=1
Rezidua se vynasi do grafu v logaritmické stupnici v zavislosti na ¢ase, resp. na

poCtu iteraci.

5.7. Okrajové podminky
Na vstupu jsou zadavany hodnoty nabihajiciho proudu. Na vystupu byla pouzZita
extrapolace, pfi p,,, =k.p. .
Potom pfi uvaZzovaném shodném déleni ve sméru x je (viz. obr. 5.2):
wl =l —wl (5.40)

i+l,) =k 2
pro
=123

a W' se urdilo ze znamého tlaku, W W w' a stavové rovnice (3.3).

i+l,) LT L T il

Na pevné hranici byli pouzity podminky:

i‘Lo , (5.41)
on
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Tyto podminky byli aplikovany metodou odrazu [2].

1) i i i+1,

Obr. 5.2 Extrapolace hodnot

5.8. Pocatecni podminky
Poctatetni podminky musi vyhovovat pozadavku rovhomérného vstupniho na-
bihajiciho proudu. Ten byl definovan Machovym ¢islem, velikosti hustoty a absolutni

velikosti rychlosti.

. [ ]
7
n]
Ma.cos(a)
T g Ma.sin(a)
n, : : (5.40)
s L
e ® xk(x~-1) 2 ;
kde:
am S Uhel mezi tézisti sousednich elementl ve sméru osy X.
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6. Vypocetni program

Program pro vypocet matematického modelu s Eulerovymi rovnicemi byl zpra-
covan dle vyvojoveho diagramu na obrazku 6.1 pro schéma Laxovo-Friedrichsovo,
6.2 pro schéma L-W-Richtmyerovo, a 6.3 pro schéma L-W-MacCormackovo.

Zadavanymi veli€inami jsou:

F liiiss pocet useku déleni ve sméru x,

B s vektor poctu déleni Useku,
€. vektor délek Useku,
L — délka kanalu,

| o délka profilu,
IR s délka vstupni casti,

Biicsan vyska kanalu,

+ e vyska profilu v %,
Mai... vstupni Machovo ¢&islo,

" S parametr umélé disipace,
b pocet iteraci.

Pro schémata L-W navic:
k .k, ....parametry umele disipace.

Vystupnimi veli¢inami jsou hodnoty tlaki (p), vektor rychlosti (w), energie (e) ve

vSech elementech sité.

43
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- = Y

Cteni vstupnich hodnot
z,c,e L Lp Ln D, d Ma et

y

F

| Tvorba geometrie —— —»  Sit. eml
| -

T B

| Potateeni |
l podminky W |

| . i 4

| Gasovy krok At

e e —

L fime e
Podminky na vstupu

(e — £

y

Podminky na vystupu

— ledk s

v

_Okrajové podminky na
‘ sténach

S S y - A— .
Schéma L-F
| Hodnoty p,w.e.p ve vnitinich elementech sité

Generace vystupnich hodnot
p.w, e, p, Ma

TizotaryMa
FGenerace grafického vystupu P Ma na sténach

=

Obr. 6.1 Schéma programu pro Laxovo-Friedrichsovo schema
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Cteni vstupnich hodnot
z,c,e L Lp Ln D, d Ma, et ks, ke

G 2 ==

Tvorba geometrie |— ——  Sit.emf |

-J

Y

Pocatecni
| podminky W

: : SIS 229

I casovy krok At !
e ] st

| Ny

Podminky na vstupu ‘

| J——

2]

Podminky na vystupu J

[ Okrajové podminky na ‘
L sténdach

I Clen umélé disipace pro |
vnitini elementy sité

Schéma L-W-R
~ Hodnoty p.w.e,p ve vnitinich elementech sité

G iy
Generace vystupnich hodnot
p,w, e p Ma
— 7-* | izotéry Ma
Ma na sténach

L Generace grafického vystupu J —
e e

Obr. 6.2 Schéma programu pro L-W- Richtmyerovo schéma
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Cteni vstupnich hodnot
z,c,e L, Lp Ln D, d Ma,t ks, k;

:

| Tvorba geometrie > Sit.emf

Y

Potateéni
podminky W

| = L 4
| Casovy krok At

[ ¥ |

| Podminky na vstupu

= ey R
Podminky na vystupu ‘

| sténach

R, SN
Clen umélé disipace pro
vnitini elementy sité

—

[ Schéma L-W-Mac i
Hodnoty p,w.e,p ve vnitfnich elementech sité |

Generace vystupnich hodnot
p.w, e p Ma

Generace grafického vystupu }—— ——» Manasténach
s e

s e

Obr. 6.3 Schéma programu pro L-W- MacCormackovo schema
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7. Rozbor vysledku

Reseny problém proudéni v kanale je dobfe popsan v [1], kde jsou také uvede-
na numericka feSeni pro ruzna schémata. Tato feSeni jsou uvedena v pfiloze &.5.
Na vstupu jsme pfedepisovali parametry proudu tak, aby vstupni Machovo &islo

M, ~0.675. Tlak na vystupu jsme volili stejny jako na vstupu. Jedna se o velmi zna-

my pfipad, ktery je Casto pouzivan k testovani numerickych metod. Z numerickych
experimentu je znamo, Ze maximalni Machovo €islo by mélo byt dosaZzeno na spodni
sténé kanalu ve druhé poloviné profilu (tj. v rozsifujici se ¢asti) a Ze jeho hodnota by
méla byt M__ =1.37+1.38. Dale je znamo, Ze na dolni sténé by za razovou vinou

mélo vzniknout dals$i lokalni maximum Machova Cisla (tzv. Zierepova singularita viz.
obr. 7.1). Tato dvé hlediska se pouZivaji spolu s rozliSenim razové viny k posouzeni
kvality numerického feSeni.

T T 1 } T I T | T _I 1
14— 2
— Lower wall | €~ Maximal Mach number (M=1.37-1.38).
L — Uppcl‘ wall : 7

Obr. 7.1 Priib&h Machova &isla a Zierepova singularita
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Ziskané vysledky numerického feSeni jsou v grafické podobé uvedeny v pfiloze
Jsou to:

1) izoCary Machova ¢isla,
2) prubéh Machova Cisla na st&nach,
3) prubéh konvergence vypoétu.

Numericke feSeni bylo provadéno na strukturované siti s 40x80 a 60x120 ele-
menty (viz. obr. 7.2 a 7.3).

it

08

AL

LA LLALLL

.qs -1 05 0 05 1 15

Obr. 7.2 Strukturovana sit' s 40x80 elementy

Obr. 7.3 Strukturovana sit's 60x120 elementy

U schématu Laxe-Friedrichse byl testovan vliv umélé disipace & a vliv hustoty
sité. U modifikaci schématu Laxe-Wendroffa byl testovan vliv parametrd umélé disi-

pace k,, k, a vliv hustoty sité. Pro MacCormackovu modifikaci byly provedeny vy-
potty se zvysujicim se M, . Na vysledcich je pozorovatelny vznik razové viny se zvy-

Sujici se hodnotou M, .
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Schéma 1.fadu

Porovnavame-li vysledky ziskané pomoci schématu Laxe-Friedrichse (Pfiloha
¢.1.), zjiStujeme Ze na feSeni ma podstatny vliv uméla disipace ¢ a hruba ¢&i jemna
sit. Se snizujici se hodnotou ¢ je vliv umélé disipace mensi a tim se také zvyraznuje

na spodni sténé razova vina (zvySuje se také M, ). Je patrny i viiv hustoty sité, jez

charakterizuje pfesnost schémat prvniho fadu. Pro pfesnéjsi uréeni FeSeni je vzdy
potfeba vytvaret jemnou sit' v oblastech s o&ekavanymi vysokymi gradienty hodnot.
Dale je vidét, Ze schema je schopno zachytit nespojitosti v feSeni (razovou vinu) bez
nezadoucich oscilaci (napf. pro sit 60x120 a £=1/10). V porovnani s vysledky z [1]
jsou ziskane vysledky v dobré shodé.

Schémata prvniho fadu vykazuji silny vliv umélé disipace obsaZené pfimo ve
schématu. Tato umeéla disipace ,vyhlazuje* numerické feSeni, coZ se projevuje
v okoli nespojitosti (razovych vin), razové viny jsou vSak rozmazany vice nez je
vhodné!

Schéma 2.fadu
U schématu Laxe-Wendroffa v Richtmyeroveé tvaru je patrné zlep$eni zobrazeni

razoveé viny. Zierepova singularita je také zfetelna. Vliv umeélé disipace & zde pofad

zlstava a dale je pfidana uméla disipace AD(W). Velikost umélé disipace AD(W;)

zde byla fizena pomoci hodnot k, a k,. Pro nizké hodnoty &, ,k, feSeni v okoli ne-

spojitosti velmi osciluje. Dale zde muselo byt zpfisnéno kritérium stability a to zme-
nou hodnoty K na K =0.4. Pro hodnotu K = 0.8 numericke feSeni ztracelo stabilitu.

U schématu Laxe-Wendroffa v MacCormackove tvaru jiz neni zahrnuta umeéla

disipace s ¢, ale pouze uméla disipace AD(W,Z). Ze ziskanych vysledku je patrny
viiv. umeélé disipace AD(W,T,). Pro nizké hodnoty feSeni osciluje v okoli nespojitosti.

Se zvysujicimi se hodnotami tyto oscilace zanikaji. Uréeni parametrl &, a , je véci

numerickych experimentl @ porovnanim s jiz existujicimi vysledky. Pro nase feSeni
na uvedené siti se jevi jako nejvhodnéj§i hodnoty & =k, =1. Uvedené vysledky

v pfiloze &.5 pro MacCormackovo schéma jsou v dobré shodé se ziskanymi vysled-

ky.
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8. Zaver

V teto praci se podafilo formulovat matematicky model, jeho numerickou apro-
ximaci a numericke feSeni; naprogramovat a odladit program a ziskat pfehledné vy-
sledky pro system Eulerovych rovnic pro stacionarni dvourozmérné proudéni nevaz-
ké stlacCitelné tekutiny. Byla pouZita metoda koneénych objem(, metoda ustalovani,
jedno schéma prvniho fadu (L-F) a dvé schémata druhého fadu (L-W-Richtmeyer, L-
W-MacCormack). Pro program bylo vybrano programové rozhrani software Matlab 6
R12.

Vysledky potvrdily viastnosti pouZitych schémat a podafilo se uréit vhodné pa-

rametry pro umélou disipaci ¢ a k,,k,. U schématu L-F byl prokazan silny vliv umélé

disipace na ,vyhlazovani® numerického feSeni a nutnost vytvaret jemnéjsi sit pro
zvySeni pfesnosti. U schémat druhého fadu byla dosazena dobra presnost i na hrub-

Sich sitich. Taktéz byly ziskany zkuSenosti s volbou parametru k,,k, pro umélou di-

sipaci a parametru K.

V budoucnu by chtél autor piejit od software Matlab k vlastnimu programovému
prostfedi (jeho soucasti bude vlastni matematicka a grafickd knihovna), které
v soudasné dob& programuje ve spojeni programovacich jazykl Visual C++ a Visual
Basic. Vypoéty by se mély timto krokem urychlit. Dale pak k roz$ifeni metod pro vy-
pocet turbulentniho transsonického proudéni.
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Priloha ¢.1. — vysledky schématu L-F
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Ma

> 08}

os

Izo¢ary Machova Cisla pro schéma L-F, K = 0.8, M_ =0.675,
vysoka uméla disipace ¢ =1, hruba sit (40x80)

Ma na sténach

= Spodni sténa
== Homi siéna

[T

.l L
o-li “ a8 [

Prib&h Machova &isla pro schéma L-F, K = 0.8, M, =0.675,

vysoka uméla disipace ¢ =1, silné vyhlazeni razové viny, hruba sit (40x80)

l ické f i : 53
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Izoary Machova Cisla pro schéma L-F, K = 0.8, M_ =0.675,

stfedni uméla disipace ¢ =1/5, hruba sit (40x80)

Ma na sténéach

— Spodni sténa
=« Homi sténa

=
o
=

By ] as

Prib&h Machova &isla pro schéma L-F, K= 0.8, M =0.675,

stfedni uméla disipace & = 1/5, mensi vyhlazeni razové viny, hruba sit (40x80)
54
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IzoCary Machova Cisla pro schéma L-F, K = 0.8, M_ =0.675,

nizka umeéla disipace ¢ =1/10, hruba sit (40x80)

Ma na sténéach

= Spodnl sléna
== Homi sténa

Prub&h Machova &isla pro schéma L-F, K= 0.8, M, =0.675,

nizka uméla disipace ¢ =1/10, rdzova vina nejvyraznéjsi, hruba sit (40x80)
1]
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do9

IzoCary Machova Cisla pro schéma L-F, K = 0.8, M_ =0.675,
vysoka umeéla disipace ¢ =1, jemna sit' (60x120)

Ma na sténach

== Spodni sténa
== Homi skéna

a4l
] E] 45 ] 08

Pribéh Machova &isla pro schéma L-F, K= 0.8, M_ =0.675,

vysoka uméla disipace ¢ =1, silné vyhlazeni razove viny, jemna sit (60x120)
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Ma

lzo€ary Machova Cisla pro schéma L-F, K= 0.8, M_ =0.675,

stfedni uméla disipace ¢ =1/5, jemna sit (60x120)

Ma na sténach

~ Spodni siéna
== Homi siéna

Prubéh Machova &isla pro schéma L-F, K=0.8, M_ =0.675,

stfedni uméla disipace ¢ = 1/5, mensi vyhlazeni razové viny, jemna sit (60x120)
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IzoCary Machova ¢isla pro schéma L-F, K = 0.8, M, =0.675,
nizka umeéla disipace ¢ = 1/10, jemna sit' (60x120)

Ma na sténach

= Spodni sléna
== Homi skéna

Prubéh Machova ¢&isla pro schéma L-F, K =0.8, M_ =0.675,

nizka uméla disipace ¢ =1/10, razova vina nejvyrazngjsi, jemna sit (60x120)
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Priloha ¢.2. — vysledky schématu L-W-Richtmyer
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|zoary Machova Cisla pro schéma L-F-R, K = 0.6, M_ =0.675,

nevhodna uméla disipace k, =k, =0.2, ¢ =1, jemna sit (60x120)

Ma na sténach

— Spodii siéna

Y 1 48 [ os 1

Prib&h Machova ¢&isla pro schéma L-F-R, K=0.6, M_ =0.675,

nevhodna uméla disipacek, =k, =0.2, £ =1, velké oscilace, jemna sit (60x120)
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Priloha ¢.3. — vysledky schématu L-W-MacCormack

Numericke reseni prr‘n_u[("_?n! v kanale
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IzoCary Machova €isla pro schéma L-F-MacCormack, K = 0.4,
vhodna uméla disipace k, = k, =1, jemna sit (60x120), M_ = 0.4

Ma na sténach

= Spodni siéna
== Homi sténa

et

o

o7}

Prib&h Machova &isla pro schéma L-F- MacCormack, K = 0.4,
vhodna uméla disipace k, = k, =1, jemna sit (60x120), M,, = 0.4
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lzoCary Machova &isla pro schéma L-F-MacCormack, K = 0.4,
vhodna uméla disipace k, =k, =1, jemna sit (60x120), M, =0.6

Ma na sténach

Prib&h Machova &isla pro schéma L-F- MacCormack, K = 0.4,
vhodna uméla disipace k, =k, =1, jemna sit (60x120), M, =0.6
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IzoCary Machova €isla pro schéma L-F-MacCormack, K = 0.4,
vyrazna umela disipace k, = k, = 2, jemna sit (60x120), M, =0.675

Ma na sténéch

18 a as 0 [T}

Prib&h Machova &isla pro schéma L-F- MacCormack, K = 0.4,
vyrazna uméla disipace k, = k, =2, vyhlazené, jemna sit (60x120), M, =0.675
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|zoCary Machova Cisla pro schéma L-F-MacCormack, K = 0.4,
vhodna uméla disipacek, =k, =1, jemna sit (60x120), M_ =0.675

Ma na sténéach

Priib&h Machova &isla pro schéma L-F- MacCormack, K = 0.4,
vhodna uméla disipacek, = k, =1, jemna sit (60x120), M,, = 0.675

i p 65
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IzoCary Machova Cisla pro schéma L-F-MacCormack, K = 0.4,
vhodna umeéla disipace k, = k, = 0.8, jemna sit (60x120), M, =0.675

Ma na sténach

16 ' o5 0

Priib&h Machova &isla pro schéma L-F- MacCormack, K = 0.4,
vhodna uméla disipace k, = k, = 0.8, jemna sit (60x120), M_ =0.675
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Izo€ary Machova Cisla pro schéma L-F-MacCormack, K = 0.4,

nevhodna umeéla disipace k, = k, = 0.2, jemna sit' (60x120), M, =0.675

Ma na sténach

"5 1 a8 [l ok '

Prib&h Machova &isla pro schéma L-F- MacCormack, K = 0.4,
nevhodna uméla disipace k, = k, = 0.2, oscilace, jemna sit (60x120), M,, =0.675
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IzoCary Machova ¢isla pro schéma L-F-MacCormack, K = 0.4,
nevhodna uméla disipace k, = k, = 0.2, hruba sit (40x80), M, =0.675

Ma na sténéach

Prilb&h Machova ¢&isla pro schéma L-F- MacCormack, K = 0.4,
nevhodna uméla disipace k, = k, = 0.2, oscilace, hruba sit (40x80), M, =0.675
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Priloha ¢.4. — prabéh konvergence vypoctu
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Reziduum pro schéma L-W-MacCormack, jemna sit 60x120, K =04, k =k, =1
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Priloha €.5. - ostatni vysledky
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PIné TVD MacCormackovo schéma TVD MacCormackovo schéma
(2. fad) v Causonoveé uprave

Kompozitni schema WENO schéma (5. fad)
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Priloha ¢.6. — CD se zdrojovymi kédy programu v Matlabu

CD
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