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Abstrakt

Dizertacni prace, kterou drzite v rukou je vénovana problematice
pocitacové simulace vybranych ptirodnich jevu a chemickych reakci,
které ovlinuji siteni znecisténi podzemni vodou. V préaci popiso-
vané pocitacové modely vyuzivaji inovativni aplikace v jinych oblas-
tech zavedenych postupu a modelovacich nastroju. Velka pozornost
je v dizertaci vénovana matematické formulaci popisu problému
reakcniho transportu kontaminace. V ramci prace je navrzen a byl
provéren originalni popis problému reakéniho transportu soustavou
obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic. Navrzeny popis diferencidlnimi
rovnicemi umozinuje zahrnout do modelu i rovnovazné chemické re-
akce, které jsou obvykle popisovany rovnicemi algebraickymi.

Diky zaméreni prace na matematicky popis simulovanych tloh je
mozné navrzené postupy analogicky aplikovat na modely dalsich
prirodnich a jinych jevu jako jsou naptiklad siteni tepla, mechanis-
mus ztencovani ozonové vrstvy, znecisténi vzduchu a mnoho dalsich.

Abstract

The book you hold in your hand describes computer simulation
of selected natural processes and reactive-transport problem which
influence groundwater contaminant transport. Models described in
this book describe inovative application of approaches and simu-
lation tools which are widely spread and often used in different
simulation fields. This dissertation is strongly focused on mathe-
matical formulation of reactive-transport problem description. In
one part of the book we proposed and described tests of an original
ordinary differential formulation of reactive transport problem. The
proposed formulation enables to involve equlibrium reactions which
are obviously described by algebraic equations.

Thanks to a focus of dissertation on mathematical formulation of
reactive transport problem, proposed approaches can be used ana-
logicaly for simulation of similarly described natural and other pro-
cesses such as heat transfer, ozone depletion chemical mechanism,
air polution model and many others.
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Znaceni a seznam zkratek

Q
ag;, b, ke {x,y,p}
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modifikovana rovnovazna konstanta i-té reakce
stechiometrické  koeficienty = komplexacnich,  sorpénich
a srézecich reakcd, [af;] = [b}}] =1

koncentrace specie v kapalné fazi,

o) =M-L3=kg-m3

koncentrace j-té specie rozpusténé ve vodé,
lcj]=M-L3=kg-m

koncentrace j-té rozpusténé komponenty,
C;]=M-L3=kg-m3

vektor koncentraci rozpusténych a sorbovanych specii v ro-
tované souradné soustave

koncentrace sorbované specie,

[cs] = M - L™3 = kg -m™3 nebo

le] =M - M~ =kg kg™

tenzor hydrodynamické disperze, [D] = L? - T~ =m? . s7!
Differential-Algebraic Equation

funkéni predpis adsorpce izotermou

aktivitni koeficient i-té specie, [v;] = [C—ll] =m3 kg !

The Geochemist’s Workbench

kineticka konstanta reakce

rovnovazné konstanty reakci

advekéneé difuzni/disperzni operétor

L(c;) =V - (veg) — V- (0DV¢)

molalita i-té specie, [m;] = N - L™ = mol - kg~*

celkovy pocet specii M = M, + M + M,

pocet vodou transportovanych specii M, = M, + N,

pocet specii ve formé srazenin

v reSersni ¢asti, pocet netransportovanych, imobilnich specii
M, = M, + Nj

v Casti o vlastnich modelech, molarni hmotnost sorbované
specie

pocet specii ve formé komplexu

pocet sorbovanych specii

pordzita, [n] =1

celkovy pocet komponentnich specii N = N, + N, plati pro
reSersni ¢ast prace

pocet rozpusténych komponentnich specii

pocet komponentnich specii sorbentu

Ordinary Differential Equation

Operator Splitting

tlakova vyska, [p] = L =m

koncentrace j-té srazené specie,

pj) = M- L7 = kg -m™
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Znaceni a seznam zkratek
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S

koncentrace j-té komponenty ve srazenindch,
[Pj]=M-L3=kg-m™

darcyovska rychlost, [q] = L-T ' =m-s™!

reakéni rychlost, [ry] = M - L3 - T ' =kg-m™3 - s71
hustota vody (transportnfho média), [p,] = kg - m™3
koncentrace j-té komponentni specie sorbentu,
s;]=M-L2=kg-m™

koncentrace j-té sorbované komponenty,
S;]=M-L3=kg-m™

saturace, [S,] = 1

Sequential Iterative Approach

Sequential Non-iterative Approach

polocas rozpadu i-tého izotopu, [r;] = T = rok
objemové vlhkost, 6 = S, - n, [] =1
Thermal-Hydrodynamical-Mechanical-Chemical
koncentrace j-tého rozpusténého komplexu,

;] =M-L2=kg-m™>

koncentrace j-té sorbované specie,

ly] =M L7 =kg-m™

celkova koncentrace j-té komponenty 7; = C; + S; + P;,
T;]=M-L?%=kg-m>

prumérna rychlost vody v pérech, v = q/n, [v] = L-T"' =m-s

objem, objem elementu, [V] = [V,| = L? = m?

objem pevné faze, [Vi] = L* = m?

celkova koncentrace j-té komponenty sorbentu,
W,]=M-L3=kg-m™

aktivita i-té specie, [X;] =1

), x, y, w, z rozsahy reakci, [("V] = N = mol

-1
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Uvod

Tato dizerta¢ni prace pripravend v ramci absolvovani studijniho oboru ,Ptiro-
dovédné inzenyrstvi“ lezi na pomezi vyzkumnych sméru ,Modelovani prirodnich
a technickych procesu® a ,,Aplikace numerickych metod a vyvoj nastroju pro mode-
lovan{ pifrodnich procest®. Sirsf tematicky okruh prace nese oznaceni ,Numerické
modelovani sdruzenych T-H-M-C procesu v horninovém prostredi“. Sepsand prace
je vénovana navrhu a popisu efektivnich postupu pocitacové simulace vybranych
geochemickych déju a je rozclenéna do ¢tytfech nize popsanych kapitol.

Prvni kapitola kratce, v nékolika bodech, predstavuje cile dizertacni prace.

Druha kapitola prindsi souhrn zakladnich znalosti a postupu vyuzivanych pro
simulaci reakéniho transportu kontaminace podzemni vodou. Kapitola obsahuje in-
formace o obvyklém déleni chemickych reakei v podzemni vodé do nékolika skupin
podle rychlosti reakci a faze reaktantu. Dale je v kapitole uvedeno nékolik mate-
matickych formulaci vyuzivanych k pocitacovému modelovani geochemickych reakci
ruznych druhu. Druhou kapitolu uzavira kratké predstaveni simulacniho néstroje
Flow123D do néhoz byly v rdmci praktické ¢ésti dizertacni prace pridany soucasti
pro simulaci vybranych geochemickych, popt. geofyzikalnich interakci.

a metody modelovani jevu, které ovliviuji, zpravidla zpomaluji, transport znecisténi
podzemni vodou.

V jedné z podkapitol naleznete originalni matematickou formulaci popisu radi-
oaktivnich rozpadu a linearnich reakci, kterd byla v nékolika krocich zptresnovana
a peclivé provérovana.

Dalsi podkapitola predstavuje postup simulace rovnovazné sorpce, ktery umoznuje
predejit casové narocnému itera¢nimu feseni nelinearnich rovnic diky vyuziti predpoci-
tané interpola¢ni tabulky:.

Nasledujici podkapitola ukazuje aplikaci fesicu z baliku SundialsTB na simu-
laci rozpousténi kalcitu podzemni vodou bez kontaktu s atmosférou. V této pod-
kapitole je k matematickému popisu problému nejprve vyuzita soustava sestavajici
z algebraickych spolu s obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi (standardni popis che-
mickych reakef). Nésledné je popis preformulovan do podoby soustavy obyéejnych
diferencialnich rovnic, které nesou informaci o kinetickych i rovnovaznych reakcich
(inovace). Vysledky modelu rozpousténi kalcitu byly srovnavany s vystupy z proveé-
fenych simula¢nich programu.

Treti kapitolu uzavira ¢ast vénovana rozsiteni modelu rozpousteéni kalcitu o ad-
vekéni transport latek podzemni vodou.

Ctvrta kapitola shrnuje pifnosy odevzdané dizertaéni préce.
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V prilohach prace naleznete skripty pouzité v programu Octave k simulaci
rozpousténi kalcitu a k modelovani rozpousténim kalcitu ovlivnéného transportu.
Kromé toho obsahuji ptilohy seznam publikaci a vycet dalsich aktivit v prubéhu
studia.
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1. Cile dizertacni prace

Vzhledem k velké siti problematiky pocitacové simulace reakéniho transportu
jsem se v dizertacni praci zaméril predevsim na matematickou formulaci a na zpusoby
feSeni soustav popisujicich dany problém. Cile predkladané prace je mozné shrnout
do nékolika nasledujicich bodu:

e Zmapovani matematického pozadi pocitacového modelovani reakéniho trans-
portu kontaminantu podzemni vodou.

e Navrh inovativniho matematického popisu problému reakéniho transportu.

e Priprava vlastnich, efektivnich algoritmu pro vybrané pripady reakéniho trans-
portu kontaminace.

e Implementace navrzenych postupu a jejich pouziti k simulaci zvolenych ptirod-
nich jevu.

e Porovnani dosazenych vysledku simulaci s vysledky ziskanymi vyuzitim pro-
vérenych, komerénich programu.

V této praci je uvazovan deterministicky piistup/model (pro popis viz kapitola
. Motivaci pro tuto volbu je zamyslené pouziti vysledného modelovaciho nastroje
pro stanoveni rizik spojenych s ukldadanim radioaktivniho odpadu a pro predikci
ucinnosti sanacnich zdsahti na oblastech regionalniho rozsahu.

Praktickou ¢4sti pro ovéieni teoretickych zaveéru dizertacni prace je bud'to imple-
mentace a otestovani vybranych postupu do reakéniho modulu simula¢niho softwaru
Flow123D nebo jejich zprovoznéni pomoci jiného programového néstroje (Octave).
Ucelem rozsifent programu Flow123D o simulaci vybranych geochemickych inter-
akel bylo vytvoreni prostiedku efektivniho modelovani téchto jevu a nikoliv pfiprava
plnohodnotného reakéné-transportniho modelovactho nastroje jako je HYDROGE-
OCHEM [I], The Geochemist’s Workbench (viz www.gwb.com) nebo PHT3D (viz
http://www.pht3d.org/).

Vlastni prace se soustiedila na optimalizaci algoritmu a vypocetnich procesu
pouzitych k simulaci reakéniho transportu stejné jako na inovaci matematického
popisu problému.
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2. Soucasny stav problematiky

V souvislosti s aktualni potiebou likvidace tfady ekologickych zatézi vyvstava
vzdy otazka vhodné, efektivni volby sanac¢niho zasahu. K predbéznému posouzeni
ucinnosti zasahu muze pomoci dobre postaveny pocitacovy model siteni konta-
minace. Pocitacové modely siteni kontaminace se vzajemneé lisi po¢tem do modelu
zahrnutych prirodnich jevu, které mohou transport kontaminantu ovlivnit. Pocet
a druh jevu zahrnovanych do pocitacovych modelu transportu kontaminace pod-
zemni vodou se s ¢asem vyvijel a vedl k modifikaci chdpani pojmu ,modelovani
reakéniho transportu®. Prehled tohoto vyvoje je mozné nalézt v [2]. V soucasnosti
produkované modely reakéniho transportu ¢asto zohlednuji tzv. T-H-M-C (Thermal,
Hydrodynamic, Mechanical, Chemical) procesy doplnéné navic o vliv zivych orga-
nismu na prubéh chemickych reakei (viz [3]). Do simulace proudéni podzemni vody
jde zahrnout vliv hustoty podzemni vody (viz [4, [5]). Nékteré modelovaci néstroje
(viz [6l [7]) zohlednuji dokonce mozné, reakcemi vyvolané zmény fyzikélnich vlast-
nosti (porozita, propustnost) horninové matrice.

Tato dizertacni prace se soustfedila na nalezeni a vyhodnoceni efektivnosti po-
stupu pro simulaci transportu kontaminantu, ovlivnéného pouze chemickymi reak-
cemi. V tomto smyslu je dale pouzivan i pojem ,reakéni transport®.

Navzdory tomu, ze problematika reak¢niho transportu kontaminantu je v hle-
dacku modelaru uz nékolik desetileti, predstavuje efektivni algoritmizace problému
pro modelare neustavajici vyzvu. Kromé moznosti kontaminace podzemni vody che-
mikaliemi je tento zdjem v dnesni dobé motivovan napiiklad snahou o nalezeni op-
timélnich pozadavki na izolaci tilozist radioaktivniho odpadu (viz [6],18,19]). Potreba
zefektiviovani modelovacich postupu trva i pres neustavajici narust vypocetniho
vykonu pocitactu. Zvyseny vypocetni vykon umoznuje pouziti modeltu pro predpo-
véd sffeni kontaminace v rdmci vétsich geografickych celkil, které jsou v modelu
reprezentovany sitémi s vyssim poctem elementu.

Modely transportu chemikalii kapalinou mohou byt podle ptistupu k modelo-
vani rozdéleny do dvou skupin. Jednou skupinou jsou modely s deterministickym
zékladem a druhou skupinou jsou modely se zékladem v teorii pravdépodobnosti
(stochastické). V deterministickych modelech je proudéni podzemni vody obvykle
popséno parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi v prostoru a v ¢ase (Euleruv piistup).
Ptitomnost kontaminantu v podzemni vodé je interpretovana prostiednictvim kon-
centraci téchto latek nebo jejich analogii vyjadiujicich mnozstvi latky vztazené na
jednotkové mnozstvi rozpoustédla. Neurcitost je do deterministického modelu zane-
sena expertnimi odhady fyzikalnich vlastnosti horniny a volbou parametru mate-
matického popisu ptirodnich jevu. Deterministicky pristup je vhodny tehdy, pokud
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ma simulované proudéni prevazné charakter konvekce nebo také tehdy, kdyz je po-
pisovana oblast, na které k proudéni dochazi, rozsahla.

Ve stochastickych modelech je kapalina zpravidla vnimana jako soubor ¢astic
(Lagrangeuv piistup) a trajektorie ¢astic kontaminantu muze byt vyhodnocovéana na
zékladé pravdépodobnosti vyskytu (resp. prvniho pruchodu) ¢astice v bodé. Timto
zpusobem jsou konstruovany modely zalozené na tzv. ,Theory of First Passage
Processes“(viz [10]). Modely s pravdépodobnostnim zdkladem se hodi pro simu-
laci transportnich jevu s prevladajicim difuznim charakterem. Stochastické modely
se naopak nehodi pro simulace transportnich jevi na rozsahlych oblastech, protoze
popis kapaliny jako souboru c¢astic by kladl neiinosné pozadavky na velikost paméti
pocitace.

Zefektivnéni postupu simulace reakéniho transportu muze byt realizovano nasle-
dujicimi zptusoby:

e Vyuzitim dostupnych programovych nastroju pro reseni zkoumaného problému
(fesice DAE, soustav nelinearnich rovnic a symbolické fesice, viz kapitola [3.4]).

e Zménou matematiké formulace problému (viz kapitoly [3.2] [3.2.5] [3.4.3
a . Tradi¢éni pifstupy jsou zachyceny v [I1]. Automatizaci vybranych tra-
di¢nich piistupt ukazuje [12].

e Pouzitim vhodnéjsich numerickych metod.

VVVVV

Jednou z nejcastéji citovanych praci o popisované problematice je [13] kde J. Ru-
bin v roce 1983 sumarizoval zéklady modelovani reakéniho transportu kontaminantu.
Také Rubinovou praci, mimo jiné, se inspirovali modelafi na pensylvanské statni uni-
verzité kde byl pod vedenim G. T. Yeha a G. H. Iskry od konce osmdesatych let do
roku 1995 vyvinut programovy balik KEMOD (Kinetic and Equilibrium MODel)
vychazejici z freewarového produktu MINTEQ. Text v reSer$ni ¢asti tezi vychdazi
z velké ¢ésti z Rubinova ¢lanku [13] a déle pak ze zdroju [11], [I4), 12 [I5] na jejichz
vzniku se podilel vyse zminény Gour-Tsyh Yeh a které obsahuji popis rozvinuti

vvvvv
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2.1 Kategorizace chemickych reakci

Z pohledu tvorby poc¢itacovych modelu reakéné-transportnich procestu je vhodné
rozclenit chemické reakce do nékolika skupin (viz [13]), které se vyznacuji moznos-
ti pouziti stejného nebo alespon podobného matematického popisu. Rozdéleni je
nasledujici:

1) Dostatecné rychlé, vratné chemické reakce

A) Homogenni reakce
B) Heterogenni reakce

I[) Povrchové reakce.
IT) Klasické reakce.

2) Nedostatecné rychlé a/nebo nevratné chemické reakce

A) Homogenni reakce
B) Heterogenni reakce

I) Povrchové reakce.
IT) Klasické reakee.

Dostatecnost rychlosti chemickych reakci se vyhodnocuje na zakladé porovnani
rychlosti reakce s rychlosti transportu. Mezi tiidami dostatecné a nedostatecné
rychlych chemickych reakci nejsou pevné vytycéené hranice a zarazeni jedné, konkrétni
reakce do skupiny se muze pripad od ptipadu lisit. V ramci této dizertaéni prace
odpovida oznaceni dostatecné rychlé reakce vratnym, rovnovaznym reakcim. Ne-
dostatecné rychlymi (tzv. kinetickymi) reakcemi jsou nejéastéji minény reakce ne-
vratné.

Za homogenni je reakce oznacovana tehdy, pokud v jejim prubéhu reaguji jenom
specie jedné faze (tj. de facto jenom specie rozpusténé). Naopak jako heterogenni
je reakce oznacovana, kdyz spolu reaguji specie ruzné faze (tj. roztok s horninou ¢i
se srazeninou nebo kapalnd, ptipadné pevné faze s plynem). Praktickym prikladem
heterogenni reakce je rozpousténi kalcitu popsané v kapitole

Rozdil mezi povrchovymi a klasickymi heterogennimi reakcemi je nejlépe patrny
z uvedeni prikladu typickych zastupcu téchto skupin. Reprezentativnimi zastupci
povrchovych reakei jsou sorpce a desorpce (tj. reakce kapaliny s poréznim médiem,
horninou, kterou kapalina proudi). Naproti tomu ke klasickym heterogennim reakcim
patti srazeci a rozpoustéci reakce. Rozpoustéci reakce muze byt schematicky popsana
rovnici

P1<S) + Pg(aq) — Pg(aq),
podle které reaguje specie Py(s)-solid, pevna latka, se specii Ps(aq)-aqueous, roz-
pusténa latka, za vzniku specie P3(aq)-rozpusténé latky.

Priabéh nedostatecné rychlych reakei je popsan obycejnymi diferencialnimi rov-
nicemi (napf. (2.15)), které definujf takzvanou reakénf rychlost (ry, [r;] = mol -m=3
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s~1). Reakénd rychlost r; popisuje rychlost zmény koncentrace i-té specie. Stano-
veni reakéni rychlosti mé obvykle empiricky charakter a vychézi z ¢asovych rad
namérenych dat o pozorovanych koncentracich.

Reakéni slozka modelu, které zahrnuji dostatecné rychlé (rovnovézné) reakee, je
popsana algebraickymi rovnicemi. Tyto rovnice vyjadiuji podil mezi koncentracemi
(resp. aktivitami) vychozich latek a produktu. Zminény podil zustava po dosazent
chemické rovnovahy systému zachovan. Je jimi tedy definovana tzv. rovnovazna
konstanta reakce. Rovnovazna konstanta i-té reakce (popt. modifikovana rovnovazna
konstanta i-té reakce) se obvykle zna¢i K; (resp. ;). Definice téchto konstant jsou
uvedeny déle (viz (2.9) v kapitole [2.2.2)).
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2.2 Znamé postupy matematické formulace problé-
mu

2.2.1 Terminologie a znaceni

Pred vlastnim popisem matematickych modelt je tieba zavést dva pojmy. Je
to pojem komponenta a pojem specie. Komponenty tvori mnozinu takovych
chemickych entit, jejichz unikatnimi kombinacemi je mozné popsat kazdou specii,
ktera figuruje v simulované reakci. Zaroven s tim nesmi byt zadnd z komponent
vyjadritelna kombinaci komponent ostatnich.

Specie jsou produkty chemickych reakei mezi komponentami (resp. jsou vyjadiitel-
né jako kombinace/slouceniny komponent).

Nésledujici znaceni pro komponenty a specie je prevzaté z [11]. Nize zavedené
znaceni bude pouzito v kapitoldch a pro predstaveni obvyklych zptisobu
simulace zakladnich typu geochemickych reakci.

Koncentrace specii:

e ¢; znaci koncentraci j-té specie rozpusténé ve vodé. Jedna o takzvanou rozpusté-
nou komponentni specii, ktera je tvorena jen jednou komponentou a ktera neni
produktem z&dné z uvazovanych chemickych reakci, [¢;] = kg -m™.

e s; je znacka pro mnozstvi j-té komponentni specie sorbentu, tj. komponentni
specie v pevné horninové matrici. Komponentni specie sorbentu muze v chemic-
kych reakcich figurovat jen v roli vychozi latky. Specie s; je tvofena pouze
jednou komponentou, [s;] = kg - m™3.

e 1, popisuje mnozstvi j-tého mobilniho komplexu (tj. specie) piitomného ve

vodé. Komplex z; je slouceninou nékolika rozpusténych komponentnich specii

¢, |xj] = kg -m™3.

e y; je mnozstvi j-té sorbované specie vzniklé reakei komponentnich specif ¢; v ka-
palné fazi s komponentnimi speciemi s; v pevné fazi. K sorpénim reakcim

dochézi na povrchu horniny v pérech, kterymi protékd kapalina, [y;] = kg-m™>.

e p, je znacka pro mnozstvi j-té specie vzniklé srazeci reakci ve vodé piftomnych

rozpusténych komponentnich specif ¢; nebo komplexu z;, [p;] = kg - m™3.

Koncentrace komponent:

e C; je celkové mnozstvi j-té komponenty rozpusténé ve vodé bud ve forme
rozpusténé komponentn{ specie nebo jako soucast komplexu, [C] = kg - m ™.

e S5, znaci mnozstvi j-té komponenty, kterd kterd je sorbovana z roztoku na
povrch horninové matrice, [S;] = kg - m™2.

e [ je symbol pro mnozstvi j-té komponenty, kterd je soucasti srazenin,
[Pj] = kg -m™3.

20



o T; je celkové mnozstvi j-té komponenty, kterd je v systému (resp. v elementu)
pritomna v podobé rozpusténé komponentni specie, jako souc¢ast mobilniho
komplexu, srazeniny nebo je sorbovand na povrch horniny (viz (2.7))),

7] = kg - m™.

o W; znaci celkové analytické mnozstvi j-té komponenty sorbentu v komplexech
a v komponentnich speciich sorbentu (viz (2.8)), [W,] = kg - m™>.

Fyzikalni rozméry uvedenych mnozstvi ve vodé pritomnych komponent a specii
jsou
-3 -3
[Cil = [P] = [T5] = lej] = ] = [ys] = [l = M - L™ = kg -m™,
(tj. pomér hmotnosti j-té komponenty nebo specie k objemu kapaliny V,, =V - 6,
kde 6 znac¢i bezrozmérnou objemovou vlhkost (moisture), ktera je k saturaci S, ve
vztahu 0 = Sy, - n, kde n zna¢i pordzitu horniny).
Rozmeéry velic¢in popisujicich koncentrace komponent a specii sorbentti jsou dany
pomérem hmotnosti sorbentu vztazeného na objem pevné faze (porézni horniny,
Vs =V - (1 —n), kde n je opét znacka pro porézitu).

Wil = [S)) = ls;) = M - L™ = kg-m™™.

Znacky pro pocty specii riznych druhi:

Déle je zavedeno znaceni pro pocty ruznych druhu specii ptitomnych v sledo-
vaném systému. Symboly N;,i € {a, s} jsou znaceny pocty komponentnich specii
a symboly M;, i € {a,p,s,x,y} oznacuji pocty specii vzniklych chemickymi reak-
cemi.

e N, znaci pocet ve vodé pritomnych (a-aqueous), rozpusténych komponentnich
specii.

e N, je symbolem pro pocet imobilnich komponentnich specii sorbentu horninové
matrice (s-solid).
e N oznacuje celkovy pocet komponenich specii, tedy N = N, + N;.
Chemickymi reakcemi N, ve vodé rozpusténych specii vzniké
e M, specii v podobé komplextu a
e M, specii ve formé srazenin.

Pocet vodou transportovanych, mobilnich, specii M, je rovny souc¢tu M, mo-
bilnich komplexu (produktu reakei) a N, rozpusténych komponentnich specii (vycho-
zich létek reakef)

o M,=M,+ N,.

Chemické reakce mohou probihat také mezi speciemi v kapalné a speciemi v pevné
fazi. Nekteré z M, rozpusténych specii a z Ny sorbentu reaguji do podoby M, sorbo-
vanych specii. Pokud je do modelu zahrnuta sorpce, pak bude pocet specii v pevné

fazi rovny souctu Ny specif sorbentu a M, povrchové komplexovanych nebo iontovou
vymeénnou sorbovanych specii. Vyjadreno vzorcem je
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o M,= N, + M,.

Probiha-li sorpce mechanismem iontové vymeény, mohou se sorpcénich procesu
ucastnit jak nékteré z N, ve vodé pritomnych rozpusténych komponentnich specii,
tak 1 vybrané z M, komplexu. V takovém pripadé je pocet sorbovanych specii

_ Ak k
o M, = My+ N},
kde horni index u Xj’-“, X; € {N,, M,} znaci skutecnost, ze se iontové vymeény

vzdy nutné neicastni vSechny rozpusténé ani vsechny komplexované specie, tedy ze
MF <= M,, NF <= N,.

Uvazovanych M; specii v pevné fazi je imobilnich.

7 vyse uvedeného vyplyva, ze celkovy pocet specii M je souctem poctu specii
v kapalné fazi, poctu specii v pevné fazi a M, specii ve formé srazenin. Tedy,

o M = M,+ M+ M,.

Transportovany jsou rozpusténé komponentni specie a komplexy, zatimco srazené
specie, sorbované komponentni specie a komplexy transportovany nejsou.

Priklad pro ilustraci zavedeného znaceni:
Pro vytvoteni predstavy o rozlozeni specii a komponent v podzemni vodou za-
plnéné horniné poslouzi obrazek 2.1 Uvedeny obrézek ilustruje fez porézn{ horninou.
Objem péri, vyplnény vodou, je na obrazku vyznacen bilou barvou. Prikladem

rozpusténych komponentnich specii jsou specie ¢;,7 € {1,...,N,} slozené vzdy
pouze z jedné komponenty Cj.

Reakcemi specil ¢;, tj. kombinacemi vybranych komponent z C;, i € {1,..., N,},
mohou vznikat rozpusténé, mobiln{ komplexy z;, j € {1,..., M,}.

Cést obrazku s sedym pozadim reprezentuje imobiln{ produkty pi, j€{L,..., My}
srazecich reakel mezi rozpusténymi komponentnimi speciemi nebo/a mobilnimi kom-
plexy.

Samotna hornina je vyznacena zelenou barvou. Ve spodnim z ramecku na ze-
leném pozadi je zachycen priklad komponentni specie sorbentu s;, tvorené jen kom-
ponentou 5.

Cervenou barvou jsou vyznaceny oblasti se speciemi vzniklymi sorpci povrchovu
komplexaci nebo iontovou vyménou. Piikladem takové specie je y;, kterd se sklada
z vybranych komponent C;, j € {1,...,N,} a S;, j€{1,...,Ns}.

Kromé prikladu rozmistténi ruznych druhu komponent a specii v systému jsou na
obrézku zachyceny také znacky pouzité pro pocty uvazovanych specii (N;, i € {a, s}
aM;,je{ap, s x,y}).

Dopliiujici znacky pro popis transportu a reakci:
Kromé symbolu pro koncentrace jsou v textu kapitoly 2.2 pouzivany dalsi znacky,
které vystupuji v chemickych rovnicich nebo jako parametry matematickych modelu.

e v je symbol pro prumérnou rychlost vody v pérech, [v] = L- T =m - s7L.
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specie c;

I S———
Cj
j e {11 reer Na}
Mg = My + Ng
; . My = Na+ My
S__Lpeme X / € 11, M M= M,+ Mg+ My
Cy ... Cy, o} N = N5+ Ng
JE€ {1, ... My} :
specie p
O]

Obrazek 2.1: Rozdéleni latek z pohledu modelu popisu chemickych reakei.
D je tenzor hydrodynamické disperze (materidlova konstanta), [D] = L? -
T-'=m?. s

L(...) zna¢i advekéneé difuzni/disperzni operétor,
L(c;) =V - (ve) — V- (6DVg).

afj, bfj k € {z,y,p} (k znaci typ reakce bud komplexotvornd, sorpéni nebo

srazeci) je znacka pro stechiometricky koeficient, ktery piislusi j-té specii v rov-
nici popisujici i-tou chemickou reakci. Koeficienty afj jsou bezrozmeérné, tedy

] =] =1.

K; je oznaceni rovnovazné konstanty i-té reakce.
X; znaci aktivitu j-té specie, [X;] = 1.

v; oznacuje aktivitni koeficient piislusejici i-té specii,
il =[] =m* kg™".

m; je znacka pro molalitu, [m;] = N - M~1 = mol - kg™
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2.2.2 Rovnice popisujici problém

V literature je obvykle reakéni transport popsan advekéné difuznimi parcialnimi
diferencidlnimi rovnicemi (viz [16]) doplnénymi o zdrojovy ¢len. Rovnice reakéniho
transportu ma potom tvar

ot

Tato rovnice popisuje skutec¢nost, ze koncentrace i-té specie se muze v uvazova-
ném modelu zménit vlivem advekce, difuze nebo vlivem jiného ptrirodniho jevu, ktery
je zohlednén prostiednictvim zdrojového ¢élenu S(¢, t). S vyjimkou clenu 9(fc;)/0t
tak vSechny sc¢itance na levé strané predstavuji ,,prispévky“ ke zméné koncentrace
i-té specie. V dalsim textu budou mit rovnice transportu obvykle formalné mirné
odlisny tvar nez . Mohou se lisit pouzitym znacenim zavedenym v kapitole
a pritomnosti reakéniho clenu.

Nize uvedené rovnice jsou prevzaty z [L1] a v rdmci nékolika nasledujicich podka-
pitol popisuji matematické modely transportu ovlivnéné rovnovaznymi a kinetickymi
reakcemi.

V prvnich dvou rovnicich , vystupuji jako proménné koncentrace kom-
ponent. Uvedené rovnice popisuji zmény distribuce koncentraci komponent v sys-
tému v Case a v prostoru vlivem transportu a v dusledku zmén saturace. Rovnice
(2.2) je popisem vyvoje koncentraci komponent v kapalné fézi (ve vodé vyplaujici
péry), zatimco rovnice je bilanéni rovnice pro imobilni komponenty v pevné
fazi (v horniné s péry zaplnénymi vodou):

+ V- (ve) — V- (6DV¢;) + S(c t) =0. (2.1)

T; 7
«9% + %(Sj + P;) = =V (v-C;)+ V[IDV(C, j=1,...,N, (2.2)
oW, 00 .

Koncentrace komponent nejsou podle definice pojmu komponenta ovlivnény pru-
béhem chemickych reakei a proto neobsahuje zdrojovy clen zohlednujici vliv
chemickych reakci. Popis transportu parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi s koncent-
racemi komponent na misté proménnych je typicky pro modely reakéniho transportu
s dostatecné rychlymi reakcemi.

Rovnice az zachycuji vztah mezi koncentracemi komponent (velkymi
pismeny) a koncentrace specii (malymi pismeny):

M,
Cj=c;+ > afw;, j=1,....N, (2.4)
i=1
My
]:Zazyjyla j:]-)aNa (25)
=1
M,
Pi=> dp, j=1,....N, (2.6)
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Zapsana jinym zpusobem dostane (2.7) tvar 7; = C; + S; + P;.
Pro celkova mnozstvi komponent sorbentu plati rovnice

My
Wy=s;+> aly, j=1,...,N (2.8)
=1

Symboly afj, k € {x,y,p} v rovnicich 1 az 1) jsou znacky pro stechiomet-
rické koeficienty stojici v chemickych rovnicich u prislusnych specii.

Rovnice popisujici rovnhovahu

Rovnovazné reakce jsou vratné chemické reakce, které vedou k témeér okamzitému
dosazeni a k udrzeni takzvané dynamické rovnovahy mezi speciemi na levé a na pravé
strané chemické rovnice, kterd popisuje danou reakci. Reakce mezi speciemi na levé
strané rovnice a reakce mezi speciemi na pravé strané rovnice probihaji po dosazeni
rovnovahy stejnou rychlosti a koncentrace specii v pozorovaném misté se tak vlivem

reakce neméni.
— Priklad 1.: N

Uvazujme rovnovaznou reakci mezi speciemi A a B na jedné strané
a speciemi C' a D na strané druhé. V systému jsou déle také v rakci
nefigurujici specie E, F'. Probihajici reakce necht je popsana rovnici

A+B=C+ D.

Koncentrace specii A, B, C, D zustavaji diky dynamické rovnovaze za-
chovany. Koncentrace specii F, F' se také neméni, protoze ani F, ani
F se uvazované rovnovazné reakce neucastni. K popisu takovéto rov-
novéhy slouzi tzv. rovnovazna konstanta reakce (viz [11]).

|\ J

Kazda z reakei mé svou rovnovéznou konstantu (K;), kterd je funkei teploty
a kterou je mozné analyticky odvodit na zdkladé termodynamickych zdkonu [17].
Odvozena rovnovazna konstanta je podilem sou¢inu mocnin koncentraci produktu
a reaktanti rovnovazné reakce. V literature (viz [I8]) je mozné nalézt vyjadreni
rovnovazné konstanty reakce jako podilu ne koncentraci, ale takzvanych aktivit.

Aktivity se zavadi z toho duvodu, ze specie se pii reakcich zpravidla chovaji
takovym zpusobem, jako by jich reagovalo jiné, obvykle mensi, mnozstvi nez je
jich v systému ptitomno. Takové chovani si je mozné pro predstavu vysvétlit vli-
vem fyzikalnich interakci mezi c¢asticemi chemikélii v roztoku. Z uvedenych duvodu
se nékdy pro aktivitu pouziva pojem efektivni koncentrace. Aktivita je ovlivnéna
pritomnosti dalsich specii v roztoku a pocita se jako soucin aktivitniho koeficientu
a koncentrace rozpusténé specie

Xi =" ¢, [Xz] =1
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Aktivitni koeficienty pro specie, které se uc¢astni simulované reakce, je mozné
vypocitat napiiklad na zakladé Debye-Hiickelovy teorie elektrolytu publikované roku
1923 v [19]. Alternativni zpusob vypoctu aktivitnich koeficientu je mozné nalézt
v [20]. Fyzikalni rozmeér aktivitniho koeficientu je [v;] = [Ci]

Pokud je systém v dynamické chemické rovnovaze, potom mezi aktivitami specii
v systému plati vztah

Na
K; = HX;L"" = konst., (2.9)
=1

kde K; je rovnovazna konstanta reakce a X ]“ * jsou aktivity vSech specii v systému
(véetne E, F') umocnéné na stechiometrické koeficienty a;, z rovnice uvazované re-
akce. Stechiometrické koeficienty z levé strany chemické rovnice rovnovazné reakce
jsou podle konvence zaporna cela ¢isla. Koeficienty na pravé strané rovnice jsou
kladnd celd ¢isla. Z mocnéni aktivit na stechiometricky koeficient z rovnice reakce je
patrné, ze neni potieba nasobit aktivitami specii, které v reakci nevystupuji. Stechi-
ometrické koeficienty specii, které v reakeci nefiguruji, jsou nulové. Formalni zahrnut{
nereagujicich specii E, F' do modelu umoznuje vyrazné zjednoduseni matematického
popisu problému, protoze indexy aktivit specii ve vzorci mohou identifikovat
vsech N, specii v systému. Ve vyse uvedeném piikladu jsou stechiometrické koefici-
enty —1 pro X; € {A, B}, 1 pro X; € {C,D} a0 pro E, F.

Protoze se pro popis pritomnosti soecii v urc¢itém misté pouzivaji castéji koncen-
trace nez aktivity, je vhodné ptrepsat vztah pravé pro koncentrace:

N, Ng Ng Na
Qg _ a . Qij ¥
K; = HXJ - H(%Cj) V= HIYJ HC]
j=1 j=1 7j=1 7j=1

Soucin aktivitnich koeficientt lze prevést na levou stranu rovnice, ¢imz ziskame tzv.
modifikovanou rovnovaznou konstantu «; piislusejici i-té chemické reakci:

—ai;
N, nyj
—aij JER
N | D

ik
i=1 [T

keP

kde R je mnozina indexu reaktanti a P je mnozina indexu produktu.

Zahrnuti rychlych reakci do rovnice reakéniho transportu

Z rovnic popisujicich rovnovazné reakce je patrné, ze tyto nedefinuji, na rozdil od
rovnic pro popis kinetickych reakei, prispévek ke zméné koncentrace sledované specie.
7, tohoto duvodu neni mozné pirimo zahrnout vyse uvedené rovnice rovnovahy do
zdrojového ¢lenu rovnice . Pritom je ziejmé, ze nez dosdhnou specie v systému
rovnovahy, musi se jejich koncentrace néjakou rychlosti ménit. Rychlost r takové
zmény muze byt vyjadiena nasledujicim zpusobem:

Q

= k.lnx< 2.1
r kan, (2.10)
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—ap —ap
H p H p

— | peP : L> L o peP .
kde K = lim,, ST, ie{pr} T 4 4 TOVIOVAzZNA konstanta reakce, ) = T . e
H G H Cy
reR reR

takzvany iontovy soucin a k predstavuje empiricky zjisténou kinetickou konstantu.

Vyjadreni rychlosti prubéhu rovnovaznych reakcei ma vyznam z hlediska pted-
stavy moznosti matematického popisu reakéniho transportu s rovnovaznymi a ki-
netickymi reakcemi jednou rovnici. V modelech se popisu casto nevyuziva
a rychlost rovnovaznych reakei je pokladédna za nekoneénou (viz odvozeni z termo-
dynamickych zdkonu v [12]). Popis plati pro stav ve kterém je systém blizky
rovnovaze.

Jiné vyjadreni prispévku rovnovazné reakce ke zméné koncentraci specii je mozné
najit v kapitole[3.4.3] vénované simulaci rozpousténi kalcitu a v kapitole[3.5] popisujici
model rozpousténi kalcitu spolu se simulaci advekéniho transportu.

Zakladni druhy rovnovaznych reakci

Po strucném teoretickém uvodu do zdkladu popisu rovnovaznych chemickych
reakci prichazi v této podkapitole na tadu predstaveni obvyklych matematickych
formulaci nejcastéji simulovanych druhu rovnovaznych reakci. Rovnovazné reakce
trech zakladnich typu (komplexace, sorpce, srazeni) mohou byt pro matematické
modely popsany rovnicemi az . Pro jednoduchost je v této podkapitole
predpokladéno, ze j-tému (resp. i-tému) produktu rovnovazné reakce piislusi ste-
chiometricky koeficient rovny 1.

Pro rovnovazné probihajici komplexace ve vodé plati

Na
a:j:oszcZ““, j=1...M,, (2.11)
k=1

kde x; znaci koncentraci vznikajictho j-tého komplexu, of je modifikovand rov-

T

novazna konstanta (viz [I1]) i-té komplexaéni reakce a ¢, jsou koncentrace kompo-
nentnich specii, které se komplexace icastni, umocnéné na ptislusné stechiometrické
koeficienty.

Pro sorpce probihajici povrchovou komplexaci plati

s TT .Y :
Y :ai/(Hckl’“)(Hsk““), i=1...M, (2.12)

kde y; je koncentrace i-tého vznikajiciho komplexu, o je piislusnd modifikovana rov-
novazna konstanta (viz [I1]) a ndsobeny jsou mocniny koncentraci komponentnich

., , , a’ , e o g b
specii v kapalné (¢,*) a v pevné fazi (s.*).
Sorpce iontovu vyménou je obvykle popisovana funkci

yi:fi(cl,...,cNa), izl,.‘.,MS (213)
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a pro srazeci/rozpoustéci reakce plati predpis
No
L=al[[d*  i=1,....M, (2.14)
k=1

Rovnice (2.14) neobsahuje koncentrace p;, protoze je predpoklddana aktivita specii
v pevné fazi rovna 1. Tim se popis srazecich reakei lisi od ostatnich heterogennich
reakci jako jsou naptiklad sorpce nebo iontova vyména na povrchu horniny.

Rovnice popisujici kinetiku

Rada reakei (kinetickych) probihd vyrazné pomaleji nez transportni procesy.
7 duvodu relativni pomalosti kinetickych reakci, je tfeba popsat jejich prubéh. K po-
pisu prubéhu kinetické reakce se vyuziva veli¢ina nazyvana rychlost reakce (anglicky
,reaction rate®).

Rychlost i-té reakce se znaci r; a popisuje reakci vyvolanou ¢asovou zménu
mnozstvi specie (koncentrace, molality, molarity) vztazeného na jednotkovy stechi-
ometricky koeficient. Pro jednoduchost je, pro produkty popisovanych reakci, dale
uvazovan stechiometricky koeficient 1. Matematicky je rychlost reakce popsana, na
prikladu komplexace (vratné reakce) ve vodném roztoku, vzorcem

T axz b - al il .
"= oy Z—kiixi—l—kif”]}_[lck““ : 1=1,..., K,. (2.15)

Vratné reakce mohou probihat obéma sméry. Proto vystupuji v rovnici dve
kinetické konstanty k¢, a € {b., f.}. kfz je znacka pro kinetickou konstantu reakce
probihajici ve sméru, ve kterém se komplex z; rozpada (pro nevratné reakce kf’“” =0,
v rovnici zprava doleva) a sz * je kineticka konstanta reakce probihajici ve sméru ve
kterém komplex z; vznikd (v rovnici zleva doprava). Kinetickou konstantu reakce
pro i-tou specii je mozné urcit z casové tady koncentraci dané specie empirickymi
postupy. Fyzikalni rozmér kinetickych konstant je v uvazovaném ptipadée

K]=T"1=s"

Pokud je mechanismus vzniku nékteré ze specii kineticky, tak je pro odpovidajici
popis tohoto mechanismu v modelu tfeba upravit dvé véci.

e Za prvé je tteba nahradit rovnice popisu chemické rovnovahy takové, ve kterych
dané specie vystupuje. Nahrada se provede bud rovnici popisujici transport
(pro komplexaci ve vodé, viz (2.16)) nebo za rovnici vyjadiujici zakon za-

chovani hmoty (v pfipadé sorpce nebo srézeni, viz (2.17)), (2.20)).

e Za druhé je tteba vyjadrit rychlost reakce pomoci vyrazu ve kterém vystupuji
pouze koncentrace specii a komponentnich specii (tj. vychozich latek a pro-
duktu chemickych reakei). K vyjadieni rychlosti reakci neni mozné vyuzit
koncentrace komponent, protoze mnozstvi komponent se reakci neméni.
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V dalsim textu je pouzit advekéné disperzni diferencialni operator
L(c)=—=v-Ve+ V- (0D -Vc) = -V(v:c+ 0D -Vc), kde v je pérové rychlost prou-
déni a D je tenzor hydrodynamické disperze (tj. tenzor materidlovych konstant hor-
ninové matrice).

Nize uvedené rovnice jsou prevzaty z [11]. Pro simulaci kinetického
prubéhu komplexacnich reakci ve vodném prostiedi je tfeba nahradit popis rov-
novahy rovnici transportu doplnénou o zdrojovy ¢len

Gxi

O, =Ll@)+orf, i=1.. M, (2.16)

kde M, je pocet komplexovanych specii a 77 je rychlost komplexaéni reakce (viz
(2.15). [rFl=M - L3 - T ' =kg-m=3-s7L.

(2
Pro simulaci kinetického prubéhu sorpéni reakce je tteba nahradit popis ptislusné
rovnovahy bilan¢ni rovnici

8‘% + %yz = 07‘?, 1=1,..., My, (217>

’ ot ot

kde 7¢ je rychlost kinetické sorpce i-té specie probihajici mechanismem iontové
vymeény a M, je, analogicky k predchozimu piipadu, pocet specii sorbovanych na
povrch horniny modelovanym mechanismem.

Pro rychlosti sorpci probihajicich mechanismem iontové vymény plati

Ng N
=k ke s, i=1.0M, (2.18)
k=1 k=1

a pro rychlosti sorpci probihajicich prostfednictvim povrchové komplexace uvazuje-
me
rd = —kfyyz-+szyfz-(61702,...,ch), i=1,...,M,. (2.19)

Pri simulaci srazeci reakce je, pro modelovani kinetického prubéhu reakce, rovnice
popisu rovnovazné reakce (2.14) nahrazena zékonem zachovani

; 0
apl + a—pi = Grp

eat ot

i=1,..., M, (2.20)

Rychlost r? kinetickych srazecich reakei i-té specie je ddna vztahem

Na
P = —kp + kI chi’“p, i=1,..., M, (2.21)
k=1
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2.2.3 P¥istupy k numerickému feseni

Vyse zapsané vztahy — a — tvofi soustavu popisujicich hyd-
rogeologicky transport spolu s dostatecné rychlymi, rovnovaznymi komplexacemi,
redoxnimi reakcemi, neutralizacemi, sorpcemi (podle druhu sorpce popsané popsané
bud nebo ([2.13)) a srézecimi/rozpoustécimi reakcemi. S vyuzitim informact
z kapitoly muze byt simulovan kineticky priibéh reakei.

Soustavu 1ze nékolika zpusoby zjednodusit. Podrobny popis technik zmenseni di-
menze uvedené soustavy je poskytnut v [I3] 12]. Klicovou otdzkou pro volbu mezi
nize uvedenymi postupy feseni soustavy popisujici reakéni transport je vybér tak-
zvanych primarnich a sekundarnich proménnych. Predstavované postupy totiz spoci-
vaji, velmi zjednodusené fec¢eno, v ruznych rozdélenich soustavy na dva subsystémy
se dvéma sadami proménnych. Oba subsytémy mohou byt feseny, podle vybéru me-
tody, v ruzné mire samostatné. Nejprve jsou v kazdém casovém kroku vypocteny
primarni proménné a sekundarni proménné jsou urc¢eny dodatecné.

Popisované postupy se vzajemneé lisi casovou narocnosti za jejich pomoci provadé-
nych simulaci a druhy do modelu zahrnutelnych typu chemickych reakei. Jednot-
livym ptistupum k numerickému teseni jsou dédle ponechany puvodni anglické nazvy
prevzaté z [I1]. Pro Feseni soustav nelinedrnich algebraickych rovnic, které v obecném
pripadé zanasi do modelu jeho reakéni slozka, se pouziva Newton-Raphsonova nebo

Picardova metoda (viz [21]).

Differential and Algebraic Equation Approach-DAE

Prvni druh formulace matematického popisu reakéné transportnich procesu nese
oznaceni Diferential and Algebraic Equation Approach (DAE). Jak uz ndzev nazna-
¢uje, soustava popisujici problém je v pripadé tohoto pfistupu slozena dohromady
jak z diferencidlnich tak algebraickych, obvykle nelinearnich rovnic. Pro feseni takové
soustavy rovnic je nutné vyuzit odpovidajici numerické metody nebo fesi¢e (napft.
Newton-Raphsonova metoda, viz kapitola nebo tesice jako DASPK, IDA, atp.
viz kapitola . Jakozto priméarni proménné mohou byt pfi pouziti této tiidy me-
tod vybrany bud koncentrace vsech specii nebo koncentrace komponentnich specif
(¢;, s;) spolu s koncentracemi srazenych specii. Soustava (resp. matice soustavy) se-
stavena postupem DAE ma4, v porovnéani s pouzitim dale predstavenych metod, vel-
kou dimenzi a jeji feSeni muze byt ¢asové narocné. Pres pripadnou ¢asovou naro¢nost
se metoda znovu za¢ina dostavat do zajmu modelartu v souvislosti s reakéné orien-
tovanymi (tzv. ,reaction-based) postupy (viz kapitolu [2.2.4] a zdroje [22],[12]) a ke
slovu se hlasi také resice soustav diferencidlnich a algebraickych rovnic (DAE-solvery
23] viz kapitolu [3.4). Pro ilustraci tradiéniho mechanismu pouziti DAE (viz [11])
nasleduje priklad.
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— Priklad 2.: N

Primérnimi proménnymi jsou ¢;, z;, s;, y;, p;- Jejich pocet je N, + Ny +
M, + M, + M,. Dosadime-li do rovnic (2.2) a proménné z levych
stran rovnic (2.4) az (2.§), ziskame tak spolu s obecné nelinedrnimi,
algebraickymi rovnicemi (2.11]) az ([2.14)) soustavu pro zvolené primérni

proménné (viz [I1]).

dc;

Mz ox
0| —L + z 70
ot ; “ii gy

M, M, M,

X v Qv K OPi| S W L(z) = 0 i=1,2 No (2.22
aij§+zaij§ — (c])+Zaij (z;) =0, j=1,2,..., N, (2.22)

i=1 i=1

i=1

0s; y; .
[ J Zb”@t]_’ j=1,2,...,N, (2.23)

Nelinearita algebraickych rovnic v soustavé plyne z pritomnosti mocnin
ve vztazich — a dale také ze zavislosti rovnovazné konstanty
na koncentracich latek v systému.

Parcidlni difererencialni rovnice v soustavé prejdou prostorovou diskre-
tizaci na obycejné diferencialni rovnice. Soustavu diferencidlncich a al-
gebraickych rovnic jde potom fomélné napsat

G(m,t)% LR =10

kde 7 = (¢i, i, 84,5, pi)7 reprezentuje hledané primdrni proménné.
G je matice popisujici derivace podle ¢asu z rovnic a .
Vektorova funkce predstavuje algebraické vyrazy vzniklé prostoro-
vou diskretizaci soustavy spolu s algebraickymi rovnicemi popi-
sujicimi rovnovazné reakce. Sekundarnimi proménnymi jsou koncent-

race slozek C}, S;, P;, Tj, W; jde jednoduse dopocitat z (2.4) az ([2.8).

Sequential Iteration/Non-Iterative Approach - SIA + SNIA

Diive predstavend tiida metod (DAE) vyzaduje ve své zakladni podobé fesent
soustav velkého poctu vzajemné provazanych rovnic s parcidlnimi, prostorovymi de-
rivacemi hledanych proménnych. Tento zpusob feseni muze klast vysoké pozadavky
na velikost pouzité pameéti a vypocetni cas.

Snizeni ¢asové a vypocetni ndrocnosti ilohy je mozné dosdhnout rozdélenim rov-
nic popisujicich problém do dvou skupin. Parcialni diferencialni rovnice pro popis
transportu vyjadiuji vyvoj veli¢iny v ¢ase a v urcitém bodé prostoru v zavislosti na
hodnoté této veliciny v predchozim case a aktualnim stavu v okoli bodu. Naproti
tomu, algebraické rovnice pro popis rovnovaznych chemickych reakci neobsahuji pro-
storové derivace a pocitaji tak pouze s hodnotami velic¢iny v bodé (resp. v elementu).

Transportni funkce maji pro kazdou koncentraci formalné stejny tvar. To im-
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plikuje, ze tyto mohou byt feSeny pro kazdou veli¢cinu samostatné. Dnes tak mo-
hou byt tlohy transportu jednotlivych latek feseny paralelné. Neznamé v rovnicich
transportu predstavuji primarni proménné. Sekundarni proménné jsou dopocteny ze
vztahu pro chemickou rovnovahu (chemické reakce) a ze zakonu zachovani.

Postup opakovaného stridani vypoctu nezavislych rovnic transportu a chemic-
kych rovnovah se jevi, pro 2D a 3D modely popisujici realné situace, jako jeden
z nejvhodnéjsich z hlediska pozadavki na pamét pocitace a na vypocetni cas. Ta-
kovyto piistup se oznacuje pojmem Stépeni operatoru (OS - Operator Splitting).
Pouziti OS muze vyvolat tzv. ,Chybu Stépeni operatoru® (viz napi. [24]). Stiidani
vypoctu transportu a chemie muze v kazdém casovém kroku modelu probéhnout
dvéma zpusoby.

e Bud se nejprve vypocita samostatné transport a poté nasleduje samostatny

vypocet chemie, pak se jednd o takzvany Sequential Non-Iterative Approach
(SNIA)

e ncho se vypocty transportni (T) a reakéni ¢asti (R) modelu v rdmci ¢asového
kroku opakuji do té doby dokud neni splnéno ukonéovaci kritérium (blizkost
vysledku simulaci transportni a reakéni ¢asti modelu), potom jde o takzvany
Sequential Iteration Approach (STA). Vypocet za pouziti STA muze probihat
podle schémat TR, RT, TRT (viz [25]).

Postup vychazejici z metody SIA (resp. ze SNIA) je k nalezeni napiiklad v [7,

20, 27, 24]. Porovnéni presnosti vypoctu a délky vypocetnich ¢asu pro jednotlivé
typy uloh lze nalézt v [2§].
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— Priklad 3.: N

Primérnimi proménnymi jsou zvoleny celkové analytické koncentrace
komponent 7). Rovnice popisujici transportni ¢ast (viz [LI]) modelu
muze mit explicitni tvar

or; 00 00

0=+ =Ty = L(C)) +

: i=1.....N 2.24
% o Cj, j=1...,N, (2.24)

nebo tvar implicitni

o1y 90 00 .
00+ 5 0= L(T) = —L(S;+ P)+5:C, j=1,...,No (2.25)

Soustavu pro sekundarni proménné k primarnim proménnym z (|2.24))
tvori rovnice az .

Pti teseni nebo jsou na na pravé strany dosazovany znamé
hodnoty C]-T_l, S]-T_l a PjT_1 z predchoziho ¢asového kroku (SNIA)
nebo z predchoziho kroku iterace (SIA) a jejich pomoci je urcena hod-
nota TjT v aktualnim casovém kroku. Pti pouziti explicitni funkce
muze TjT podle [II] nabyt zapornych hodnot v dusledku pfipadné
zaporné hodnoty L(CJ.T_I) na pravé strané rovnice. Pouzitim implicitni
metody lze tomuto problému predejit, protoze —L(SjT’1 —|—PjT’1) je v ab-
solutni hodnoté mensi nez —L(7T}") na strané levé. Zminénd vlastnost
implicitni metody se nazyva stabilita.

SniZeni poctu nelinearnich rovnic popisujicich chemické reakce

Matematicky popis chemickych reakci vnasi do reakéné-transportniho modelu
casto nelinearni ¢leny. S tim je spojena nutnost fesit v kazdém c¢asovém kroku
soustavu nelinedrnich algebraickych rovnic. Casovéd naroénost feSeni soustavy ne-
linearnich algebraickych rovnic roste spolu s poctem nezndmych v soustavé. Z to-
hoto duvodu je vhodné pocet neznamych snizit na minimum. Jednim ze zpusobu jak
dosdhnout snizeni po¢tu proménnych je zavedeni tzv. ,rozsahu reakce“ (¢"). Rozsah
reakce ve zvoleném cCasovém intervalu je definovan jako za tuto dobu zreagované
latkové mnozstvi n; vybrané specie vztazené na jeji stechiometricky koeficient a;.
Horni index r u znacky (" znaci, Ze se jedna o rozsah r-té reakce. Rozsah reakce
umoznuje snizit pocet proménnych na hodnotu odpovidajici po¢tu chemickych rov-
nic. Pouziti rozsahu reakce predpoklada vyjadreni mnozstvi specii v tzv. molalitach
misto koncentraci. Molalita m;, i-té specie je dana pomeérem latkového mnozstvi
specie vztazeného na jednotkovou hmotnost kapaliny.

Nize uvedené funkce operuji pravé s molalitami a jsou prevzaté z [29]. Nasleduje
priklad pro osvétleni vyznamu pojmu rozsah reakce.
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— Priklad 4.:

Uvazujme dechloraci tetrachlorethenu manganistanem.

Predpokladejme, ze na zacatku reakce je ve sledovaném systému
piitomen 1 mol tetrachlorethenu, 3 moly manganistanu a v systému
neni zadnd z latek na strané produktu. Pokud po uplynuti casu At
zbude v systému 0, 75 molu CyCly a 2,5 molu MnO, , pak vzniklo 0,5
molu C1~, 0,5 molu CO,, 0,25 molu Cly a 0,5 molu MnOs.

V casovém intervalu < 0, At > je rozsah reakce z uvazovaného prikladu
0, 25 molu.

Zptisob vypocétu rozsahu reakce ¢ v ¢asovém intervalu < 0, At > je
demonstrovan nize.

) = fa_gi; ni(Ati:ni([()))g)_:O 00.7_51—1(czcozégjo%j’(Mno(zi)ooz 0,25 mol
() = 22502(C17) = 2222(C0y) = 2228(Cl) = 22522 (Mn0y) =
= 0,25 mol

V piipadé reakce dvojnasobného mmnozstvi reaktanti za vzniku
dvojnasobného mnozstvi produktu nez v uvedeném prikladé bude roz-
sah reakce v intervalu < 0, At > roven 0.5 mol.

J

Dale jsou uvedeny ukazky snizeni po¢tu proménnych v soustavach popisujicich
kinetické ([2.27]) a rovnovazné reakce ([2.33]). Chemické reakce s kinetickym prubéhem

zméni molalitu j-té specie nasledujicim zpusobem

dm r) (r agr)
;'ZJ :2/{( )ag»)HmZ- )

Implicitni diskretizaci ([2.27) ziskdme

T r a<.7‘)
mit=m] + AtZag Vil )H(miT“) i

Zavedenim rozsahu reakce do (2.28) vznikne vztah

my = mi 4D

Dosazenim ([2.29)) do (2.28)) ziskdame ([2.30)).

mJT + Z a§s)g<s> = ij + At Z a§r)k(r) H (m? I Z aZ(R)C(R))

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

34



Po odectent mJT z obou stran rovnic ziskdme soustavu nelinearnich rovnic ([2.31])
s poctem neznamych shodnym s poctem chemickych reakci namisto soustavy rovnic
s poctem proménnych rovnym poctu ucastniku chemickych reakei ([2.27)).

al”
¢ =ar- kO] <mf +> agR)dR)) (2.31)
i R
Ptrevedenim neznamych na jednu stranu rovnice vznikne soustava

(R)
1

<11 <m,-T + Za?)c“”) = At k0 (2:32)

1

a nezbyva nez tuto vytesit.
Uvazujme N reagujicich specii, z toho N, specii v roztoku, v plné saturované horniné.
Pro rovnovazné chemické reakce plati (2.33) (X; znaci aktivitu i-té latky).

N Ng N
r T a<.r) a(T> a(T>
EO=T[x" =TI ()= - T (X0 (2.33)
i=1 i=1 i=Ng+1

Rozdéleni soucinu aktivit na dvé ¢asti vychéazi z rozdéleni reaktanti na specie
rozpusténé v roztoku (i € {1,...,N,}) a specie v pevné fazi (i € {N,,...,N}).
Specie v pevné fazi maji aktivitu rovnu X; = 1 a v souc¢inu tak nemusi byt uvazovany.

Dosazenim ([2.29)) do (2.33]) dojde k nahrazeni aktivit vyrazy s rozsahem reakce. Tim

dojde zaroven ke snizeni poctu neznamych.

N Na
(r) " (el )
K. H (X)) % =K".1= H (m! + Za§ V)" () (2.34)
i=Ng+1 i=1 r
Rovnice s neznamymi (™, r € {1,2,...,m} tvoif soustavu, kterou je mozné resit

napiiklad Newton-Raphsonovou metodou.

2.2.4 Reakéné orientované modelovani

V roce 2003 publikoval Fang praci [12] ve které predstavil principy mozné au-
tomatizace preprocesingu modelu reakénich procesu. Prace je zminéna kvuli v ni
pouzité maticové formulaci ulohy a také kvuli zavedenému systematickému postupu
snizeni poctu rovnic popisujicich feSeny problém.

Postup reakéné orientovaného modelovani vychazi z popisu reakéni ¢asti problému
za pomoci soustavy ODFE ve tvaru

N

dCi
WS a (2.35)
k=1

kde 7 je rychlost k-té reakce (nekoneénd pro rovnovazné reakce, konecna pro kine-
tické reakce), a;; je stechiometricky koeficient i-té specie v k-té chemické rovnici.
Soustavu rovnic (2.35)) je mozné prepsat do tvaru
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a; ag ... ... Q1N

ISH
o
N

(2.36)

Apl -+ oo .. QupN

Matici na pravé strané soustavy lze upravit postupem uvedenym v [12].
Pti upravach je pouzita pivotace, pficemz za pivota neni v uvazovaném postupu
dovoleno vybirat prvky na tadcich, které prislusi koncentracim apriorné urcéenych
(pred vypoctem vybranych) komponentnich specii. Vybér komponentnich specii au-
tomatizuje preprocesor programu BIOGEOCHEM (viz [12]).

Vysledkem eliminace je soustava, ktera se sklada z nékolika bloku. Z téchto bloku
je mozné napiiklad zjistit, které reakce jsou linearné nezavislé nebo koncentrace
kterych skupin prvku se reakcemi neméni. Ty z rovnic, které po tpravach pravé
strany obsahuji vyrazy s nekoneé¢nymi rychlostmi 7y, jsou nahrazeny algebraickymi
rovnicemi rovnovahy.

Kromé popisu vyuziti Gauss-Jordanovy eliminace s pivotaci obsahuje [12] ndvrh
metodiky na stanoveni reakénich rychlosti r, a popis problému spojenych s uvazo-
vanou eliminaci.

Rozsiteni pouzitelnosti Fangova postupu pro reakéné transportni modely pted-
stavil Zhang v [22]. Vysledkem aplikace Zhangova postupu na soustavu rovnic

a1 a2 ... ... Q1N
(&
9 (c:i6 c . : :
PRy e L) =0-| ¢ ey o2 [ ], (2.37)
N
Anl ... ... QaupN
ie{l,...,n}

je modifikovand soustava slozend z algebraickych rovnic rovnovéhy (nahradi PDE
s nekoneénymi rychlostmi 7, na pravé strané) a z parcidlnich diferencidlnich rovnic
pro transport spole¢né s kinetikou.

Symbol 6 zastupuje bezrozmérnou objemovou vlhkost. Malé n znaci pocet specii
a N pocet reakei. Vyraz L(...) symbolizuje advekéneé-disperzni operator. Proménnd
a; méa hodnotu 0 pro imobilni specie a hodnotu 1 pro specie mobilni. a;; jsou
stechiometrické koeficienty s prislusnymi znaménky. Gauss-Jordanova diagonalizace
se provadi s matici na pravé strané rovnice.
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2.3 Existujici software

Vice ¢i méné rozsitenych programu pro simulaci proudéni podzemni vody a trans-
portu kontaminantu podzemni vodou existuje celd fada napt. MODFLOW (viz [30]),
HYTEC (viz [31]) nebo FEFLOW (viz [32]). Dalsi programy umozinuji zahrnout do
simulace transportu také vliv chemickych reakci. K takovym programum se pocitaji
PHREEQC (viz [33]) (1D transport), 3SDHYDROGEOCHEM (viz [34]), nebo tieba
MT3DMS [35]. Jednoduché modely 1D a 2D reakéntho transportu lze vytvaret také
v rozsiteném programu The Geochemist’s Workbench (www.gwb. com).

2.3.1 Flowl123D a Semchem

Nezavisle na letmo zminénych softwarovych néstrojich, probiha na Technické
univerzité v Liberci vyvoj modelu podzemniho proudéni, transportu latek pod-
zemni vodou a modelu pro simulaci chemickych reakci. Pro simulaci podzemniho
proudéni a transportu slouzi intenzivné vyvijeny program Flow123D [36]. Flow123D
pocita modely fyzikalnich déju v saturované zoné. K simulaci prubéhu chemickych
reakei se pouziva program Semchem. Ze Semchemu byl vytvoren jeden z modulu
Flow123D. Vysledné propojeni obou programu poslouzilo k vytvareni referencnich
modelu reakéniho transportu kontaminace podzemni vodou. Sledovana byla zejména
¢asova narocnost vypoctu, ktera byla porovnavana s ¢asovou naroc¢nosti simulaci
vyuzivajicich prubézné nové navrhovanych a implementovanych algoritmu mode-
lovani reakéniho transportu.

Simulace proudéni

Jednim ze vstupu pro Flow123D je diskretizovana geometrie oblasti v podobé
tetraedrické sité. Pro simulaci transportu kontaminantti podzemni vodou je nejprve
treba vypocitat pole prumérnych pérovych rychlosti v proudéni podzemni vody na
dané siti. Pro pérovou rychlost plati jednoduchy vztah, ktery ji za pomoci porézity
n provazuje s Darcyho rychlosti proudéni q:

v =q/n.

Pole Darcyho rychlosti je ve Flow123D pocitdno jako teSeni soustavy slozené
z Darcyho zakona
q=-K-Vh,

kde K je tenzor hydraulické vodivosti (materidlova konstanta) a z rovnice kontinuity
V-q=0.

Resenim soustavy dvou uvedenych rovnic je kromé pole rychlosti q také pole
piezometrickych vysek h.
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Transport rozpusténych latek

Vysledné pérové rychlosti ziskané ze simulace proudéni jsou pouzity v parcialni

diferencialni rovnici transportu

dc 1

= TV (ve) =V (DVe) = —(c"q; +cqy),

ot n
kde ¢ znaci koncentraci transportované specie uvnitt oblasti, ¢* je koncentrace specie
ve vtlacené vodeé, v je symbol pro porovou rychlost proudéni podzemni vody a D je
tzv. tenzor hydrodynamické disperze (tj. materidlova konstanta). Symboly ¢, i €
{+, —} reprezentuji vtlaceni nebo ¢erpani kontaminované vody do/z podlozi.

Dvoji porézita

Ve Flow123D je uvazovana takzvana dvoji pordzita horniny. Koncept modelu
dvoji porozity je zalozen na predstavé, ze v horniné nejsou piitomné jenom pritocné
pory, kterymi proudi vlivem tlakového spadu kontaminovana voda, ale nachazi se
v ni také pory ,oteviené” jenom z jedné strany. Parametry dudlni porézity je nutné
urcit za pomoci kalibrace, coz ukazuje napt. [37]. Vyména latek mezi mobilnimi
a imobilnimi péry vychazi ve Flow123D ze vztahu

Za —a(e; - ).
5 = —al(ci — cm),

kde ¢;, ¢, zna¢i po fadé koncentrace v imobilnich a mobilnich pérech. « je koeficient
vymény (mechanismem difuze) koncentrace mezi péry.

Komunikace mezi mobilnimi a imobilnimi péry je ve flow postavena na myslence
homogenizace (tj. rozprostieni) primarni i dudlni pordzity (resp. koncentraci v pérech)
do celého sledovaného objemu. Piiklad takového zjednoduseni reality ukazuje obrazek
2.2l
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Obréazek 2.2: Schematické znédzornéni principu vymeény latek mezi mobilnimi a imo-
bilnimi péry

Vymeéna latek mezi mobilnimi a imobilnimi péry je, v uvazovaném zjednoduse-
ni, piimo umérna rozdilu koncentraci v téchto pérech. Konstanta timérnosti zavisi
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jak na vlastnostech horniny, tak i na vlastnostech roztoku. Bez dostatecné znalosti
parametru horniny je nutné konstantu imérnosti urcit kalibraci.

Chemie

Program Semchem slouzi k simulovani prubéhu rovnovaznych reakci, sorpce, ki-
netickych reakei a kombinaci uvedenych jevi. Informace pro tento oddil byly cerpany
prevézneé z [29]. Pro simulaci kinetickych reakei je v Semchemu mozné vybrat expli-
citni nebo implicitni schéma.

Popis jak kinetickych tak rovnovaznych reakci vede, v obecném ptipadé, na sou-
stavu nelinedrnich algebraickych rovnic. Resenf soustavy nelinedrnich algebraickych
rovnic je casové narocné, tim spis, pokud ma soustava velké mnozstvi neznamych.
V Semchemu je vyuzito moznosti snizeni poc¢tu neznamych na pocet chemickych rov-
nic zavedenim (resp. pouzitim) takzvaného rozsahu reakce (") (viz kapitola .

39



3. Ptiklady vlastnich modelii reakéniho trans-
portu

Vlastni priprava simulacnich nastroju pro modelovani reakéniho transportu pro-
bihala v nékolika fazich, které svym poradim odpovidaly slozitosti matematického
popisu problému od nejsnazsiho po nejtézsi.

e Nejprve bylo tfeba zvolit nastroj pro piipravu referenc¢nich modeli. V prvni
fazi (viz kapitola doslo k propojeni dvou programu urcéenych samostatné
k simulaci transportu kontaminace podzemni vodou a k simulaci chemickych
reakeci. Pozdéji byl pro ziskani vysledku k porovnani vyuzity také software The
Geochmist’s Workbench (viz kapitola [3.4.2)).

e Ve druhé fizi (viz kapitola byl do programu Flow123D pifidan modul
pro simulaci radioaktivnich rozpadu (resp. reakei prvniho fadu, viz kapitola
3.2.3). Tento modul byl v nékolika etapach upravovan a zptresnovan (viz ka-
pitola . Pomoci specialné pripravenych modelt byla porovnana ¢asova
narocnost simulaci provadénych pomoci nového modulu s analytickym za-
kladem feSeni s casovou naroc¢nosti simulaci realizovanych itera¢nimi reSici.
Tomuto porovnavani je vénovana kapitola |3.2.6

e Samostatné simulace rovnovaznych reakci byly otestovany pro pripad ruznymi
izotermami popsanych, rovnovaznych sorpci (viz kapitola [3.3)).

e Ctvrtym modelovanym piipadem byla simulace paralelnich chemickych reakei
(viz kapitola rovnovaznych i kinetickych, které predstavovaly reakéni me-
chanismus reakce rozpousténi kalcitu podzemni vodou. K provedeni této rady
simulaci byly pouzity nejprve analytické tesice Maple (viz [38] nebo
http://www.maplesoft.cz/maple) a Sage (viz kapitola nebo
http://www.sagemath.org/) a nasledné numerické fesice dostupné bud’ pifmo
nebo v uri¢tém rozsiteni programu Octave (Matlab, viz kapitola nebo
http://www.gnu.org/software/octave/)).

e Nejslozitéjsi tidou simulovanych 1loh bylo modelovani advekéniho transportu
v kombinaci s rozpousténim kalcitu. Popis tohoto déje byl i pres zahrnuti
rovnovaznych reakci tvoren vyhradné obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi

(viz kapitola |3.5]).
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3.1 Vyuziti metody Stépeni operatoru k propojeni pro-
gramt Flowl23D a Semchem

Zakladni koncepce simulace reakéniho transportu kontaminace
byla prezentovana na konferenci HYDROMODE 2010, viz
priloha [F

Za tcelem vytvoreni nastroje pro tvorbu referenénich modelu byly s vyuzitim
stépeni operatoru (Operator Splitting, OS) propojeny programy Flow123D a Sem-
chem. Pro samostatny popis programu viz kapitolu

V ramci testovani propojeni softwaru Flow123D (ver. 1.6.0 a 1.6.5) a Semchem
byla navrzena sada testovacich uloh na provéreni funkénosti tohoto propojeni. Si-
mulace chemickych reakci byla odzkousena na modelech kolonového experimentu.
Geometrie modelu obsahovala 45 tetraedrickych elementu (viz obrézek [3.1)).

oncentration of E (200) Concentration of F (200)

0.1 B 0.132 0.203
Concentration of C (200) Concentration of I (200)
0,0295 0,118 0,207 0,04 0,08 0,12
Concentration of A (200) Concentration of B (200}
0.01 0.105 0.2 0,019 0.0686 0.114 i
| - . | - /iz

Obrazek 3.1: Geometrie modelu kolonového experimentu ovlivnéného chemickymi
reakcemi. A = C4,Cly, B= MnO,,C=C,Cl3sH,D=H" E=0H ,F=Cl".

K vyvolani toku kolonou byly nastaveny rozdilné tlaky na obou jejich koncich
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a byla zadana propustnost média v koloné. Ostatni stény plasté kolony byly povazo-
vany za nepropustné. Spad piezometrické vysky na obou koncich kolony ¢inil 100 m
a propustnost horniny v koloné byla nastavena na 0,01 m - s~!. Mobilni porozita
meéla v modelu hodnotu 0, 15. Délka kolony méla velikost 45 m. Délka ¢asu simulace
byla 200 s.

Pocatecni podminky koncentraci specii v modelech transportu byly nastaveny
na hodnoty
[C2C14)(0) = 0,01 mg/l, [MnO;](0) = 0,02 mg/l, [C2CI3H](0) = 0,03 mg/1,
[H*](0) = 0,04 mg/1, [OH~](0) = 0,05 mg/1 a [C17](0) = 0,06 mg/1.

Okrajovym podminkam transportu na vtoku oblasti byly pfitazeny velikosti
[CoClylpeg = 0,2 mg/l, [MnOy |pea = 0,12 mg/l, [CoCl3H |peq = 0,21 mg/1,
[H+]bcd = 0,12 mg/lv [OHi]bcd =0,15 mg/l a [Cli]bcd =0,2 mg/l

Popsana 1loha transportu byla déle rozsitena o simulaci:

e kinetické reakce reprezentujici dechloraci trichlorethenu,
2MnO; + C,CI3H — 3C1™ + 2CO4 + 2MnO, + HT, s kinetickou konstantou re-
akce k= 0,05,

e rovnovazné reakce predstavujici protolyzu vody, Ht + OH™ = H,0, s rov-
novaznou konstantou o velikosti K = 1074,

e obou typu reakci najednou.

Realizované testy poslouzily k provéreni proveditelnosti simulace reakéniho trans-
portu za pomoci pripraveného propojeni existujicich programu.

Propojeni Flow123D se Semchemem bylo pouzito k piipravé referencnich dat
pro pozdéjsi simulaci radioaktivnich rozpadu. Pomoci propojenych softwaru byly
rozpady simulovany jako reakce prvniho fadu s odpovidajicimi kinetickymi kon-
stantami (viz kapitolu [3.2.6)).
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3.2

Radioaktivni rozpady

Po propojeni se Semchemem byl do programu Flow123D ptidan modul pro si-
mulaci radioaktivnich rozpadu. Koncept tohoto rozsiteni je postaveny na principu
maticového nasobeni a je podrobnéji vysvétlen dale.

Do Flow123D nejsou napevno implementovany 4 obvyklé rozpadové fady. Misto
toho muze uzivatel zadat simulaci libovolné, k-prvkové rozpadové tady z n transpor-
tovanych izotopu (k < n). Zadana rozpadova fada se muze také vétvit. Vétveni roz-
padové fady je pak popsano posloupnosti redlnych ¢isel (m redlnych éisel) mensich
nez 1, ktera definuji procentualni zastoupeni diléich produktu rozpadu. Pro splnéni
zakona zachovani hmoty musi byt suma vsech koeficientu vétveni rozpadu vybraného
izotopu rovna 1, 0. Piiklad vétvené rozpadové rady ukazuje obrazek

isotopes
T

isotope,
Ty

isotopeg
Tg

isotope,
TZ Tz
T .
2 isotopeg

isotope;
T7

isotope;

Obrazek 3.2: Rozpadova tada pro ilustraci konstrukce matice rozpadu.

Obrézek [3.2] zachycuje nasledujici situaci.

Prvek oznaceny isotopes se s polo¢asem rozpadu 75 preménuje na prvek isotopey.
Z prvku isotopey s polocasem rozpadu 74 vznika prvek isotopeg.
Prvek isotopeg se dale méni s polocasem rozpadu 75 na prvek isotope,.

U prvku isotopes dochazi k rozvétveni rozpadové fady. Pti niz nevznika rozpa-
dem jenom jeden produkt, ale produktu nékolik. Déle bude uvazovan pripad
kdy se isotopes se méni z 20% na isotope;, z 20% na isotope; a z 60% na prvek
isotopeg. Polocas rozpadu prvku isotopey je oznacen 7.

Oba prvky isotope; a isotopeg se méni s prislusnymi polocasy rozpadu 7, 7g
na prvek isotopes.
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e Prvek isotope; se nasledné rozpadd na stabilni produkt isotopes. Polocas roz-
padu prvku isotope; je 7.

K provéteni funkénosti simulace radioaktivnich rozpadu v programu Flow123D
bylo vytvoreno nékolik testovacich tloh s geometrii obsahujici 3 tetraedrické ele-
menty (viz obrazek . Na tyto elementy byly zadany takové okrajové podminky
proudéni, aby nedochazelo k transportu (tj. na celé geometrii byl nastaven nulovy
tlakovy spad) a aby tak bylo mozné otestovat samotny radioaktivni rozpad. Spoleéné
pro vSechny testy radioaktivnich rozpadu byly nastaveny stejné pocatecni podminky
transportu, stejné okrajové podminky transportu a proudéni spolu se stejnymi ma-
teridlovymi vlastnostmi modelem popisované geometrie.

nnnnnnnnnnnnnnnnnn

Obrazek 3.3: Geometrie modelu pro simulaci rozpadu.

3.2.1 Zpuasob simulace radioaktivnich rozpadii

Nize popsany zpusob simulace radioaktivnich rozpadu byl
predstaven na konferenci MODELCARE 2011 a zpracovan ve
zprdvé pro vyzkumné centrum ARTEC, viz priloha[F].

Princip simulace radioaktivnich rozpadu spociva ve Flow123D v nasobeni velké
matice koncentraci CT (N x n, kde N je pocet elementii a n je pocet prvki, izotopi)
pred rozpadem (ovsem po transportu) malou matici R (n x n). Matice koncentraci
je ndsobena matici rozpadu zprava.

TC'R = CT,

kde T je velkd matice (N x N) popisujici transport. Kombinace simulace transportu
se simulaci rozpadu je ve Flow123D zaloZena na metodé Stépeni operatoru (Operator
Splitting - OS) podle schématu TR, (Transport-Reakce).

Pouziti uvedeného schematu (TR) vyvolava podle [25] podhodnoceni vysledku
simulovanych koncentraci, ale vzhledem k analytickému teseni simulace rozpadi neni
tato ¢ast modelu zatizena chybou diskretizace v case.
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Pro specidlni pripad, kdy izotopy v rozpadové tfadé maji potradi odpovidajici
poradi indexu prvku v transportni ¢asti modelu a nedochézi k vétveni rozpadové
fady, ma matice radioaktivnich rozpadu nasledujici, bidiagonalni tvar.

At At
()™ 1-(3H)m 0 0

At At

INOE

At

Kazdy tadek matice R vzdy popisuje nékolika cleny rozpady jednoho prvku
v definované rozpadové radé. Rozpad prvku isotope; je zachyceny na i-tém tadku
matice. Diagonalni ¢leny vyjadiuji pomérné ¢asti mnozstvi prvku, které v simulo-
vaném systému zustanou po uplynuti ¢asu o délce jednoho ¢asového kroku modelu.
Mimodiagonalni ¢leny matice na i-tém tadku a v j-tém sloupci predstavuje rela-
tivni podil mnozstvi i-tého prvku, ktery se béhem jednoho casového kroku modelu
piemeéni radioaktivnim rozpadem na prvek isotope;.

Déle je znovu uvazovany obecnéjsi piipad rozvétvené, rozpadové fady, zachycené
na obrazku [3.21

V konkrétnim piikladu z obrdzku[3.2]se prvek isotopes rozpada na prvky isotopey,
isotope; a isotopeg v pomérech zachycenych mimodiagonalnimi ¢leny na druhém
radku matice rozpadu (3.1]). Polo¢asy rozpadu 7;, Vi € {1,...,7} pouzité k vypoctu
¢lenu v matici R jsou pro ilustraci zvoleny rovné délce ¢asového kroku simulace At.

Matice obsahujici informace o vétvené rozpadové radé z obrazku [3.2]fadé vypada
nasledovneé.

05 0 0 0 O 0 05 O
01 05 0 O O 0 01 03
o o0 10 O O O 0 O
0o 0 0 05 0 05 0 O
R= 0O 0 0 0505 0 0 O (3.1)
0 05 0 O 0 05 0 O
0O 0 05 0 0 0 05 O
o o0 o0 0 0 0 05 05

Matice popisujici radioaktivni rozpady ztratila pro obecnéjsi ptripad rozpadové
rady svuj puvodné pasovy charakter, ale to nic neméni na jednoduchém zpusobu
jejtho pouziti k simulaci uvazovaného jevu. Ptiklad a grafické vysledky pouziti po-
stupu maticového nésobeni ukazuje néasledujici kapitola.

3.2.2 Vliv zapnuti radioaktivnich rozpadii

Uvazujme model, ve kterém jsou ve sledovaném objemu piitomny tii ve vodé
rozpusténé radioaktivni latky oznacené pismeny A, B, C. Pro nazornou demonstraci
vlivu radioaktivnich rozpadu na vyvoj koncentraci uvazovanych izotopu jsme defi-
novali jednoduchou rozpadovou radu.

A% BIE O
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V pripraveném modelu nedochéazelo k simulaci transportu prvku A, B, C vlivem
advekce ani vlivem difuze. Jedinym ¢initelem, ktery ovliviioval koncentrace sledo-
vanych izotopu, byl radioaktivni rozpad. Poloc¢asy rozpadu byly nastaveny na
74 = 1 = 0,5 roku. Casovy krok mél hodnotu At = 0,5 roku. Po¢dtecni hod-
noty koncentraci byly piedepsany jako cy = 0,04 mg -I7', cg = 0,06 mg - [,
cc = 0,02 mg - 171, Simulovan byl ¢asovy interval o délce 10 let. Vysledek simulace
vyvoje koncentraci ukazuje obrazek

Jestlize bude uvazovano vétveni rozpadové tady, hodnoty parametru vypoctu
zustanou zachovany a prvek A se bude rozpadat stejnou mérou na prvky B a C' tj.

0,5-A% B, 0,5-45C,
vysledky simulace budou vypadat jak ukazuje obrazek [3.4(b)|

Rozpadova rada bez vetveni

0.12 p— T
0.1 |- . ; : : —
< 0.08 - i ; i -
o :
E
@ : cp
E 0.06 oo B ALEEEPRT R —
= A : cc
a
o \
c A H
g 0.04 it x_“.. O S PSS PRSPPI
A :
.\\\
0 e i i
0 5 10 15 20 25
casove vzorky, 1 vzorelk = 0,5 roku
(a)
Rozpadova rada s vetvenim
0.08 —— T T
g 005 - g
@ : cp
E 0.04 oo cg —
] ’ ; cc
a ',’ H
g : i
0.02 — : - B —
0.01 —
0 I i I I
0 5 10 15 20 25
casove vzorky, 1 vzorek = 0.5 roku

(b)
Obrazek 3.4: Vliv zapnuti radioaktivnich rozpadu.

Trendy vyvoje koncentraci izotopu v simulovanych rozpadovych fadéch splnily
nase o¢ekavani. U linearni rozpadové fady bez vétveni doslo k narustu koncentrace
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prvku C' (na konci rozpadové tady), zatimco koncentrace zbylych dvou prvku klesaly.
Pii volbé 74 < 7 by bylo mozné sledovat také docasny narust koncentrace prvku
B, ale tento ptipad nebyl modelovan.

V piipadé nejjednodussi rozvétvené rozpadové tady popisujici rozpad prvku
A primo na dvojici prvku B a C' obou produktu rozpadu pribyvalo spolu s ubytkem
prvku A.

3.2.3 Kinetické reakce prvniho ¥adu

Princip simulace chemické reakce za pomoci maticového nasobeni byl, kromé
radioaktivnich rozpadu, pouzit také pro predikci zmén koncentraci specii vlivem
kinetickych reakci prvniho fadu. Kinetické reakce prvniho tadu jsou obvykle popsany
chemickou rovnici typu

AL B,

kde urcujicim parametrem reakce je kinetickd konstanta k. Pro zaneseni reakci
prvniho fadu do matice reakci je tteba vypocitat z kinetické konstanty polocas re-
akce. To lze provést za pomoci vztahu

In2
T=— 3.2
. (32)
Opacny postup, tj. vyjadreni ,kinetické konstanty* odpovidajici polocasu roz-
padu, se ukazal byt piinosem pro symbolické zjednoduseni popisu obecnéjsi formu-
lace modelu radioaktivnich rozpadu (viz kapitola |3.2.5)).

3.2.4 Rozsifitelnost postupu maticového nasobeni

Jak je vSeobecné znamo, i pro kinetické reakce fadu vyssich nez jedna existuji
funkce koncentraci reaktantt, které jsou v ¢ase linearni. V piipadé jednoho reaktantu
ukazuje linedrn{ cleny treti ze sloupcu tabulky

Tabulka 3.1: Popis kinetickych reakei.

rad ODE-popis. Lin. ¢len Exp. ¢len Upravena ODE
Lo = Hal | (4] T = —k[A]
0 d?—t] =k (4] cap([A]) deep(AD = _k eap((A))
2 A = k(a2 | (47! exp([A]™1) dexp(CL/IAD — g cap(—1/]4))
oi 1-n
n % = —k[A]" [A]<1_n) sign(l —n) [A](l_n> 4 ezp(“‘(]"(1;:n> [A]( )) = —k exp(sign(l —n) [A](l—n))

Pro efektivni vyuziti postupu z kapitoly [3.2] je tfeba aby polo¢as uvazované kine-
tické reakce nebyl zavisly na koncentraci reaktantu. Tento pozadavek ovsem neni pro
kinetiky Fadu vyssich nez 1 splnén. Nasleduje jednoduché odvozeni poloc¢asu reakce
n-tého tadu s jednim reaktantem A. Koncentrace specie A, respektive jeji poc¢atecni
hodnota, je nize znacena c4, resp. Cap.
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A = k- (ca)"
(Ca)"des — —kdt

CAO0

[ (ca)dea = — [ kdt
CA:(L)/Q
o l(ea) e = k-

1 1 1

-1
1-n \ (cag)™ ' ((CAO)/Q)n71> T 1-n ((CAO n

A 1 1
1-n (cao)” ' kK

T =

kapitola

7]

N

(3.3)
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3.2.5 Zohlednéni rozpadl pfedchazejicich izotopti

Zpresnény postup simulace radioaktivnich rozpadu byl imple-
mentovan do programu Flow123D.

V doposud uvadénych prikladech radioaktivnich rozpadu byl vzdy uvazovan
pouze piispévek hmoty od bezprosttedné predchazejicitho prvku v rozpadové radé.
Tento pristup ovSsem vyvolava nepiesnost ve vysledcich, ktera se nejvyraznéji pro-
jevi podhodnocenim simulované koncentrace prvku na konci rozpadové tady. Tato
kapitola popisuje nékolik postupt jak tuto nepfesnost odstranit.

Analytické odvozeni koncentraci

Meéjme kratkou rozpadovou fadu s péti prvky A, B,C, D, FE
ALB3CES DS E

V tomto jednoduchém ptipadé lze ¢asovy vyvoj koncentraci izotopu analyticky
odvodit. Pro zjednoduseni matematického popisu rozpadu jsou dale k jeho formulaci
pouzivany kinetické konstanty k;, i € {1,...,4} vypocitané z polocasu rozpadu
7, 1 € {1,...,4} vyjadienim ze vzorce (3.2)).

Na ukéazku slozitosti vyslednych vztahu nasleduje vzorec pro vypocet koncentrace
prvku D.

= . . . . exp(—kit) exp(—kat)
CD(t) — CA(O) kl k2 kS <(k’2—k1)-(k‘3—k1)~(k‘4—k1) + (kZ—kl)'(k:«)—k1)~(k1—k4)+
exp(—kst) exp(—kat) exp(—kat)
k) (1 —ks) (a—F5) | (e o) (k1 —ks)- (oK) | (hs—ha)- (k1 —ko)-(ka )

exp(—kat) exp(—kat) exp(—kat)
+(k2—k3)'(k1—k2)~(k3—k4) + (k3—ka2)-(k1—ko)-(ka—k2) + (ka—k3)-(k1—k2)-(ks—ka) +

exp(—kat) exp(—kat) exp(—kst) exp(—kat)
+ep(0) - hy - ks - ((krkz)'(kzrkz) + (k3—kz)-(k2—ka) + (k2—k3)-(ka—ks) T (k2*k3)'(k3*k4)> t

tec(0) - ky - (S 4+ S ) o (0) - eap(—kat).

Vypocet vzorcu pro ¢asovy vyvoj koncentraci ¢;(t), i € {A,..., E} ze znamych
pocétecnich podminek ¢;(0), i € {A,..., E} je na papife ¢asové velice narocny.

E
Pro zjednoduseni odvozovani koeficientu a; piislusejicich ve vztahu ¢; = 3 a; - ¢;
Jj=A

koncentracim ¢;, j € {A,...,E} jsem sestavil schema, které ukazuje obrazek
a jemuz podobnda schemata mohou byt vyuzita pro popis rozpadovych tfad bez
vétveni.

Nasleduje popis pouziti schematu [3.5] pro odvozeni predpisu ¢asového vyvoje
koncentrace cp(t) = f(ca(0),cp(0),cc(0),cp(0),t). Je potieba nalézt koeficienty
ax(t),ap(t),ac(t),ap(t) linedrni kombinace koncentraci c4(0),cp(0),cc(0),cp(0).
Postup je nésledujici:

1. Protoze chceme popsat vyvoj koncentrace ¢tvrtého prvku v rozpadové radé
(cp(t)), zakryjeme paty radek ve schematu. Vyvoj koncentrace prvku D nezalezi
na koncentraci produktu jejiho rozpadu, tj. 5. prvku E.
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(ksks) g~/ =~ {k3-ks)
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a-ka*t a-ka*t a-ks*t

Obréazek 3.5: Schema pro vypocet koeficientu.

2. Kazdému uzlu u zakladny nezakryté casti schematu piislusi vyraz ve tvaru
ekt ie{A,...,D}.

3. Pro ziskéni koeficientu a4(t) prochdzime postupné vSechny cesty od zakladny
k vrcholu odkryté ¢asti pyramidy ve schematu. V prubéhu kazdé cesty zapisu-
jeme souciny s; zlomku podél cesty,

tj. s;(t) = e Mt ] klim? i,,bme{l,...,4}, I #m,je€{l,...,2" "'}

2n—1
4. Koeficient a4(t) je souctem vsech (2"71) soucinu s;(t), tj. aa(t) = > s;(¢).
j=1

5. Pred hleddnim koeficientu ap(t) zakryjeme levou sténu pyramidy, tj. vSechny
uzly s vepsanym ky. S mensi pyramidou opakujeme postup popsany v bodech
3ad.

6. Predposlednim krokem je ziskén{ koeficientu ap(t). Pii spravné provedeni vyse
popsaného postupu zbyva ze schematu nezakryty jediny uzel. Z tohoto duvodu
je koeficient ap(t) = e F,

D
7. Vysledny vztah pro cp(t) je souctem cp(t) = > a;(t) - ¢;(0).

i=A
Pokud uspotradame koeficienty ptislusejici koncentracim ¢;, ¢ € 1,...,5 do ma-

tice, tak ziskame maticovou exponencielu vystupujici v feseni soustavy obycejnych
diferencidlnich rovnic % = A¢, &(0) = G, tedy c(t) = et

Analytické odvozovani opravené matice rozpadu je ¢asové narocné a i s vyuzitim
analytickych Tesicu proveditelné pouze pro vybrané jednoduché pripady rozpadovych
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fad. Z toho duvodu jsme pristoupili k hledani numerické aproximace feseni. Postup
je popsan v nasledujici ¢asti textu.

Padého aproximace exponenciely matice

Pro diive zavedenou rozpadovou radu
ALBSBC3DSE.

byla spravnost vyse predstavenym postupem nalezené maticové exponenciely otes-
tovana jejim porovnanim s Padého aproximaci R(A) (viz [39]) exponenciely matice
A. Zminénd aproximace se pocita s vyuzitim vzorcu

R(A) = [D(A)]"'N(A),

p

_ p+q J)'p' j
N(A) = Z_: (p+a)!5!(p— ])A] (3.4)

( ):zi: _(ptg=9)'¢! J)'q' (_A>j'

(r+a)5'(¢—3)

Jednd se o racionalni aproximaci prostrednictvim vazeného podilu sou¢tu mocnin
matice A. Stupen mocnin v ¢itateli N(A) je nejvyse p. Stupen mocnin ve jmenovateli
D(A) je nejvyse q.

Pro zpfesnénou simulaci radioaktivnich rozpadu prvku { A, B, C, D, E'} bylo tieba
vypocitat aproximaci exponenciely eA2!. Pouziti vysledného maticového operatoru
realizuje predpovéd radioaktivniho rozpadu v ¢asovém intervalu (0, At).

V citateli i ve jmenovateli Padého aproximantu figurovaly pfi testu nejvyse druhé
mocniny matice. Matice A méla pii testu tvar

b ki 0 0 0
0 ks ks 0 0
0 0 —ks ks 0 |,
0 0 0 —ki Ky
0O 0 0 0 —k

kde k1 = 0.5 rok™!, ko = 0.3 rok™!, k3 = 0.6 rok™!, by = 0.45 rok™!, k5 = 0.0 rok 1.
Exponenciela matice [A-At] a jeji Padého aproximace popsand vzorci (3.4) vysly
s presnosti na 5 desetinych mist stejné. Casovy krok byl zvolen At = 0.5 roku.

A

0.77880 0.20477 0.01486 0.00149 0.00009
0.00000 0.86071 0.11989 0.01798 0.00143
eA2 = | 0.00000 0.00000 0.74082 0.23079 0.02839 (3.5)
0.00000 0.00000 0.00000 0.79852 0.20148
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000

Pro 20 c¢asovych kroku a ryze pro ilustraci zvolenou pocateéni podminku
c0) = (4.0,2.0,3.0,0.0,1.0)7 mg/l jde ¢asovy pribéh vyvoje koncentraci prvki
rozpadové tady popsat grafem zachycenym na obrazku |3.6|

Z grafu je dobfe patrnd shoda vysledku ziskanych analytickym vypoctem (kolecka)
a aproximaci s vyuzitim Padého aproximace exponenciely matice (kiizky).

51



8 T T T
&
&
T
= o |
.2".”
y
6 [ o |
—_.6, 5 — P & —
E B
0 y
] )
c i
] /
g =4
£ 5 - S/ - f
B L
P
g X
) ®.
2 T .
& B8
o —— o2
e &
. g B % &
1 b =5 o |
F e
) &
- S
0 2 1 | L e = e S S S
0 5 10 15 20 25

asové vzorky, 1 vzorek = 0.5 roku

Obrazek 3.6: Vyvoj koncentraci izotopt.

Analytické odvozeni v Sage

Exponencielu ¢tvercové matice jde odvodit také v programu Sage urcenému
k provadéni analytickych vypoctu, ale jen pro mala n < 6. Zato k tomu staci nékolik
pomérné jednoduchych ptikazu. Nize je provedeno ovéreni aproximativniho vypocétu
exponenciely matice popisujici pétiprvkovou rozpadovou radu.

sage:

var(’k1l k2 k3 k4 k5 dt’)

(k1, k2, k3, k4, k5, dt)

sage:
(o,

[-k1
0
0
0
0

L I e B e B e |

sage:
sage:
sage:

A = Matrix([[-k1, k1, O, O, O],[0, -k2, k2, 0, O],
0, -k3, k3, o],[0, 0, O, -k4, k4],[0, O, O, O, -k5]]); A
ki 0 0 0]

-k2 k2 0 0]

0 -k3 k3 0]
0 0 -k4 k4]
0 0 0 -k5]
A2 = A *x dt;
expA2 = exp(A2)
latex(expA2.substitute(dt=0.5, k1=0.5, k2=0.3, k3=0.6,
k4=0.45, k5=0.0))
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Vy¢isleny analyticky vysledek (3.6) odpovida provedené aproximaci (3.5]).

0.778800 0.204767 0.014855 0.001488 0.000087
0 0.860707 0.119889 0.017975 0.001427

0 0 0.740818 0.230791 0.028389 (3.6)
0 0 0 0.798516 0.201483
0 0 0 0 1

Shoda vysledku analytického a numerického feseni navrzeného matematického
modelu prokazala pouzitelnost Padého aproximace k simulaci radioaktivnich roz-
padu. Vyhodou numerického teseni je jeho Sirsi pouzitelnost a snazsi implementace.

Vliv délky ¢asového kroku

Obrazek ukazuje vliv volby délky casového kroku (dt € {0.1,1.0,10.0}) na
vysledky simulace radioaktivniho rozpadu popsaného nize uvedenou rozpadovou
radou.

100 let 1 rok
A > B C

05
A _COT_(M/LAZ)
05 LN B B di0]_(M/LA3)
e B C_ciol_(M/LAZ]
. == A_ditl_(M/LAZ)
0.4 N ¥ | B (LA
LY ;,:! ' =%=C_dtl_(M/L"3)
__0.351 o - 3 ¥ o A_GNO_(M/LAZ)
~—' u X ﬂ‘-! B anO_(M/LAE)
U 0.3+ \'\ ,.,ﬂlj-+ e C_df10_(M/LAZ)
[ B, e
= 8L G
C0.25+ ® g
A
g 02 f/:, ‘1\‘
v ] .. -+ o -
® T B
015 ot L.
L ]
/l/ + e
- B
0.1 - =
R ey o
’ m
+ -5
0.05-] ,'/.' -

. 10 15 20
Casove vzorley [1], 1 vzorele = 10 let

Obréazek 3.7: Vliv volby délky ¢asového kroku na vysledky simulace radioaktivniho
rozpadu.

V souladu s ocekavanim se pii spravné formulaci modelu (At < 7;,i € {A, B})
neprojevil vliv délky ¢asového kroku vypoctu. Viz shoda vysledku vypoctenych kon-
centraci prvku A_dtO1 s A_dtl a s A_.dt10, B_.dt01 s B_dt1 a C_dt01 s C_dt1 v grafu
na obrazku [3.7] Rozdily vypoctenych vysledku vlivem volby délky ¢asového kroku
vypoctu se ukazaly pouze v pripadé, kdy zvolena délka kroku 10 let presahla jeden
z polocasu rozpadu 73 = 1 rok. Z toho plyne, ze casovy krok vypoctu simulace
radioaktivniho rozpadu muze byt nejvyse min(r;),V i.
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3.2.6 Casova naroc¢nost vypocta, vliv paralelizace

Vysledky popisované v této kapitole byly prezentoviny na konfe-
renci ,, Conference on Modelling Storage in Deep Layers, 2011%
a zpracovdny ve formé technické zpravy vijzkumného centra AR-
TEC, viz priloha [F.

Pro posouzeni ¢asové narocnosti simulace transportu radioaktivnich prvku pod-
zemni vodou bylo vytvoreno nékolik modelu regionalniho rozsahu. Modely popi-
sovaly oblast hypotetického tlozisté radioaktivniho odpadu v lokalité Rozna-OIsi.
Podklady pro zpracovani transportni ¢asti modelu poskytla doc. Jifina Kralovcova
[40]. Geometrie oblasti o velikosti 20 kmx30 kmx0,8 km byla diskretizovana siti,
ktera obsahovala 14 tisic elementu (viz obrézek. Elementy sité byly rozclenény
do tii skupin predstavujicich tii horizontalni geologické vrstvy s rozdilnymi hyd-
raulickymi vodivostmi 3.15-107°, 3.15-107% a 3.15:107% m/rok (viz obrazek [3.8(b)).
Okrajové podminky proudéni byly ruznych typu (Dirichletova, Neumanova) a re-
prezentovaly vodni plochu, feky nebo nepropustnou horninu na hranici simulované
oblasti. Podrobnosti jsou k nalezeni v [40]. Simulované ¢asové obdobi bylo 1000
let. VSechny parametry regiondlnich modelu byly voleny s ohledem na néazornost
vysledku simulovanych tloh. Vysledky tak nutné nemusi odpovidat redlnym si-
tuacim.

Dvojice souradnych soustav je na obrézku zanesena pro moznost vzajemneé
porovnat velikost popisované lokality s velikosti podle modelu radioaktivitou ve
vysledku kontaminované oblasti.

Ba_(M/LA3)
200

(a) Vypocetni sif modelu. (b) Vrstvy s ruznymi propustnostmi.
Obrazek 3.8: Diskretizace geometrie popisované oblasti.

Pro modely regionalni rozsahu byly uvazovany ¢tyti transportované radioaktivni
prvky a dvé jimi tvorené kratké rozpadové fady popsané chemickymi rovnicemi
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Pocéateéni podminky transportu byly nastaveny pro vSechny prvky v modelu na
0.0 mg/l vné ulozisté a na 100 mg/l uvnitt lozisté. Rozpad stroncia méa polocas
28 let a cesium se rozpada s polocasem 33 let. Obé rozpadové rady byly na zadané
uloze simulovany zaprvé vyse popsanym maticovym nasobenim a za druhé byly mo-
delovéany jako kinetické chemické reakce prvniho tadu. Simulace rozpadu popsanych
jako kinetické reakce prvniho tadu byly realizovany iteracné v modulu vytvoreném
z programu Semchem.

Pro ilustraci shody vysledku ziskanych maticovym nasobenim a itera¢nim fesicem
byly graficky porovnany koncentrace Barya. Oblast, ktera bude podle modelu na
konci simulovaného ¢asového obdobi kontaminovana Baryem mé pribliznou rozlohu
2 kmx 1.5 km. Porovnani velikosti kontaminované oblasti (modfe) s velikosti hypo-
tetického lozisté (Gervené) ukazuje obrazek

Obrazek 3.9: Hypotetické dlozisté (¢ervené) a kontaminovand oblast (modie).

Mrak kontaminace predpovézeny simulaci transportu v kombinaci s maticovym
nasobenim pocitanymi rozpady ukazuje obrazek .

Piedpovéd ziskand simulaci transportu v kombinaci s feSenfm rozpadii jako
specialniho ptipadu kinetickych reakci je zachycena na obrazku .

Oba obrazky [3.10(a)| a [3.10(b)| ukazuji obdobné rozsiteni kontaminace. Naproti
tomu vysledky samotného transportu neovlivnéného chemickymi reakcemi vykazuji,
pii stejné barevné skale vysledku, znatelny rozdil (viz obrézek .

Kvalitativni srovnani vysledku simulaci vyvoje koncentraci Barya na vybraném
elementu z blizskosti ulozisté (element zvyraznény na [3.10(c)) ukazalo ze rozdil
ve vysledcich ziskanych vyuzitim postupu maticového nasobeni a itera¢niho feseni
chemické ¢asti modelu nepresahl v zddném casovém kroku simulace 2%. Grafické po-
rovndn{ vysledku nabizi obrdzek [3.11} Pro srovnani{ je na obrdzku zachycen i vysledek
simulace transportu nezohlednujiciho radioaktivni rozpad.
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(a) Maticové nasobeni. (b) Kinetické reakce. (¢) Samotny transport.

Obrazek 3.10: Srovnani predpovézenych mraku kontaminace.
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Obrazek 3.11: Srovnani vysledku simulace rozpadu Cesia na Baryum.

Trojice navrzenych tloh (transport, transport s rozpady, transport s kinetikami)
byla pro posouzeni casové narocnosti simulovana nejprve na stolnim pocitaci s pa-
rametry:

CPU INTEL Core i7-860 BOX (2.80 GHz) 8MB cache, 4GB, DDR3-1333MHz, HDD
150GB SATAIIL, HDD 1TB SATAIII/7200rpm, Fedora 14 (Laughlin), Gnome
a poté na vypocetnim clusteru Hydra s parametry:

17x (Sun Fire V20z), 2x AMD Opteron 252, 2600 MHz (1 core) 1MB cache, 4 GB
RAM, 73 GB HDD, 10025 rot./min, Fujitsu MAT3073NC, 1x Dual Ultra320 SCSL,
LSI Logic 53¢1030 PCI-X, 2x NIC 1 Gbps, Broadcom BCM5704, DVD-ROM, FDD,
Celkem: 34 CPU (34 cores), 68 GB RAM, 1.2 TB HDD, CentOS 5.4.
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Ulohy byly postupné déleny na 2, 4 a 8 paralelné zpracovavanych procesti. Casové
naroc¢nost jednotlivych vypoctu byla prubézné zaznamenavana a muzete ji najit

v tabulkach B.2] a B3l

| Scénéi/N proc. || 1 | 2 | 4 | 8 |
transport 38 : 31 21:33 | 17:10 | 14: 44
rozpad 40 : 12 22:13 | 17:25 | 15:06
kinetika 01:29:28 | 54:22|38:04|32:03

Tabulka 3.2: Vypocetni casy regionalniho modelu, stolni PC

| Scéndi/N proc. | 1 2 ! \ 8
transport 49 : 55 26 : 01 25:31 30: 01
rozpad 53 : 09 28 : 12 26 : 55 27 : 54
kinetika 04:50:37|04:00:51 | 04:01:50 | 03:43:45

Tabulka 3.3: Vypocetni casy regionalniho modelu, cluster Hydra

Grafické vyhodnoceni délky trvani vypoctu na stolnim pocitaci v zavislosti na
poctu pouzitych procesoru (procesu) ukazuje obrazek . Casy vypoctu neklesaly
neptimo imérné poc¢tu procesoru, protoze vyuzity vypocetni software nebyl plné
paralelizovan a mél také sériové zpracovavanou c¢ast. Podle takzvaného Amdah-
lova zdkona nemuze vypocetni ¢as modelu pii pouziti N-nasobného poctu procesoru
klesnout vice nez N-krat. Nameéfené casy trvani vypoctu jsou v grafu porovnany
s odhady sniZeni ¢asu vypoétu, kterych by bylo mozno dosdhnout v pripadé plné
paralelnich vypoctu (... _exp jako expected).

7 namérenych hodnot délek trvani simulaci na stolnim pocitaci byla urcena
zrychleni (acceleration) vypoctu vlivem paralelizace. Vysledky ukazuje graf na obraz-
ku B.13

Na zékladé zpocitanych zrychleni bylo mozné odhadnout takzvany fractioning
(f), coz je podil doby trvani sekvencialni ¢asti vypoctu ku celkové dobé vypoctu.
Tento podil je odhadovan na zakladé vzorce

_ts N-S 1
f_t5+tp_ S N-1

kde t, je cas trvani sekvencidlni ¢asti vypoctu. Znacka ¢, symbolizuje délku trvani
paralelni ¢édsti vypoctu. Pismeno N znaci pocet procesoru (procesu) a S je znacka
pro zrychleni v dusledku paralelizace vypoctu. Fractioning simulaci provedenych
s vyuzitim paralelizace vypoctu ukazuje tabulka [3.4]

Z tabulek a je zfejmé, Ze vypocetni ¢asy simulaci na stolnim pocitaci
a na vypocetnim clusteru jsou pii modelovani samotného transportu a transportu
s radioaktivnimi rozpady vzajemné porovnatelné. Vyraznéjsi rozdil v délkach trvani
vypocétu nastava u simulace kinetickych reakei prvniho radu. Porovnanim parametru
stolniho pocitace s parametry uzlu vypocetniho clusteru Hydra bylo zjisténo, ze
rozdil je s nejvétsi pravdépodobnosti vyvolan osminasobnou velikosti cache paméti
na stolnim PC, kterd umoznuje praci s vétsimi objemy dat najednou.
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Obréazek 3.12: Délky trvani vypoctu v zavilosti na poctu pouzitych procesoru.

Tabulka 3.4:

vypocetni ¢as [s]

3 4 5
pocet procesti [1]

T

6

«+ kinetika

~ rozpad
roz_exp

+ kin_exp

| Scénai/ Nproc. | 2 | 4 | 8 |
transport 0.05950 | 0.19569 | 0.25752
rozpad 0.05265 | 0.18325 | 0.25062
kinetika 0.10768 | 0.17548 | 0.23323

Podily sekvencidlnich ¢asti vypoctu regiondlniho modelu (fractioning).

2.25

175

zrychleni [1]

Zrychleni

3 4 5
pocet proces( [1]

transp.
- rozpad
+=kinetika

Obrazek 3.13: Zrychleni vypoctu vlivem paralelizace.
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3.3 Rovnovazné sorpce

Cldnek popisujici inovativnd postup simulace rovnovdzné sorpce
byl prijat k publikaci v casopise Computers and Geosciences

(2014), viz priloha[F

Problém simulace rovnovazné, ,nekonecné” rychlé reakce byl v rdamci dizertace
samostatné fesen pro pripad izotermou popsané adsorpce s nebo bez zohlednéni
omezené rozpustnosti specie ve vodeé.

Zavedeny postup modelovani adsorpce se zahrnutim omezené rozpustnosti specii
je k nalezeni v [41]. Ve zminéném ¢ldnku je predstavend metoda simulace vicevrstvé
adsoprce zohlednujici srazeni rozputéné specie na povrchu horniny. Podobny popis
problému jako [41] nabizi zndama BET-izoterma (viz napiiklad [42]). Technické kom-
plikace s vyse uvedenymi metodami tkvi ve stanoveni hodnot parametru modelu.
V pripadé znalosti vlastnosti horniny v okoli mista simulované adsoprce je k odhadu
parametru mozné pouzit extrapolaci. Tento postup je prezentovan v [43] na piikladu
modelu linedrni adsorpce v lokalité Yucca Mountian (USA). Pokud nenf k dispozici
dostatek méreni pro kalibraci parametri, potom je tieba zvolit jednodussi model.
U nize popisovanych modelt jsou uvazovany jednovrstvé adsorpce specii ze silné
ziedénych roztoku.

Problém modelovani adsorpce jsem vytesil nékolika ruznymi zpusoby, které jsou
voleny podle toho jestli je uvazovana omezena rozpustnost a dale na zakladé toho
zda horniny v popisované oblasti maji vSude a stale stejné materialové vlastnosti
nebo jestli se se jejich charakteristiky s mistem a s ¢asem méni.

Zpusob chovani modelu se pii zohlednéni omezené rozpustnosti lisi podle toho
jestli celkové mnozstvi specie (rozpusténé a sorbované nebo srazené) presdhne sta-
novenou mezni hranici mnozstvi specie ve sledovaném objemu (vysvétleno déle).
V piipadé, Ze mezni hranice neni prekrocena, tak je v modelu pocitdna sorpce (viz
kapitoly a a kdyz k prekroceni hranice dojde pak je simulace sorpce
nahrazena simulaci srazeni (viz kapitola . Koncepce modelu byla otestovana
v Octave a dale byla rozvinuta a zahrnuta do programu Flow123D.

3.3.1 Formulace modelu

Predpokladali jsme rovnovaznou sorpci ovliviiujici transport radionuklidu pod-
zemni vodou. Nejsnazsi cestou pro zahrnuti sorpce do modelu transportu radio-
nuklida bylo vyuziti metody $tépeni operatoru (Operator Splitting, OS). V kazdém
casovém kroku jsme tak simulovali nejprve transport a nasledné rovnovaznou sorpci
(SNTA, [I3]). Obe ¢ésti simulace byly vykondvany pouze jednou.

Predstavovany postup simulace adsorpce byl implementovan do softwaru Flow123D
(viz [30]).

Oblasti popisované modely ve Flow123D mohou byt dale rozdéleny na mensi
podoblasti (tzv. regiony) vykazujici specifické adsorpéni vlastnosti pro jednotlivé
specie jejichz transport je modely simulovan. V nize navrzenych modelech neni pro
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jednuchost zohlednéna zména adsorpcénich vlastnosti hornin vlivem zmény pH. Uva-
zujeme pH konstantni jak v ¢ase tak i v definovanych regionech.

Model adsorpce jedné specie

V této kapitole je popsan princip simulace adsorpce jedné specie rozpusténé
v podzemni vodé na jeden druh horninové matrice. Nasim predpokladem byla zna-
lost explicitniho popisu sorpce izotermou ve tvaru ¢, = f(c,), kde ¢, [kg - m™]
oznacuje koncentraci rozpusténé a c, [kg - kg.\,] koncentraci sorbované specie. Ob-
vyklé typy izoterm nevyzaduji pro popis interakce rozpusténych specii s horninovou
matrici mnoho parametru. Prestoze nékteré druhy izoterm (Langmuirova izoterma)
zohlednuji maximalni sorbovatelné mnozstvi specie, pii jejich pouziti neni brana
v potaz mez rozpustnosti specii ve vodé (¢i). Pokud nebudeme rozlisovat mezi sor-
bovanymi a srazenymi formami specii, protoze obé formy jsou v pevné fazi a jsou
tak imobilni (netransportované), potom muzeme fazovou zménu specii vlivem sorpce
a srazeni popsat grafy 3.14(a)la [3.14(b)|

A .
Cs ,/ )
‘izoterma &
/,, \ZO\'_.e_r_m_a_
flc)f-------- , f(cy) -
: metz .y mez
 FOZpustnostl rozpustnosti
Ck Ca Ck Ca
(a) Omezenou  rozpustnosti (b) Omezenou rozpustnosti
ovlivnéna linedrni sorpce. ovlivnéna nelinearni sorpce.

Obrazek 3.14: Omezenou rozpustnosti ovlivnéné, izotermami popsané sorpce.

Na grafech z obrazku jsou plnymi, lomenymi ¢arami zachyceny izotermy ve
spojeni s popisem omezené rozpustnosti (svislé ¢ary prochdzejici bodem [cg, f(cx)]).

Kazdy bod lomenych ¢car {(c,, ¢s): (cq € (0,cx) & ¢5 = f(ck)) V (co =, & ¢5 €
(f(ck),00))} na obrazku [3.14] piislusi jedné hodnoté celkového mnozstvi my [kg]
a jemu odpovidajici celkové koncentraci cp specie v elementu o objemu Vi, [m?].
Zavadény matematicky model vychazi ze zakona zachovani hmoty. Chovani modelu
se méni mezi sorpci a srazemim v pripade, kdy myp dosahuje mezni hodnoty m/7**.

Jak bude ukdzano dale, mezni hodnota m/'** muze byt spocitana z velikosti kon-

centraci ¢, = ¢g, ¢s = f(cx). Velikost m*® zustavéa zachovana ve vsech bodech na
cerchované care (limit), kterd je zachycena na obrazku [3.15]

Cerchovand Géra s popiskem ,limit“ a ¢ary s ni rovnobézné graficky vyjadiuji
zakon zachovani hmoty. Jestlize vrati transportni ¢ast modelu hodnoty koncentraci,
které lezi v trojuhelniku pod hranici m7**, pak je simulovana sorpce. V opac¢ném
piipadé (koncentrace po transportu lezi mimo trojuhelnik) je simulovano srazeni.

Oba vyse vlozené obrazky [3.14(a)| a [3.14(b)| rozliSuji pouze mezi linedrnim a ne-
linedrnim druhem izoterm. Pod pojmem nelineéri izotermy rozumime v tomto piipa-
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f(cy)

A
max” .
Ca Ca

Obrazek 3.15: Hrani¢ni piimka pro simulaci sorpce.

dé Freundlichovu izotermu (¢; = f(c,) = kp- ¢t s parametry kg a ) a Langmuirovu
izotermu (cs = f(c,) = I - (k- ca)/ (1 + kL - ¢,)) s parametry kz a ¢***, kde
k1, je Langmuirova konstanta a c]'** predstavuje maximalni hodnotu koncentrace
specie adsorbovatelnou na povrch horniny.

Uvedené tvary predpisu Freundlichovy a Langmuirovy izotermy je mozné najit
napiiklad v [44].

V principu lze navrzenym postupem simulovat libovolnou sorpci s popisem ve
tvaru ¢; = f(c,). Simulace adsorpce popsané BET-izotermou ¢s = ¢ (ks-c,)/((1—
kr-cq)-(1—kp-co+ks-c,)) nebyla, navzdory vyhovujicimu tvaru predpisu, vyzkousena,
protoze 3 parametry modelu (¢'**, ki, kg, kde kg je rovnovazna konstanta pro
prvni adsorbovanou vrstvu, kz, je rovnovazna konstanta pro dalsi adsorbované vrstvy
a ¢ je maximalni dosazitelnd koncentrace adsorbované specie) je pro praktické
pouziti velmi obtizné ziskat.

Dobrte formulovany matematicky model omezenou rozpustnosti ovlivnéné sorpce
musi splnovat zakon zachovani hmoty. To znamend, ze hodnoty msy a ¢y musi
zustavat v prubéhu diléich vypoétu koncentraci v jednotlivych elementech kon-
stantni. Mnozstvi specie v roztoku jsme oznacili m,, [kg] a mnozstvi specie v pevném
skupenstvi (sorbované, srazené, solid) m; [kg]. Mezi vyse zavedenymi znackami plati

vztahy:
Cr = mT/‘/elma Co N = ma/‘/elma Cs = ms/pH/(l - n)/‘/elma (38>

kde py je hustota horninové matrice a n je jeji porozita. Zakon zachovani hmoty
muze byt vyjadien jako

mT/‘/;lm = ma/‘/elm + ms/‘/elm =

:CT:Ca'n+Cs'pH'(1_n)- (39>

Matematicka formulace modelu sorpce ovlivnéné omezenou rozpustnosti je po-
stavena na TeSeni rovnice

co = min{g ' (er), i}, (3.10)
kde cp je spocitano z (3.9)) s hodnotami ¢,, ¢s z transportni ¢asti modelu a s funkei
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g(c,) danou predpisem

g(ca) :Ca'n—i'f(ca)'pH'(l_n)' (311)

Stejny model sorpce muze byt definovan také v pripadé vyjadieni mnozstvi
specie v roztoku v jednotkdch moldrnich koncentraci m, [mol/m?3], m, [mol/kg],
mr [mol /m3]:

me = min{g ' (mr), m}, (3.12)
kde g(mg,) = mg -1 + f(ﬁLa) -pg - (1 —n)a kde fv(fﬁa) je predpis izotermy, ktery
pocita s molarnimi koncentracemi.

Model adsorpce vice specii

Jak uz bylo feceno v tdvodu kapitoly 3.3.1) ve Flow123D muze byt geometrie
modelu rozdélena na nékolik (feknéme n,) podoblasti ozna¢ovanych jako regiony.
Pokud uvazujeme model adsorpci ovlivnéného transportu n, specii skrze n, regionu,
pak je adsorpce vybrané specie ve zvoleném regionu popsana jednou z n, X ng funkci

ve tvaru ([3.10]).

3.3.2 Regeni modelu

Model adsorpce jedné specie

Mezni hodnota hmotnosti m/7*** jedné sorbujici specie a této hmotnosti odpovida-

jici, nejvyssi hodnota koncentrace ¢/ popsatelna izotermou, mohou byt odvozeny

za vyuziti jednoduché substituce ¢, = ¢, ¢s = f(ex) v (3.9)

mE [ Vem = 7% = cp-n+ f(er)pu - (1 —n). (3.13)

V pripadé, ze cp < 7", pak je simulovana sorpce. Kdyz je ¢y > /%%, potom je

modelovano srazeni. Oba ptipady jsou v této kapitole rozebrany.

Do rovnice muze byt dosazena libovolna funkce ¢; = f(¢,) vyjadiujici izo-
termou popsanou sorpei. Casovd naroénost feseni modelu zavisi na mife obecnosti
zadani materidlovych vlastnosti horninové matrice (n, py). Materidlové vlastnosti
matrice mohou byt bud konstantni v ¢ase a alespon v podoblastech prostoru nebo
mohou byt ¢asové a prostorové zavislé. I kdyz mohou byt vlastnosti horninové ma-
trice (n, py) predepsany jako funkce zavislé na prostorovych soufadnicich a na case,
v modelu neni zahrnuta jejich zména vlivem srézeni, rozpousténi a adsorpce.

Nésledujici podkapitola je sice vénovana popisu modelovani sorpce s prosto-
rové a casove zavislymi vlastnostmi horniny, ale nékteré jeji ¢ésti jsou spolecné pro
vSechny uvazované druhy scénaru, tj. i konstantni parametry horniny a sorpce bez
omezené rozpustnosti.

Proménné parametry horniny

Pokud v modelu uvazujeme vlastnosti horniny n(Z,t), pg(Z,t) proménné v pro-
storu a v ¢ase, pak muzeme modelem popisovat obecnéjsi piirodni procesy nez
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v pripadé konstantnich parametru. Proménlivost v parametrech muze byt v redlu
vyvolana napiiklad tlakem (stlacitelnd matrice) nebo rozpousténim horniny (zména
v porozité). V piipadé proménlivych parametri musi byt jejich hodnoty znovu
nacitany v kazdém casovém kroku modelu. Stejné tak musi byt v kazdém casovém
kroku a v kazdém elementu sité znovu iteraéné fesena nelinearni rovnice

or = cq - n(Zt) + flca) - pu(Z,t) - (1 —n(Z,t)). (3.14)

Parametry n(Z,t) a py(Z,t) mohou byt explicitné predepsany ve vstupnim sou-
boru modelu.

Pted startem teseni rovnice (3.14]) je tfeba odhadnout interval, ve kterém teseni
lezi. Spodni mez hledaného intervalu je 0, protoze koncentrace nemuze nabyvat
zapornych hodnot. Horni mez intervalu, ozna¢ime ¢y mqq, Mmuze byt spocitana z cel-
kové koncentrace ¢y vyuzitim vzorce Cuqmar = cr/n. Hodnota cugmes odpovidd
hypotetické situaci ve které by byla vSechna specie rozpusténa v roztoku.

Po nalezeni horni meze intervalu feseni (Cuq maz), T€Sime rovnici s vyuzitim
algoritmu TOMS 748, ktery nevyuziva k hledani kotene rovnice derivace. Algoritmus
TOMS 748 je strucné popsan v kapitole a podrobné v ¢lanku [45].

Resenfm (urc¢enim intervalu feseni a vyuzitim TOMS 748) je mozné pro-
vadeét i simulaci sorpce bez uvazované omezené rozpustnosti.

cRA

Obrazek 3.16: Body do interpola¢ni tabulky v oto¢ené souradné soustave.

Konstantni parametry horniny

Uvazujeme-li zjednoduSeny matematicky model

cr=co-n+ flca) pg-(1—n) (3.15)
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s parametry n, pg konstantnimi v ¢ase a na jednotlivych oblastech i v prostoru, pak
muzeme simulaci sorpce vyrazné urychlit. V takovém piipadé lze pro feseni
pouzit postup zalozeny na interpolaci, kterd vyuziva predpocitanou interpolacni
tabulku. Predpocitana tabulka sestdvd z bodu lezicich na izotermé ¢ = f(c,).
Nasleduje popis postupu vypoctu bodu do interpola¢ni tabulky.

1.

Podle vzorce (3.13]) je spocitdna maximélni celkova koncentrace sorbujici spe-

cie (") popsatelnd izotermou, tj.

& =ce-n+ flew)pn - (1 —n).

Interval (0, ¢*“*) je rozdélen na k podintervalu.

Je vypocitano k hodnot koncentraci roztoku, které odpovidaji hranicim podin-

tervaltt podle vzorce ¢, = Ci:'l, i €{0,...,k}, kde n je znackou pro porozitu.
Jsou feSeny rovnice ¢ -n = ¢, n+ f(cy)-pu-(1—n),i € {0,...,k} s proménnou

¢o- Resenfm je mnozina bodi {[c,, f(c\)]}, 1 € {0,...,k}.

Soutadnice nalezenych bodu {[c}, f(c\)]}, I € {0,...,k} jsou transformovany
do soufadného systému s celkovou koncentraci ¢ = cr na misté nezdvisle
proménné. Uvedend transformace je linearni operace a muze byt realizovana
zpusobem popsanym nékolika nédsledujicimi vzorci

F=A.C

et ] _ no (=npm | [<
[Cf’l]_l—(l—n)pﬂ no Tl (3.16)
1e{0,... Kk}

Transformované soufadnice bodu ¢! jsou ekvidistantné rozlozeny podél osy
c®. Diky ekvidistantnimu rozlozen{ bod nenf tieba uklddat hodnoty ¢!, K se-
staven{ interpolaéni tabulky staci ulozit ¢! 1 € {0,... k}.

Obréazek ukazuje ilustrativni pifklad bodit [¢2!, B (hvézdicky) ekvidistantné

rozlozenych podle osy ¢ v transformované souradné soustavé. Funkéni hodnoty ¢

a ) s
R,
S

z vytvorené interpola¢ni tabulky mohou byt vyuzity k zakon zachovani hmotnosti
respektujici projekci vystupu simulace transportu na izotermu.

Projekce je provadéna ve 3 nasledujicich krocich.

1.

Koncentrace vypoctené transportni ¢dsti modelu {[c,, ¢sl;},
i € {1,...,nrof elements}, jsou transformovany do otocené soufadné sou-
stavy, viz (3.16|).

2. Je provedena interpolace transformovanych hodnot za vyuziti predpocitané,

interpolacni tabulky.
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3. Soutradnice bodu ziskanych interpolaci jsou transformovany zpét do origindlni
souradné soustavy. Zpétna transformace sestava z prenasobeni soutradnic in-
terpolaci ziskanych bodu v rotované soustavé matici AT a z nasledného preska-
lovani vysledki. Preskalovani je nutné protoze matice A neni orthonormalni,
coz ukazuje vzorec

AT-AZ((n—1)2-p§,+n2)-[é H (3.17)

Model adsorpce vice specii

Postup sestaveni interpola¢ni tabulky i zpusob projekce dat na izotermu muze
byt vyuzity také v pripadé simulace transportu vétsiho mnozstvi vzajemné neinter-
agujicich specii. U takového scénare je tieba vytvorit n, X n, interpola¢nich tabulek
(n, - pocet regionu, ng - pocet specii).

Srazeni vyvolané omezenou rozpustnosti

Az po tuto podkapitolu byly popisovany vyhradné piipady simulace sorpce. Nas
model omezené rozpustnosti je postaven na predpokladu, ze ke srazeni dochazi pti
dosazeni predem zndmé maximalni koncentrace specie v roztoku ¢'** (tzv. rozpust-
nosti). Je treba poznamenat, ze obecné je hodnota rozpustnosti zavisla na mnoha pa-
rametrech roztoku (pH, Eh a koncentracich ostatnich spécii v roztoku). Predpoklad
predem zndmé konstatni hodnoty /%" je tedy velmi silny a je tfeba s nim pfi fesent
konkrétnich tloh zachazet velmi opatrné.

V nasem modelu dojde k simulaci srazeni pfi splnéni podminky cp > 7.
V takovém piipadé bude mit koncentrace specie v roztoku pevné stanovenu hodnotu

¢x @ mnozstvi sorbované/pevné specie bude dopoc¢itano podle vzorce

cs = (ecr—n-c)/(pg - (1 —n)). (3.18)

3.3.3 Implementace a testovani modelu

K feseni rovnic a nam poslouzil algoritmus TOMS 748 (viz [45]).
Vyuzita implementace algoritmu TOMS 748 je soucasti rozsahlé knihovny funkei
boost C++ (v 1.0, viz [46]) a namisto derivaci funkei vyuziva k feseni nelinedrnich
rovnic kubickou interpolaci. Problém popisujici, nelinedrni rovnice byly feseny bud’
jednou na zacatku simulace k vytvoreni interpolacni tabulky nebo v kazdém casovém
kroku pro ziskéni presného feseni.

Navrzeny postup byl testovan reakcéné transportnim modelem na 2D oblasti.
Geometrii oblasti tvoril obdélnik s délkami stran 5 m ve sméru osy x a 1 m ve sméru
osy v. Vypocetni sif obsahovala 1426 trojihelnikovych elementi a simulace byla
rozdélena na 21 casovych kroku. Dalsi parametry modelu jsou uvedeny v tabulce

B3
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Tabulka 3.5: Parametry modelu sorpce.

parametr oznaceni hodnota [rozmeér]
vodivost K 0.125 [m - rok™']
Dirichletova okrajovd podminka tlakova vyska x-souradnice [m)]
pocétecni podminka Ca 0.0 [kg - m™3]
mobilni porozita n 0.005 [m? - m™3] = [1]
okrajova podminka transportu koncentrace 0.05 xt [kg - m™]
cas simulace 15.0 [rok]
uklddaci krok At 0.5 [rok]
rozpustnost Ck 1.0 [kg - m™?]
hustota horniny DH 1.0 [kg - m™3]
Typ sorpce
linearni
konstanta linearni izotermy k 0.6 [m3 - kg™ ']
Langmuirova
maximaln{ kapacita pokryti cmax 0.6 [kg- kg™ '] = 1]
konstanta Langmuirovy izotermy kr 0.6 [m3 - kg™
Freundlich
prevracend hodnota intenzity sorpce Q 0.6 [1]
konsatnta Freundlichovy iotermy kp 04 [(kg-kg~')= =[1]

Byly modelovany 3 scénate transportu péréznim mediem s konstantnimi nebo
proménnymi parametry. Modely zahrnovaly simulaci sorpce popsané linearni, Lang-
muirovou nebo Freundlichovou izotermou. Ve vSech tifech ptipadech byla sorpce
modelovana nejprve za pomoci Newton-Raphsonovy metody. Déale probéhly simu-
lace s vyuzitim metody TOMS 748 a nakonec byl aplikovan postup zalozeny na
interpolaci. Délky béhu simulaci jsou zachyceny v tabulce [3.6]

Simulace byly provedeny na pocitaci s nasledujicimi parametry: CPU Intel(R)
Core(TM) i7-3770K (3.50GHz) 8M L3 cache, 16GiB DDR3-1333MHz, HDD 120GiB
SSD, HDD 1TB SATA 7200rpm, Ubuntu 13.04 (Ringtail), Unity, Flow123D v. 1.7.0
(viz [30]).

Provedené simulace byly umoznény diky pouziti stejnych proménnych (mist
v paméti) pro ulozeni koncentraci sorbovanych a srazenych specii.

Tabulka 3.6: Casy simulaci transportu ovlivnéného sorpei.

typ/algoritmus | Newton | toms748_solve | interpolace
linearni 6,5 8,48 0,87
Freundlich 8,98 41,1 0,87
Langmuir 7,89 13,2 0,98

Pro vsechny piipady simulaci s konstantnimi parametry horniny a s pouzitim
interpolace bylo zaznamenano znatelné zrychleni, které je patrné z porovnani hodnot
v prvnim a ve tfetim sloupci tabulky |3.6
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Ve vsech pripadech pouziti algoritmu TOMS 748 bylo pozorovano zpomaleni
vypoctu ve srovnani se simulacemi problému Newtonovou-Raphsonovou metodou.
Na zakladé namérenych délek trvani vypoctu se Newtonova-Raphsonova metoda
jevi pro numerické modelovani sorpce jako vhodnéjsi volba nez druhy z testovanych
itera¢nich postupt.
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3.4 Simulace paralelnich chemickych reakci

Ruzné druhy chemickych reakei je zvykem, v zavislosti na rychlosti prubéhu re-
akce, popisovat ruznymi druhy matematickych rovnic. Pomalejsi, takzvané kinetické
reakce byvaji popisovany obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi zatimco rychlejsi,
takika okamzité rovnovazné reakce se obvykle popisuji rovnicemi algebraickymi.
Zarazeni reakce do jedné ze skupin se muze ptipad od piipadu lisit v zavislosti na
casové skale modelu.

Pokud probiha v simulovaném systému vice reakci najednou, potom je vysoce
pravdépodobné, ze matematicky popis déju v systému povede na soustavu slozenou
z obycejnych diferencidlnich spolu s algebraickymi rovnicemi (DAE - Differential
Algebraic Equation, viz [23]).

Pocéateéni podminky DAE soustavy nemohou byt vSechny voleny libovolné, ale
musi spliiovat algebraickou c¢ast soustavy, t.j. byt takzvané konzistentni. K feSeni
DAE soustav lze vyuzit existujici programové néastroje, které se vzajemné mirné lisi
v pozadavcich na tvar ve kterém musi byt soustava programu preddna. Zpusoby
zapisu se mohou vzajemné lisit takzvanym indexem DAE soustavy, ktery udéva
obtiznost prevodu DAE na ODE soustavu. V kapitole [3.4.2] zminéné tesice vyzaduji
zapis DAE soustavy ve tvaru s indexem 1. Pfevod do tohoto tvaru neni nize popsén,
protoze v pripadé dale uvazované, testovaci ulohy byl uvedeny pozadavek na index
soustavy splnén. Indikatorem DAE indexu soustavy rovného 1 je nenulovost Ja-
cobidnu soustavy kterd ukazuje na regularnost linearizovaného popisu problému.

Tato kapitola popisuje pouziti nékolika druhu existujicich resict soustav rovnic
ruznych druhu (DAE, ODE, PDE). Konkrétni piiklady vyuziti fesicu jsou imple-
mentovany prevazné v programovacim jazyku Octave (viz prilohy , Dl a
nebo s vyuzitim z vétsi ¢asti symbolického tesice Sage. Pripravené implementace rea-
lizuji simulaci reakce rozpousténi kalcitu ve vodé za pritomnosti CO,. V Octave byly
k teseni problému vyuzity baliky fsolve, daspk a octave-sundials (IDA, CVODE).
Dosazené vysledky byly porovnany s vysledky z provéreného a Siroce pouzivaného
programu The Geochemist’s Workbench (viz http://www.gwb.com/)).

K ovérovani spravnosti analytickych vypoctu poslouzily programy Maple (pod
Windows) a Sage (pod LINUXem). Vyuzité programy a programové baliky (Octave,
fsolve, daspk, octave-sundials, Sage) byly zprovoznény pod operacnim systémem
LINUX (Ubuntu 12.04, Ubuntu 13.04).

3.4.1 Numerické fesice

Pro simulaci rozpousténi kalcitu (viz kapitola |3.4.2]) popsaného DAE soustavou
bylo klicové vyuziti nasledujicich programu/piikazu:

e Piikaz fsolve(...) (Octave) je uréeny pro FeSeni soustav nelinedrnich alge-
braickych rovnic a poslouzil k nalezeni konzistentnich pocatecnich podminek.
Piikaz fsolve(...) je pouzity v piiloze [A] ve skriptu kalcit_diss5_Del.
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e Piikaz daspk(...) je standardni soucdsti Octave pripravenou pro feseni DAE
soustav s indexem 1. Kéd s vyuzitim DASPKu je uveden v piiloze [A] ve skriptu
kalcit_diss5_Del a grafické srovnani s vysledky z programu The Geochmist’s

Workbench ukazuje obrazek [3.17(a)|

e Balik octave-sundials umoznil vlastni vypocet konzistentnich pocateénich pod-
minek piikazem I DAlnit(...) a k vypoctu feseni bylo poradé vyuzito metody
konecnych diferenci (viz prilohu , skript kalcit_diss_LIBIDA.m, a graf
a Jacobiho matice (viz piflohu[C] skript Jacob_LIBIDA.m a graf[3.17(c))). Volba
zpusobu vypoctu je provedena ve funkci IDASetOptions(...) a nabizi i dalsi
nez jen dvé vyzkousené moznosti vybéru vypocetnich metod.

Pii popisu rozpousténi kalcitu soustavou ODE (viz kapitola [3.4.3) poslouzily
k feSeni modelu programy:

e Balik CVODE je soucast octave-sundials urcend k feseni soustav obycejnych
diferencidlnich rovnic (viz piflohu D).

e 7 vétsi ¢asti symbolicky fesic Sage poskytuje také nastroj k feseni soustav ODE
metodou Runge-Kutta (funkce desolve_system _rk4(...), viz kapitolu [3.4.3]).

3.4.2 DAE model rozpousténi kalcitu

Problém simulace rozpousténi kalcitu popsaného soustavou dife-
rencialnich a algebraickych rovnic byl resen v rdmci zahranicni
pracovnt stazZe v belgickém Gentu a vysledky byly prezentovany

na konferenci HYDROMODE 2013, viz priloha [F]

Chemické rovnice

Pro testovani fesicu byla zvolena reakce rozpousténi kalcitu ve vodé s obsahem
COs bez kontaktu s atmosférou. Zvolena reakce ma nasledujici mechanismus.

e COs(aq) + H,O = HT + HCO3, konstanta K
e CaCO3 + H" = Ca*" + HCOj, konstanty [, L
e H,O = H™ + OH™, konstanta M

Konstanta [ je kineticka, zatimco velkymi pismeny K, L, M jsou znaceny kon-
stanty rovnovazné.

Pro zjednoduseni matematického popisu byla provedena zména znaceni uvedena
v tabulce 3.7

Mala pismena x,y, z ve vyrazech v tabulce znaci takzvané rozsahy chemickych
reakei (viz ¢ v kapitole v casti ,Snizeni poctu nelinearnich rovnic popisujicich
chemické reakce), které jsou zaroven nezndmymi v nize vytvorené DAE soustaveé.
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Tabulka 3.7: Zména znaceni

A, [COy(aq)] B, [H+] C,|HCO;| D,[Ca*"] E,JOH]
t=0| a=A(0) b= B(0) c=C(0) d=D(0) e=EFE(0)
t>0| a—x+w b4+zrx—y+2z c+ax+y d+vy e+z
eq K = B L= L M = B.E.

Ve skriptech uvedenych v prilohédch jsou rozsahy reakei znaceny ext(i) nebo x(7), kde
i € {1,2,3}. Velkd pismena A, B,C, D, E' s dolnim indexem e predstavuji hodnoty
koncentraci prislusnych specii v chemické rovnovaze.

Chemické rovnice substituci ptesly do tvaru

e A= B+C, K=25C

e

U

— dD __ d(d+y) _ _ CD
e B=D+C, -0 _dy_; (1_CD.

);

=

e konst. Z B+ FE, M = B.FE..

7 vySe uvedené transformace znaceni doplnéné o matematicky popis reakci je
zjevna volba rozdéleni reakci na 2 rovnovahy (1. a 3. rovnice) a na 1 kinetiku (2. rov-
nice).

Soustava rovnic pro Fesi¢

Matematickd formulace problému ve formé DAE-soustavy vypadda nésledovné.

K — BeCe _ [HAHCO e _ (bta—y+2)-(ctaty)

Ae [CO2(aq)]e a—z+w
= dy __ (ctz+y)-(d+y)
F(z,y,2) . (1 Gt

M = B.E, = [H+].[OH o= (b+2 -y +2)- (e +2)

Parametry vystupujici v uvedené soustavé maji hodnoty K = 4.3053 - 1077,
L=51642,1=5-107" M =1-10"1,

Pocatecni podminky soustavy spliovaly rovnice rovnovahy s rovnovaznymi kon-
stantami K, M a byly zvoleny nasledovné

pH(0) = 5.809, A(0) = 1.116 - 10~° mol /kg, B(0) = 1-10""" mol /kg,
C(0) = 3.137 - 1075 mol/kg, D(0) = 4.987 - 1075 mol/kg, E(0) = M/B(0) mol/kg.

Jednotky pouzitych pocatecnich podminek jsou vyjadieny v takzvanych mola-
litach. Molalita udava latkové mnozstvi specie vztazené na 1 kg rozpoustédla.

K teseni soustavy poslouzily solvery DASPK a IDA, ktera z DASPKu vychazi.
Pt pouziti baliku IDA je mozné volit pro reseni uvazované DEA-soustavy z nékolika
metod. Nejprve byl otestovan postup zalozeny na metodé BDF s proménnou délkou
casového kroku a konstantnim koeficientem u hodnoty derivace v aktualnim reseném
kroku. Vizhttp://sundials.wikidot.com/bdf-method. Nasledné bylo vyuzito me-
tody fesSeni za pomoci Jacobiho matice soustavy.
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Jacobiho matice

Pro potteby pouziti Jacobiho matice k vypoctu soustavy z podkapitoly
balikem IDA musi mit Jacobiho matice namisto obvyklého J = dF'/dz(i) nasledujici
tvar J = (dF'/dx(i) + ¢; - dF/dz(i)’), z(i) € {x,y,2}), kde ¢; je koeficient, ktery si
octave-sundials sam pocita. Vypocet Jacobiho matice a ji prislusejictho Jacobianu
(determinant) byl proveden na papife a ovéren v programu Sage (odvozena Jacobiho
matice viz kod v pi"ﬂoze, ktery slouzi k provadéni symbolickych vypoétu, podobné
jako napriklad komercni Maple.

Srovnani vysledkii modelu s vysledky s programu The Geochemist’s Workbench

Referen¢ni data pro zvolenou modelovou tlohu byla vypoctena v programu The
Geochemist’s Workbench (GWB). Ze vsech vypoctenych dat byl porovnavan pouze
vyvoj pH v ¢asovém tseku 8 dnu. Parametry modelt v GWB a v Octave byly
totozné.

Obrézek 3.17(a)| ukazuje srovnéani referenénich dat s vysledky z DASPKu.

10 T T 10 T T T
L o S i |
’ . %s-?%';%"% ’ f,ss =
ol ﬁ | Nl 1V -
= -4 = Vi
o y 4 o ¥
7 - y . 7 b - .
%%/ >
y #
6 T// | 6 L7 1
5 L I 1 5 1 11 il
o 1 2 3 4 5 & 7 8 o 1 2 3 4 5 & 7 8
cas [den] cas [den]
(a) Balik DASPK, modra-GWB, cervend- (b) Balik octave-sundials (IDA), modré-
Octave. GWB, éervena-Octave.
10 T T
=X
9 - T
/F,_,se:?ﬁ’}é
g - %/ .
= Ve
S, A
[ Obrazek 3.17: Porovnani vysledku si-
6 ;// 1 mulaci rozpousténi kalcitu.

cas [den]

(c) Balik octave-sundials (IDA), Jacobiho ma-
tice, modra-GWB, ¢ervena-Octave.

Obrézek [3.17(b)| porovnava referencni data s vysledky dosazenymi za pouziti
octave-sundials, ale bez definované Jacobiho matice. Dalsi z obrézku (obr. [3.17(c)))

71



zachycuje srovnani s vysledky vypoctenymi octave-sundials (IDA) za pomoci dodefi-
novaného Jacobiho matice a koneéné posledni obrazek nabizi porovnani vyvoje
molalit (latkové_mnozstvi_kontaminantu/hmotnost_rozpoustédla) vsech specii icast-
nicich se uvazované reakce.

molalita [mol/kg]

108

10°

i i i i !
0 1 2 3 4 5 6 7 8
cas [den]

Obrazek 3.18: Srovnani vysledku z Octave (modrd) a z programu The Geochemist’s
Workbench (¢ervena).

Resice DAE-soustav jsou relativné ¢asto pouzivanym néstrojem pro simulaci
provazanych fyzikalnich a chemickych déju. Jejich vyhodou je uzivatelska jednodu-
chost formulace matematického popisu pro fesic.

Vyraznou nevyhodou fesené soustavy diferencialnich a algebraickych rovnic je
pouziti rozsahu reakci na misté proménnych. Rozsahy reakci neumoznuji snadné
rozsiteni modelu o transport, ktery obvykle operuje s proménymi koncentracemi
latek (specii nebo komponent).

3.4.3 ODE model rozpousténi kalcitu

Po tspésném otestovani simulace rozpousténi kalcitu s vyuzitim DAE-solveru
jsme si vyty¢ili za cil propojit inovativnim zpusobem, bez vyuziti stépeni operato-
ru, model chemickych reakei s modelem transportu specii podzemni vodou. Jinymi
slovy, snazili jsme se nalézt takovy matematicky popis problému, ktery by zachytil
soustavou n rovnic zmény koncentraci n specii, vyvolané transportem a kinetickymi,
stejné jako rovnovaznymi reakcemi.

Upustili jsme od umyslu pouzit DAE formulaci soustavy, ktera vyuziva jako
proménné rozsahy reakci namisto koncentraci uvazovanych specii jak je tomu u mo-
delt transportu. Misto vyuziti DAE solveru jsme si polozili otazku: Jak popsat
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skupinu provazanych kinetickych i rovnovaznych chemickych reakei obycéejnymi dife-
rencidlnimi rovnicemi? Odpovéd na poloZenou otdzku naleznete v této kapitole.
Uvazované chemické reakce zustaly stejné jako v kapitole |3.4.2

Matematicky popis

Pti hledani vhodného matematického popisu jsme vychazeli ze soustavy rovnic
. Kromé diive zavedenych znacek pro koncentrace, konstanty, atp., vystupuji
v nize uvedenych rovnicich také cleny Rx a Ry;. Tyto ¢leny vyjadiuji prispévky
rovnovaznych reakci k ¢asové zméné koncentraci reagujicich a reakcemi vznikajicich
specii. Protoze jsou Ry a Rj neznamymi funkcemi koncentraci tak je tieba je
vypocitat (resp. vyjadiit). Dale budou Ry i Ry v textu oznacovény jako ,korekce.

K = ¢

M = BE

Lli‘in(B,C,D) =1 (1-<2. 1y

7 =(-1)- Rk (3.19)
9 = (1) kin(B.C, D) + Ryc + Ru '
% = kin(B,C, D) + Rg

& = (-1) - kin(B,C, D)

9 = Ru

Vypocet korekei jsme zahajili derivaci rovnic rovnovahy, ¢imz jsme ziskali sou-
stavu dvou obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic.

__ 0K __ 0B oC 0A
Ofaa—tf§~C’A+W-BA—E~BC
0=1=%.F+B-%

ot T ot
Derivace algebraickych rovnic zajistuji v modelu fixaci velikosti rovnovéaznych
konstant K a M na hodnotach pomeéru sou¢inu koncentraci specii stanovenych poca-
tecnimi podminkami ulohy. Z tohoto duvodu musi po¢atecni podminky spliovat
rovnice rovnovahy se stanovenymi konstantami K a M. Pozadavek na velikost
pocatecénich podminek nemé, narozdil od konzistentnich pocateénich podminek DAE-
soustav, souvislost s matematickou fesitelnosti ODE-soustavy, ale je nutny pro
spravné zahrnuti rovnovaznych reakci do modelu. Fixace velikosti konstant v case
plyne z ¢asti vyse uvedenych rovnic %—If =0a %—]\f = 0.
Do soustavy ziskané derivaci jsme dosadili vyse uvedené ODE z a vypocitali
jsme korekce (Rys, Ri) koncentraci vlivem rovnovaznych reakci. K demonstarci

zpusobu vypoctu je nize vyuzito piikazu z programu Sage.

sage: var(’A B CD E R_M R_K’)

(A, B, C, D, E, R_.M, R.K)

sage: kin = function(’kin’, B,C,D)

sage: who

A B C D E R_K R_M kin
sage: pA = (-1)* R_K

sage: pB = (-1)* kin + R_K + R_M
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sage: pC = kin + R_K

sage: pD = (-1)* kin

sage: pE = R_M

sage: eql = (pB * E + pE * B == 0)

sage: eq2 = (pB * C * A + pC *x B x A - pA x B x C ==
sage: [R_I] = solve([eql, eq2], R_M, R K); R_I

Vysledek dostal po upravé tvar

Ry, — (2A+C)-Ekin(B.C,D)
M = (A+C)B+AC+(A+C)E>
Ry = _ A(B-C+E)kin(B,C,D)

(A+O)B+ACH(A+O)E

Nasledovalo dosazeni symbolicky vypoc¢tenych rozsaht Ry, a Ry do diferencidlnich
rovnic v soustavé (3.19) a numerické vyteseni ziskané soustavy ODE rovnic

9A _ A(B—C+E)kin(B,C.D)

2t (O BHACHASOE A(B—C+E)kin(B,C,D) , (2A+C)-Ekin(B,C,D)
BB _ N 3 —C+ -kin 'y + -E-kin )
5 = (—1) - kin(B, C7AD(J)B » (AT ACS (4O T AT 0BT ACT(ATC)E
oCc __ ; : —C+ ‘kin(B,C,

o = kin(B,C, D) — Arosraciaion

9D — (1) - kin(B,C, D)

S (2A%0)-EXin(B,C,D)

9t — (A+O)BIAC+(A+OVE

na ¢asovém intervalu (0,8) dnu. Parametry vystupujici v fesené soustavé mély hod-
noty K = 4.3053-10~7, L = 51.642, [ =5- 10"\, M = 1- 10",

Pocatecni podminky soustavy spliovaly rovnice rovnovahy s rovnovaznymi kon-
stantami K, M a byly zvoleny nasledovné

pH(0) = 5.809, A(0) = 1.116 - 10~° mol /kg, B(0) = 1-10"" mol /kg,
C(0) = 3.137-107% mol /kg, D(0) = 4.987 - 1075 mol/kg, E(0) = M/B(0) mol/kg.

Numerické feseni bylo nejprve provedeno v Sage s vyuzitim standardni Runge-
Kuttovy metody (kratky kéd nésleduje).

var(’abcdef 1 L t’)
1 = 5e-11
L = 51.642

#Substituce kvuli prehlednosti

kin = 1*(1 - (c*d)/(b*L))

jmenovatel = (a + c)*(b + ef) + axc
Rk = (-1)*axkinx(ef + b -c)/jmenovatel
Rm = ef*(2*a + c)*kin/jmenovatel

#Prave strany soustavy ode
del_rhs = (-1)*Rk

de2_rhs = (-1)x*kin + Rk + Rm
de3_rhs = kin + Rk
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de4_rhs = (-1)x*kin
deb5_rhs Rm

sol = desolve_system_rk4([del_rhs, de2_rhs, de3_rhs, de4_rhs, deb5_rhs],
[a, b, ¢, d, ef],

ics = [0, 1.116e-5, 1.5524e-6, 3.137e-6, 4.987e-5, 6.4417e-9], ivar=t,
end_points=[0, 691200], step=43200)

pH = [ (-1)*log(k,10) for i,j,k,1,m,n in sol]

list_plot (pH)

ref_data = [5.80897641, 6.11298979e+00, 6.40725339e+00, 6.66487537e+00,
6.92618916e+00, 7.24009247e+00, 7.70383378e+00, 8.23791531e+00,
8.54665204e+00, 8.73295752e+00, 8.86351600e+00, 8.96325676e+00,
9.04355241e+00, 9.11046426e+00, 9.16758813e+00, 9.21722745e+00,
9.26094507e+00]

pH_plot = list_plot(pH, color=’blue’)
ref_plot = list_plot(ref_data, color=’red’)

Pro kontrolu a pozdéjsi zamyslené rozsiteni nasledovala simulace téhoz jevu s po-
moci nastroje CVODE z baliku octave-sundials (kéd najdete v priloze D[) K nume-
rické aproximaci hodnot derivaci podle casu byla ve CVODE zvolena implicitni
vicekrokovd metoda BDF (Backward Diferentiation Formulas). Pro feseni vzniklé
soustavy nelinearnich algebraickych rovnic byla pouzita Newtonova metoda.

Vystupy obou modelu byly srovnany s referenénimi daty z programu The Geo-
chemist’s Workbench a jak je ukdzano na nize vlozenych grafech [3.19(a)| a [3.19(b)|
vykazuji vypoctené vysledky dobrou shodu s referen¢nimi daty:.

10 T T 10 T T T
s e — =
9 | S 4 9 |- ,,\;y?-%'é : 4
o 5
8 % . 8 ;o8 .
o /4 o /9
o, ’>’</ Z, 9,
7+ - . 7+ # .
/X/ &
6 : 6 L0 :
5 Il Il 1 5 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0] 1 2 3 4 5 6 7 8
cas [den] cas [den]

(a) Srovnani vysledku simulace s ref. daty, (b) Srovnéni vysledku simulace s ref. daty,
cervend-Sage (RK4), modra-GWB cervena-CVODE, modra-GWB

Obrazek 3.19: Porovnani vysledku simulaci s pouzitim ODE formulace modelu.
Hlavni vyhodou diferencidlniho popisu provazanych chemickych reakei je potlace-

ni potteby vyuziti metody stépeni operatoru pii simulaci soubézné probihajicich ki-
netickych a rovnovaznych chemickych reakcich. Dalsim kladem diferencidlni formu-
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lace je moznost volby z Siroké skaly metod pouzivanych pro feseni soustav obycejnych
diferencialnich rovnic.

Zjevnou nevyhodou diferencidlniho popisu postihujiciho i rovnovazné reakce je
obtiznost jeho sestaveni a automatizace tohoto procesu.

3.5 PDE Model reakéniho transportu

Postup formulace modelu reakéniho transportu s wvyuZitim
obycegnych diferencidlnich rovnic byl prezentovdn na konferenci
MODELLING 2014, viz priloha EI Clanek je pripravovdn.

Na rozdil od diferencidlné algebraického popisu problému rozpousténi kalcitu 1ze
¢iste diferencidlni popis predstaveny v snadno zahrnout do parcidlnich dife-
rencidlnich rovnic transportu kontaminace podzemni vodou. Toto propojeni bylo
realizovano v nékolika modelech kombinace advekce s reakcemi na ¢tvercové oblasti,
kterou ukazuje naptriklad obr. [3.20]

Matematicky popis

Vlivem rozsiteni modelu rozpousténi kalcitu o transport se soustava, kterou
musime Fesit zménila do tvaru (3.20). V soustavé nové pribyly cleny L(X), X €
{A,B,C, D, E}. Znacka L(X) je obvykle pouzivdna pro advekéné difuzni/disperzni
operator, ale v nasem reakéné transportnim modelu reprezentuje pouze advekei.

K =E¢

A
M = BEFE
|kin(B,C, D) =1- (1 —C2. 1)
94 _ [,(A) - Ry
. | (3.20)
= L(B) — kin(B,C,D) + Rx + Ry
& = L(C) + kin(B,C, D) + Rk
% = L(D) — kin(B.C.D)
8—];3 = L(E)+ Ry

Postup feseni tilohy byl podobny jako ve scénaii bez zahrnuti transportu a sklddal
se z nasledujicich kroku.

1. Derivace rovnic rovnovahy.

2. Dosazeni PDE ze soustavy do zderivovanych rovnic rovnovah.
3. Symbolické vyjadreni korekci Ryx a Ry.

4. Dosazeni Ri a Ry; do pravych stran PDE v soustavé .

5. Navic byla provedena diskretizace PDE v prostoru. Vysledkem byla soustava
ODE.

6. Nésledovalo vyteseni soustavy ODE za pomoci CVODE.
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Symbolicky vyjadiené rozsahy rovnovaznych reakci maji tvar

R, — (2A+C)kin(B,C,D)~C-L(A)—(A+C)-L(B)+A L(C)) E—((A+C) B+AC) - L(E)
M = (A+C)B+AC+(A+C)E )

Ry — —ACL(B)=AC-L(E)—(C:-L(A)~A-L(C)) B+(Akin(B,C,D)~C-L(A)+A-L(C)) E+(AB-AC) kin(B,C,D)
K = (A+C)B+AC+(A+C)E )

Implementaci vyse uvedeného postupu najdete v pifloze [E]

Provéreni funkénosti modelu

Navrzenda, matematickd formulace problému reakéniho transportu byla testovana
na modelu oblasti o velikosti 8x8 m. Uvazovana oblast byla v prostoru diskreti-
zovana siti o 81 uzlech (viz obr. . Na hranicich oblasti byly predepsany okrajové
podminky a vyvoj koncentraci byl vyhodnocovan v ¢ervené ohrani¢ené podoblasti.

BCD

VX dx

/ dx

my=7

4 . xmax

1 o

1 2 3 4 5 6 7=mx

Obrazek 3.20: Sit pro feseni modelu reakénfho transportu.

Pro porovnani vysledku byly pfipraveny a otestovany modely reakéniho trans-
portu latek:

e Rovnobézné s osou x, zprava doleva.
e rovnobézné s osou y, zhora dolu.
e diagonalné napiic oblasti.

Do zminénych modelu byly zahrnuty stejné chemické reakce (rozpousténi kalcitu)
jako v kapitole [3.4.2] Puvodni matematicky popis téchto reakci mél nésledujici tvar
a parametry

K = ¢
M = BE,
D (1)1 (1-2. 1)

L
K =4,3053-1077, L =51.642, [ =5-10"" M =1-10"1,
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Pocatecni a okrajové podminky (X,.q, X € {A,..., E}) transportu spliovaly
rovnice rovnovah (podminka konzistentnosti). Zvolené pocatecni podminky pied-
stavovaly koncentrace specii v oblasti na zacatku simulovaného ¢asového intervalu,
tj. v case t = 0.

COy: A(0) =1,116 - 107 mol /kg,
)

HT(pH(0) = 5,809) : B(0)=1-10"" mol/kg,
HCO;3 : C(0) =3,137-107% mol /kg,
Ca2+ D(0) = 4,987 - 10~° mol /kg,

E(0) = M/B(0) mol/kg

Nastavené okrajové podminky reprezentovaly pritok vody (ve zvoleném sméru)
ze silné kyselé zemeédélské pudy (cca. pH = 4) a byly nastaveny na hodnoty:

COy . Apeg = 2,3035 - 107° mol /kg,
H*(pH = 4) : Byog = 9,6965 - 10~° mol kg,
HCO;3 : Cpqg =1,0228 - 1077 mol/kg,
Ca** : Dyeg = 5,0000 - 107° mol /kg,

OH™ : Eyq = 1,0313 - 1071% mol /kg.

V pripadé simulace reakéniho transportu v horizontdlnim a ve vertikalnim sméru
byly porovnavany casové vyvoje pH v bodé [1,1] ukdzaném na obrazku . Vy-
sledky simulace transportu v diagonalnim smeéru byly vyhodnocovény v bodé [3, 3].
7 duvodu zajisténi vzdjemné porovnatelnosti vysledku simulaci diagonalniho a vo-
dorovného transportu byla v modelech modifikovana mista zadani okrajovych pod-
minek transportu (viz nize).

Nastavenim malych rychlosti proudéni ve vodorovném (v, = 1-107¢ m - s

=0.0m-s 1), svislém (v, = 0.0 m-s', v, =1-10%m-s!) i diagondlnim
sméru (v, = (1-1079)/v/2m - s7', v, = (1-107%)/v/2 m - s71) jsme doséhli shody
vysledku s hodnotami vypoc¢tenymi modelem bez transportu. Pro uvedené rychlosti
se vliv transportu neprojevil (viz obr. . To potvrdilo nezavislost implementace
simulace chemickych reakci na nové doplnéné implementaci simulace transportu.

Pro vétsi rychlosti proudéni (v, = (2-107°) m - s, v, = 0.0 m - s~ ! resp.

=(2-107°)/vV2m-s7', v, = (2-107°)/v/2 m - s71) zacalo hrét vyznamnou roli
misto zadani okrajovych podminek transportu. Pii predepsani okrajovych podminek
na celé hranici oblasti se zacaly vysledky modelu s diagonalnim smérem proudéni
vyznamné ligit od vysledku simulace transportu v horizontalnim sméru (viz obr.
3.22(a))). Vyraznou podobnost (viz obr. [3.22(b)|) vykazovaly hodnoty koncentraci
v bodech [1,1] a [2,2] namisto o¢ekavané dvojice [1,1] a [3,3]. Duvodem neoceka-
vaného chovani modelu bylo nekorektni nastaveni okrajovych podminek pro model
transportu ve sméru diagonaly ¢tvercové oblasti.

Okrajové podminky transportu byly ve vsech simulovanych piipadech Dirichle-
tova typu. U scénaiu s horizontdlnim a vertikdlnim smérem proudéni byly okrajové
podminky transportu stanoveny pevné na celé hranici oblasti a v prubéhu vypoctu
se neménily. V ptipadé proudéni v diagondlnim sméru musela byt v kazdém casovém
kroku simulace zajisténa tuprava okrajovych podminek prenosem hodnot koncentraci
z bodi v blizkosti okraje oblasti (viz obr. 3.23).
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Srovnani ruznych smeru proudeni

10 T T T T
9_ -
8_ -
) X
7 K -
¥
®
6 LK pH-horizont \ -
~ pH-vertical X
. | , pH-diagonal
0 10 20 30 40 50

casove kroky, 1 krok = 0.5 dne

Obrazek 3.21: Shoda vysledku simulace transportu v ruznych smérech. Nizka rych-
lost.

Srovnani ruznych smeru proudeni Srovnani ruznych smeru proudeni
7.5 1 1 T T 6 T T 1 1
mEERE
7 | X,
* * 55 — . —
6.5 » . - x
%
¥
6 2 5 \e 4
ks x b T %
o o '
5.5 - as x _
x
%
5 * - L%
)(X
4 — "‘xxkxxxxxxxxﬂ**"xx*xxxx —
45 |- * pH-horizont ~ + pH-horizont  +
* HHEH H-verti x H-vertical =
% * XX ical . P
BggaaBiNuny¥ p%’fd?éﬁ?mal By pH-diagonal
4 I I | | 35 | | I 1
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Casové vzorly, 1 vzorelk = 0.5 dne Casové kroky, 1 krolc = 0.5 dne

(a) Vyraznd neshoda vysledki simulace (b) Necekand shoda vysledku simulace trans-
reakénich transporti v ruznych smérech. porti v ruznych smérech. Vyssi rychlost.
Vyssi rychlost.

Obrazek 3.22: Porovnéani vysledki simu-
laci reakéniho transportu.
Okrajové podminky byly pro piipad transportu ve sméru diagondly upraveny
zpusobem zachycenym v nasledujicich nékolika bodech.

1. Na vtoku (¢erveny krouzek) byly okrajové podminky konstantni a mély stejné
hodnoty jako v modelech transportu ve vodorovném sméru.

2. 'V tézisti pravého horniho elementu modelu byla v kazdém kroku pocitana
hodnota koncentarce s vyuzitim linedrni interpolace.

3. Hodnota ziskand interpolaci byla prenasena do bodu oznacenych na obrazku
zelenymi krouzky.
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Obréazek 3.23: Nastaveni okrajovych podminek s vyuzitim aktudlnich hodnot kon-
centraci.

4. Ve zbytku vyuzivanych hrani¢nich uzli modelu byly v kazdém casovém kroku
nastavovany koncentrace prenosem hodnot z vnitinich uzlu lezicich proti sméru
vyobrazenych Sipek.

Prenastavovani okrajovych podminek vedlo ke zlepseni shody vysledku jak uka-
zuje obrazek . Dalsiho zlepsSeni bylo dosazeno postupnym dvoj- a ¢tyr-nasob-
nym zjemnénim vypocetni sité. VIiv vyzkouseného zjemnénéni sité ukazuji obrazky
(3.24(b)| a|3.24(c)|

Dalsi projevy vlivu zjemnéni sité na vysledky simulaci

K dalsimu vyhodnocovani vlivu délky kroku prostorové diskretizace bylo nadale
pracovano s modelem horizontalniho proudéni a transportu proti sméru osy x a byl
sledovan ¢asovy vyvoj koncentarci v bodech zvyraznénych na obrazku m (tj. bod
u vtoku do oblasti a bod blizko vytoku z oblasti).

Ve sledovanych bodech jsme zaznamenali ruzny vyvoj pH podle toho v jakém
sméru dochazelo ke zjemnovani sité. Zjemnovani sité ve sméru osy y nemeélo na
vysledky zadny vliv (viz obr. [3.26).

V pripadé zjemnovani sité ve sméru proudéni (smér osy x) se simulovana pH
ustalovala na stejné hodnoteé, ale predpovédi prubéhu pH v case se od sebe znatelné
lisily (viz obr. . Spolu se zjemnovanim sité rostla strmost prechodu od hodnoty
vyvoje pH neovlivnéné transportem (vtok-0 a vytok-0) k hodnoté uréené okrajovou
podminkou transportu (cca pH = 4). Zaznamenany vliv zjemnovani sité je zpusoben
klesanim numerické difuze a byl v souladu s o¢ekavanimi.

Po vyhodnoceni vlivu zjemnovani sité na casovy vyvoj pH méniciho se v priubéhu
simulace rozpousténi kalcitu byl zkouman vliv zjémnéni sité na prostorové rozlozeni
pH ve zkoumané oblasti. Projev zjemnéni sité ve sméru osy x na rozlozeni pH
v prostoru podél piimky y = 4 v poloviné simulovaného intervalu ((0,8) dnu)
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Obrazek 3.25: Zmeéna sledovanych bodu pro model transportu v horizontalnim

smeru.

ukazuje obrazek [3.28, Podobné jako u c¢asového vyvoje pozorujeme s postupnym
zjemnovanim sité pokles numerické difuze projevujici se narustem strmosti prechodu
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Obrazek 3.26: Vliv zjemneéni sité ve sméru osy y.
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Obréazek 3.27: Vliv zjemnéni sité ve sméru osy x.

mezi dvéma krajnimi hodnotami pH. V idedlnim, presném piipadé (nekonecné maly
prostorovy krok) bysme pozorovali skokovy piechod odpovidajici polohou ¢elu kon-
taminace ve stanoveném case.
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Obrazek 3.28: Vliv zjemneéni sité ve sméru proudéni na rozlozeni pH podél osy x.

Casova naro&nost vypocti

Pro posouzeni ¢asové narocnosti vypoctu ODE-modelt reakéniho transportu
byla sif v obou smérech zjemniovéna a byl posuzovan vliv rostouciho poétu uzli na
délky vypocetnich casu. Délky trvani vypoctu byly mereny pro nasledujici piipady:

1.

Diskretizace siti s 7x7 vnitinimi uzly a s nulovymi rychlosmi proudéni
(vy = v, = 0.0 [m - den™ ).

Diskretizace siti s 7x7 vnitinimi uzly a s rychlostmi proudéni
vy =2-107%[m - den™'],v, = 0.0 [m - den™1].

Diskretizace siti s 7x15 vnitinimi uzly s rychlostmi proudéni
vy =2-107%[m - den™'],v, = 0.0 [m - den™1].

Diskretizace siti s 7x31 vnitinimi uzly s rychlostmi proudéni
vy =2-107°[m - den~'],v, = 0.0 [m - den™!].

Diskretizace siti s 7x63 vnitinimi uzly s rychlostmi proudéni
vy =2-107°[m - den '], v, = 0.0 [m - den™1].

Diskretizace siti s 15x 7 vnitinimi uzly a s rychlostmi proudéni
vy =2-107°[m - den~ '], v, = 0.0 [m - den™1].

Diskretizace siti s 31x7 vnitinimi uzly a s rychlostmi proudéni
vy =2-107%[m - den™'],v, = 0.0 [m - den™1].

Diskretizace siti s 63x7 vnitinimi uzly s rychlostmi proudéni
vy =2-107°[m - den™'],v, = 0.0 [m - den™1].
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Dosazené vypocetni casy ukazuje tabulka |3.8

Tabulka 3.8: Vypocetni ¢asy modelu reakéniho transportu.

’ rychlosti proudéni \ pocet uzlu, n, x n, \ trvani vypoctu
vy = vy = 0.0 X7 28.22s
v, =2-107°, v, = 0.0 TXT 72.6s = 1m 12.6s
v, =2-107°, v, = 0.0 7x15 292s = 4m 52s
v, =2-107°, v, = 0.0 7x31 1185s = 19m 45s
v, =2-107° v, = 0.0 7x63 4740s = 79m
v, =2-107° v, = 0.0 15x7 503.8s = 8m 23.8s
v, =2-107° v, =0.0 31xT7 3143s = 52m 23s
v, =2-107°, v, = 0.0 63x7 20620s = 5h 43m 40.2s

U casové narocnosti simulaci na poctu uzlu vypocetni sité lze pozorovat mocnin-
nou funkéni zdvislost. Parametry zdvislosti se lisi podle toho zda je sit zjemiiovdna
ve sméru modelovaného transportu (rovnobézny s osou x) nebo ve sméru na néj
kolmém (rovnobézny s osou y). Pfi zvySovani poc¢tu uzlu sité ve sméru osy y vyka-
zoval vypocetni ¢as zavislost

t =0.0428 - nL 0.

uzlu

Zvysovani poctu uzlu ve sméru osy x (smér proudéni, resp. transportu) vyvolalo
zavislost vypocetniho ¢asu modelu danou funkei

t = 0.0033 - n250%8,

uzlu

V testovanych piipadech byla pozorovana funkéni zavislost délky vypocetnich
¢ast modelu na druhé az treti mocniné poctu uzlu diskretiza¢ni sité. Vyssi exponent
mocninné zavislosti doby vypoc¢tu na poc¢tu uzlu byl zaznamenan pii zjemnovani sité
ve smeéru osy X, tj. ve sméru simulovaného transportu.

Nejveétsi vyhodou diferencialni formulace tloh transportu popisovanych v této
kapitole je zahrnuti popisu vsech uvazovanych jevu do jedné soustavy rovnic stejného
druhu.

Otevienou otazkou zustava struktura matice soustavy a s ni spojeny vybér
vhodné vypocetni metody, napiiklad nékteré nevyzkousené z programu CVODE.
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4. P¥inos prace

Ptinosem této dizertacni prace je vytvoreni podrobného prehledu, posouzeni efek-
tivity vybranych, v sou¢asné dobé pouzivanych postupu matematického modelovani
reakéniho transportu. Kromé toho byl ve vybranych piipadech (radioaktivni roz-
pad a rovnovazné sorpce) pouzit inovativni postup simulace, ktery prinesl snizeni
vypocetniho ¢asu modelu reakéniho transportu se znamymi parametry uvazovanych
prirodnich jevu. Parametry chemickych reakei byly ziskavany na zakladé udaju z li-
teratury a expertnich odhadu.

Vyznamnym teoretickym vysledkem prace je navrzeni origindlni matematické
formulace popisu problému reakéniho transportu. Zminéna formulace umoznuje za-
hrnout popis rovnovaznych, nekonecné rychlych chemickych reakci do obycejnych
diferencialnich rovnic.

Zmalosti, postupy a vysledky z predlozené dizerta¢ni prace lze vyuzit pri kon-
struovani pocitacovych modelu prirodnich jevi a technickych procesu v celé fadé
oblasti lidské ¢innosti. Ac¢koli byly matematické zaklady prace poklddany za ticelem
stavby modelu reakéniho transportu kontaminace, lze vybrané z nalezenych néstroju
(napt. DAE-solvery, fesi¢e nelinearnich rovnic, symbolické Fesi¢e) vyuzit i k reseni
modelu zcela odlisnych jevu s podobnym matematickycm popisem realizovanym
prostiednictvim kombinaci nelinearnich algebraickych a diferencialnich rovnic.

7 vyse uvedeného vyplyva, ze vysledky préace spadaji do oblasti aplikované ma-
tematiky a jsou orientovany na identifikaci a aplikaci vhodnych matematickych po-
stupu a nastroju urc¢enych primarné pro feSeni problému reakéniho transportu.

Efektivita navrzenych postupu bude i naddle ovérovana na benchmarkovych
ulohach a porovnana s jinymi pristupy.

Diléi vysledky jiz byly prezentovany na konferencich Enumath 2009, MODEL-
LING 2009, HYDROMODE 2010, ModelCare 2011, MSDL 2011, HYDROMODE
2013 a MODELLING 2014. Originalni postup simulace rovnovaznych sorpci byl
prijat k publikaci v casopise Computers & Geosciences (2014). V piiprave je déle
¢lanek do sborniku piispévkiu z konference MODELLING 2014, ktery bude specialnim
¢islem casopisu Mathematics and Computers in Simulation.

S ohledem na velkou $iti problematiky simulace reakéniho transportu se nabizi
cela fada moznosti pokracovani v rozvijeni a zvySovani efektivity modelovacich
nastroju. Otevienym problémem k feSeni zustava kuptikladu nalezeni ui¢inné me-
tody feseni modelu reakéniho transportu popsaného parcidlnimi diferencidlnimi rov-
nicemi.

85



Literatura

[1]

[3]

[4]

[7]

G. T. Yeh, P. M. Jardine, W. D. Burgos, Y. Fang, Ming-Hsu Li, and M. D.
Siegel. HYDROGEOCHEM 5.0: A Three-Dimensional Model of Coupled Fluid
Flow, Thermal Transport, and HYDROGEOCHEMical Transport through Va-
riably Saturated Conditions: Version 5.0, 2004.

C. I Steefel, D. J DePaolo, and P. C Lichtner. Reactive transport modeling: An
essential tool and a new research approach for the Earth sciences. Farth and
Planetary Science Letters, 240(3-4):539-558, 2005.

Y. Fang, S. B Yabusaki, S. J Morrison, J. P Amonette, and P. E Long. Multi-
component reactive transport modeling of uranium bioremediation field expe-

riments. Geochimica et Cosmochimica Acta, 73(20):6029-6051, 2009.

X. Mao, H. Prommer, D.A. Barry, C.D. Langevin, B. Panteleitd, and L. Lie.
Three-dimensional model for multi-component reactive transport with variable
density groundwater flow. 2005.

M. Dentz, D. M. Tartakovsky, E. Abarca, A. Guadagnini, X. Sanchez-Vila, and
J. Carrera. Variable density flow in porous media. J. Fluid Mech., 561:209-235,
2006.

B. Cochepin, L. Trotignon, O. Bildstein, C. I. Steefel, and V. Lagneau. Appro-
aches to modelling coupled flow and reaction in a 2D cementation experiment.
Advances in Water Resources, 31(12):1540-1551, 2008.

V. Lagneau and J. van der Lee. Operator-splitting-based reactive transport
models in strong feedback of porosity change: The contribution of analytical
solutions for accuracy validation and estimator improvement. Journal of Con-
taminant Hydrology, 112(1-4):118-129, 2010.

H. Shao, S. V Dmytrieva, O. Kolditz, D. A Kulik, W. Pfingsten, and G. Kosa-
kowski. Modeling reactive transport in non-ideal aqueous-solid solution system.
Applied Geochemistry, 24(7):1287-1300, 2009.

J. Samper, C. Lu, and L. Montenegro. Reactive transport model of interactions
of corrosion products and bentonite. Physics and Chemistry of the Earth, Parts
A/B/C, 33:5306-S316, 2008.

36



[10]

[11]

[12]

[14]

[21]

[22]

[23]

S. Redner. A Guide to First-Passage Processes. Cambridge University Press,
2001.

G. T. Yeh and V. S. Tripathi. A Critical Evaluation of Recent Developments in
Hydrogeochemical Transport Models of Reactive Multichemical Components.
1989.

Y. Fang, G. T. Yeh, and W. D Burgos. A general paradigm to model reaction-
based biogeochemical processes in batch systems. Water Resources Research,
39(4):1083, 2003.

J. Rubin. Transport of reacting solutes in porous media: Relation between
mathematical nature of problem formulation and chemical nature of reaction.
Water Resources Research, 19:1231-1252, 1983. Article first published online:
9 JUL 2010.

G. T. Yeh, Y. Fang, F. Zhang, J. Sun, Y. Li, M. H. Li, and M. D. Siegel.
Numerical modeling of coupled fluid flow and thermal and reactive biogeoche-
mical transport in porous and fractured media. Computational Geosciences,
14(1):149-170, 2009.

G. T. Yeh, G. A. Iskra, J. E. Szegody, J. M. Zachara, and G. P. Streile. KEMOD:
A Mized Chemical Kknetic and Equilibrium Model of Aqueous and Solid Phase
Geochemical Reactions, 1995.

J. Maryska, M. Hokr, J. Krélovcové, and J. Sembera. Modelovdni transportnich
procesu v horninovém prostredi. 2010.

R. Holub and K. Vonka. Chemickad rovnovdha heterogennich a kondenzovanych
soustav, volume 139. 1984.

J. Novék et al. Fyzikdlni chemie, bakalarsky a magistersky kurz. 2008.

P. Debye and E. Hiickel. Zur theorie der elektrolyte. i. gefrierpunktserniedrigung
und verwandte erscheinungen. Physikalische Zeitschrift, 24(185):305, 1923.

K. S. Pitzer and J. J. Kim. Thermodynamics of electrolytes. iv. activity and
osmotic coefficients for mixed electrolytes. Journal of the American Chemical
Society, 1974.

W. Layton and W. Lenferink. Two-Level Picard and Modified Picard Methods
for the Navier-Stokes Equations. 1995.

F. Zhang, G. T. Yeh, J. C. Parker, S. C. Brooks, M. N. Pace, Y. J. Kim, P. M.
Jardine, and D. B. Watson. A reaction-based paradigm to model reactive che-

mical transport in groundwater with general kinetic and equilibrium reactions.
Journal of Contaminant Hydrology, 92(1-2):10-32, June 2007.

C. Simerska. Systémy algebro-diferencidlnich rovnic, volume 50 of Pokroky
matematiky, fyziky a astronomie. 2005.

87



[24]

[25]

[35]

[38]

J. Carrayrou, R. Mosé, and P. Behra. Operator-splitting procedures for reactive
transport and comparison of mass balance errors. Journal of Contaminant
Hydrology, 30(68):239-268, 2004.

M. J. Simpson and K. A. Landman. Analysis of split operator methods ap-
plied to reactive transport with Monod kinetics. Advances in Water Resources,
30:2026-2033, 2007.

C. Tebes-Stevens, A. J. Valocchi, J. M. Van Briesen, and B. E. Rittmann. Mul-
ticomponent transport with coupled geochemical and microbiological reactions:
model description and example simulations. 1998.

F. Centler, H. Shao, C. De Biase, C. H Park, P. Regnier, O. Kolditz, and
M. Thullner. GeoSysBRNS—-A flexible multidimensional reactive transport mo-
del for simulating biogeochemical subsurface processes. Computers € Geos-
ciences, 36(3):397-405, 2010.

T. Xu, J. Sampera, C. Ayorab, M. Manzanoc, and E. Custodio. Modeling of
non-isothermal multi-component reactive transport in field scale porous media
flow systems. 1999.

J. Ehlerové, J. Sedlbauer, and J. Sembera. Zprdva VC Pokrocilé sanacni tech-
nologie a procesy o modulu chemickych reakci a jeho propojeni s transportnim
modulem, 2005.

http://water.usgs.gov/nrp/gwsoftware/modflow.html.

http: //www.geosciences.mines-paristech.fr/skills /numerical-resources /hytec.
http://www.feflow.info /|

http://wwwbrr.cr.usgs.gov /projects/ GWC _coupled /phreeqc/.

H. P. Cheng and G. T. Yeh. Development and demonstrative application of a
3-D numerical model of subsurface flow, heat transfer, and reactive chemical
transport: 3DHYDROGEOCHEM. Journal of contaminant hydrology, 34(1-
2):47-83, 1998.

C. Zheng and P. P. Wang. MTS3DMS: A Modular Three-Dimensional Mul-
tispecies Transport Model for Simulation of Advection, Dispersion, and Chemi-

cal Reactions of Contaminants in Groundwater Systems; Documentation and
User’s. Citeseer, 1999.

https://dev.nti.tul.cz/repos/flow123d /.

R. C. Schwartz, A. S. R. Juo, and K. J. Mclnnes. Estimating parameters for
a dual-porosity model to describe non-equilibrium, reactive transport in a fine-
textured soil. Journal of Hydrology, 229(3-4):149-167, 2000.

J. Hiebicek and J. Kohout. Uvod do systému Maple, 2004.

38


http://water.usgs.gov/nrp/gwsoftware/modflow.html
http://www.geosciences.mines-paristech.fr/skills/numerical-resources/hytec
http://www.feflow.info/
http://wwwbrr.cr.usgs.gov/projects/GWC%5Fcoupled/phreeqc/
https://dev.nti.tul.cz/repos/flow123d/

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

C. Moler and C. Van Loan. Nineteen Dubious Ways to Compute the Exponen-
tial of a Matrix, Twenty-Five Years Later. SIAM Review, 45(1):3-49, 2003.

J. Kralovcovd, J. Chudoba, K. Nesettil, B. Mala, and I. Brusky. Zakazka
SURAQO: Model Kravi hora - prubézna zprava. Technical report, Technical
University of Liberec, June 2012.

K. J. Farley, D. A. Dzombak, and F. M. M. Morel. A surface precipitation model
for the sorption of cations on metal oxides. Journal of Colloid and Interface
Science, 106(1):226 — 242, 1985.

A. Ebadi, J. S. Mohammadzadeh, and A. Khudiev. What is the correct form
of bet isotherm for modeling liquid phase adsorption? Adsorption, 15(1):65-73,
2009.

D. R. Turner and R. T. Pabalan. Abstraction of mechanistic sorption model
results for performance assessment calculations at Yucca Mountain, Nevada.
Waste Management, 19(6):375 — 388, 1999.

Y. S. Ho, W. T. Chiu, and Ch. Ch. Wang. Regression analysis for the
sorption isotherms of basic dyes on sugarcane dust. Bioresource Technology,
96(11):1285-1291, 2005.

G. E. Alefeld, F. A. Potra, and Y. Shi. Algorithm 748: Enclosing Zeros of
Continuous Functions. ACM Trans. Math. Softw., 21(3):327-344, 1995.

J. Maddock, P. A. Bristow, H. Holin, and X. Zhang. Boost C++ libraries, Math
Toolkit.

39



A. DAE soustava, reakce, DASPK

function [pH_evolves, rel_diff] = kalcit_diss5_Del(K_param,L_param,...

1_param, M_param)
global a; global b; global c; global d; global e; global K;
global 1; global L;
global M;
K = K_param;
L = L_param;
1 = 1_param;

M = M_param;
pH = 5.809;
# molality

a=1.116e-5; b = 10" (-pH); c = 3.137e-6; d = 4.987e-5; e = M/b;
hlp = [0.0; 0.0; 0.0];

[x0,fval,info] = fsolve(@dxdydz,hlp)

xdotO0 = [0.0; 0.0; 0.0];

xdot0(2) = (1)*(1 - cxd/(Lxb));

n=17;

tout = [0:43200:n%43200] ;

[x,xdot] = daspk(@kalcit_res, x0, xdotO, tout);

# nacti referencni data

ivan_ph = load("ivan_ref.txt")

for i = 1:n
H_plus(i) = b + x(i,1) - x(i,2) + x(1,3);
pH_evolves(i) = -loglO(H_plus(i));

endfor

t = [0:0.5:8];

# graficke srovnani pH
plot(t(l:n),pH_evolves(l:n),"r*-");
hold on;
plot(t(1:n),ivan_ph(l:n),"bo-");
grid on;
hold off;

endfunction
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function res = kalcit_res(ext, extdot, time)
global abcdeKI1LM
Ca = a - ext(1);
Cb = b + ext(1l) - ext(2) + ext(3);
Cc = c + ext(1) + ext(2);
Cd = d + ext(2);
Ce = e + ext(3);
res(1) = KxCa - Cbx*Cc;
res(2) = extdot(2) - 1x(1 - Cc*Cd/(Cbx*L));
res(3) = M - Cb*Ce;
endfunction
function res = dxdydz(x0)
global a bcde KLM
Ca =a - x0(1);
Cb = b + x0(1) - x0(2) + x0(3);
Cc = c + x0(1) + x0(2);
Cd = d + x0(2);
Ce = e + x0(3);
res(1) = KxCa - Cb*Cc;
res(2) = x0(2);
res(3) = M - CbxCe;
endfunction
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B. DAE soustava, reakce, IDA

function [pH_evolves, rel_diff] = kalcit_diss_LIBIDA(K_param,L_param,...
1_param, M_param)

pH = 5.809;

a=1.116e-5; b = 10" (-pH); c = 3.137e-6; d = 4.987e-5; e = M_param/b;

data.p = [K_param; L_param; 1_param; M_param; a; b; c; d; el;

# specifikace algebraickych promennych
ids = ones(3,1); ids(2,1) = 0;

# parametry pro resic

options = IDASetOptions(’UserData’,data,...
’RelTol’,1le-16, ...
’AbsTol’ , [1le-14, 1le-14,1e-14],...
’LinearSolver’,’Dense’, ...
’VariableTypes’,ids);

# casy, sekundy

n = 16;

tout = [0:43200:n%43200] ;

t0 = tout(1l); tf = tout(n + 1);

dt = 43200;

# pocatecni ’odhad’ rozsahu a jejich derivaci

x0 = [1e-8; 0; be-11];

xdot0 = zeros(3, 1);

xdot0(2) = (data.p(3))*(1 - c*d/(bxdata.p(2)));
IDAInit(@kalcit_res,t0,x0,xdot0,options);

[status, x0_mod, xdotO_mod] = IDACalcIC(tout(2),’FindAll’);

# reseni
x = zeros(n+1,3); # 3 je pocet rovnic, resp. rozsahu
x(1,:) = [x0_mod(1,1), x0_mod(2,1), x0_mod(3,1)];
for it = 1:n

cas = t0 + itxdt;

[status,t,y] = IDASolve(cas,’Normal’);

x(it+1,:) = y;
endfor

92



# cte referencni data
ivan_ph = load("ivan_ref.txt");

for i

= 1:n
H_plus(i) = b + x(i,1) - x(i,2) + x(1,3);

pH_evolves(i) = -loglO(H_plus(i));
endfor

# srovnani pH
t = [0:0.5:n%0.5];

plot(t(1

hold on;

plot(t(1

grid on;

hold off;

IDAFree;
endfunction

:n) ,pH_evolves(1l:n),"r*-");

:n) ,ivan_ph(1:n),"b-");

function [res, flag, new_data] = kalcit_res(time, ext, extdot, data)
.p(8) -

Ca

Cb =
= data
Cd =

Cc

Ce

re

S

data
data

data
data

[

.p(6)
.p(7M)
.p(8)
.p(9)

+ + + +

ext(1);

ext(1) - ext(2) + ext(3);
ext (1) + ext(2);

ext (2);

ext (3);

data.p(1)*Ca - CbxCc;

extdot (2)-data.p(3)*(1 - (Cc*Cd)/(Cbxdata.p(2)));

data.p(4) - CbxCe

1;

flag = O;
new_data
endfunction

(1;
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C. DAE soustava, reakce, IDA-Jacobiho ma-
tice

function [pH_evolves, rel_diff] = Jacob_LIBIDA(K_param,L_param,...
1_param, M_param)
pH = 5.809;
a=1.116e-5; b = 10" (-pH); c = 3.137e-6; d = 4.987e-5; e = M_param/b;
data.p = [K_param; L_param; 1l_param; M_param; a; b; c; d; el;

# specifikace algebraickych promennych
ids = ones(3,1); ids(2,1) = 0;

# parametry pro resic

options = IDASetOptions(’UserData’,data,...
’RelTol’ ,1le-16, ...
’AbsTol’, [le-14, 1le-14,1e-14], ...
’LinearSolver’,’Dense’, ...
’VariableTypes’,ids, ...
> JacobianFn’,@jackalcian);

# casy, sekundy

n = 16;

tout = [0:43200:n%*43200] ;

t0 = tout(1); tf = tout(n + 1); dt = 43200;

# pocatecni ’odhad’ rozsahu a jejich derivaci

x0 = [1e-8; 0; 5e-11];

xdot0 = zeros(3, 1);

xdot0(2) = (data.p(3))*(1 - c*d/(bxdata.p(2)));
IDAInit(@kalcit_res,t0,x0,xdot0,options);

[status, x0_mod, xdotO_mod] = IDACalcIC(tout(2),’FindAll’);

# reseni
x = zeros(n+1,3); # 3 je pocet rovnic, resp. rozsahu
x(1,:) = [x0_mod(1,1), x0_mod(2,1), x0_mod(3,1)];
for it = 1:n

cas = t0 + itx*dt;

[status,t,y] = IDASolve(cas,’Normal’);
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x(it+1,:) = y;
endfor

# cte referencni data

ivan_ph = load("ivan_ref.txt");

for i = 1:n
H_plus(i) = b + x(i,1) - x(i,2) + x(1,3);
pH_evolves(i) = -loglO(H_plus(i));

endfor

# srovnani pH
t = [0:0.5:n%0.5];
plot(t(l:n),pH_evolves(l:n),"r*x-");
hold on;
plot(t(l:n),ivan_ph(l:n),"b-");
grid on;
hold off;
IDAFree;

endfunction

function [res, flag, new_data] = kalcit_res(time, ext, extdot, data)
Ca = data.p(b) - ext(1);

Cb = data.p(6) + ext(1l) - ext(2) + ext(3);
Cc = data.p(7) + ext(1l) + ext(2);

Cd = data.p(8) + ext(2);

Ce = data.p(9) + ext(3);

res = [

data.p(1)*Ca - Cb*Cc;
extdot(2)-data.p(3)*(1 - (Cc*Cd)/(Cb*data.p(2)));
data.p(4) - CbxCe
1;
flag = 0;
new_data = [];
endfunction

function [J,flag,new_data] = jackalcian(time,ext,extdot,rr,cj,data)

J=1

-data.p(1)-data.p(6)-data.p(7)-2*ext (1)-ext(3),
-data.p(6)+data.p(7) + 2%ext(2)-ext(3), -data.p(7)-ext(1)-ext(2);
-((data.p(8)+ext(2))*(data.p(7)+ext (1) +ext(2))/...
((data.p(6)+ext (1) -ext(2)+ext(3)) "2xdata.p(2))-...
(data.p(8)+ext(2))/((data.p(6)+ext (1) -ext(2)+ext(3))*data.p(2)))...
*data.p(3),

((data.p(8)+ext(2))*(data.p(7)+ext (1) +ext(2))/...

95



((data.p(B6)+ext (1) -ext(2)+ext(3)) "2*data.p(2))+. ..
(data.p(8)+ext(2))/((data.p(6)+ext (1) -ext (2)+ext(3))*data.p(2))+...
(data.p(7)+ext (1)+ext(2))/((data.p(6)+ext(1)-...
ext (2)+ext (3))*data.p(2)))*data.p(3)+cj,
-(data.p(8)+ext(2))*(data.p(7)+ext (1) +ext (2))*data.p(3)/...
((data.p(6)+ext (1)-ext (2)+ext(3)) "2*data.p(2));
-data.p(9)-ext(3), data.p(9)+ext(3),
-data.p(6)-data.p(9)-ext (1)+ext (2)-2*ext (3)

1;

flag = 0;

new_data = [];

endfunction
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D. ODE soustava, reakce, CVODE

function [pH_evolves] = kalcit_diss_LIBCVODE(K_param,L_param,...
1_param, M_param)

pH = 5.809;
a = 1.116e-5; b = 10" (-pH); c = 3.137e-6; d = 4.987e-5;
e = M_param/b;

data.p = [K_param; L_param; 1_param; M_param];
yo = [a; b; c; d; el;
t0 = 0.0;

#parametry pro resic

options = CVodeSetOptions(’UserData’,data,...
’RelTol’,le-16, ...
’AbsTol’, [1e-14, 1le-14, 1le-14, le-14, 1le-14],
’LinearSolver’,’Dense’);

# casy, sekundy

nout = 16;

tout = [0:43200:nout*43200] ;

t0 = tout(1); tf = tout(nout + 1); dt = 43200;

CVodeInit(@rhsfn, ’BDF’,’Newton’, t0, yO, options);

# reseni

y(1,:) = yO0;

for it = 1:nout
cas = t0 + itxdt;
[status,t,pom] = CVode(cas,’Normal’);
y(it+1,:) = pom;

endfor

# cte referencni data
ivan_ph = load("ivan_ref.txt");

for i = l:nout

H_plus(i) = y(i,2);

pH_evolves(i) = -loglO(H_plus(i));
endfor
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# srovnani pH
t = [0:0.5:nout*x0.5];
plot(t(l:nout),pH_evolves(l:nout),"r*-");
hold on;
plot(t(l:nout),ivan_ph(l:nout),"bo-.");
grid on;
hold off;
CVodeFree;

endfunction

function [yd, flag, new_data] = rhsfn(time, y, data)
a=y);

b = y(2);
c =y(3);
d = y(4);
e = y(5);
1 = data.p(3);
L = data.p(2);

kin = 1%(1 - (c*d)/(b*L));

jmenovatel = (a + c)*x(b + e) + axc;

Rk = (-1)*axkin*(e + b -c)/jmenovatel;
Rm = ex(2*a + c)*kin/jmenovatel;

yd(1) = (-1)*Rk;
yd(2) = (-1)*kin + Rk + Rm;
yd(3) = kin + Rk;
yd(4) = (-1)*kin;
yd(5) = Rm;
flag = O;
new_data = [];
endfunction
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E. PDE soustava, transport, CVODE

function [diag_pH, vyvoj_H] = ctverec_CVODE(mx, K, L, 1, M, pH,...
a, ¢, d, rychlostx, rychlosty)
xmax = 8.0;

% pocet transportovanych latek
ml = 5;

% hodnoty pro pocatecni a okrajove podmniky jsou vstupni parametry,
% krome dopocitavaneho b, e

107 (-pH) ;

e = M/b;

o
]

t0 = 0.0;

dtout = 43200;
nout = 45;

dx = xmax/(mx+1);

% vybrane indexy bodu na diagonale ctvercove oblasti
idx = round(1/8*xmax/dx) ;
diag_idx = round(3/8x(xmax/dx));

% problem data structure
data.xmax = xmax;
data.mx = mx;
data.dx = dx;
data.hacoef = rychlostx/(2.0%dx);
data.vacoef = rychlosty/(2.0%dx);
data.ml = ml;
data.K
data.L =
1
M

data.
data.
data.vx
data.vy

b

|
=~ B =X

rychlostx;
rychlosty;

% zadane pocatecni podminky
i_conc_0 = [a; b; c; d; el;
data.ict0 = i_conc_0; hlp = [0; 0; 0O];



% trik na predani parametru

f = @(x0) dxdydz(x0, data);

% vypocet rovnovahy pro zadane pocatecni podminky
[x0,fval,info] = fsolve(f, hlp);

i_conc(1,1) = a - x0(1,1);

a
i_conc(2,1) = b + x0(1,1) - x0(2,1) + x0(3,1);
i_conc(3,1) = c + x0(1,1) + x0(2,1);
i_conc(4,1) =d + x0(2,1);

i_conc(5,1) = e + x0(3,1);

disp(i_conc);
if (min(i_conc) < 0.0)
printf ("zadany odhad pocatecnich hodnot je daleko od rovnovahy,...
nektera z koncentraci vychazi zaporna\n");
disp(min(i_conc));
return;
endif

% predpocitane konzistentni okrajove podminky
bound_conc = [2.3035e-05; 9.6965e-05; 1.0228e-07; 5.0000e-05; 1.0313e-10];

% predani pocatecnich podminek
t = t0;
my = mx;
u = zeros (ml*my*mx,1) ;
for 1 = 1:ml
for j = 1:my

for i = 1:mx
u(l + (i-1)*ml + (j-1)*mx*ml) = i_conc(l,1);
end
end

end

% pocatecni a okrajove podminky pro inicializaci integratoru
data.ict = u;
data.bcd = bound_conc; % pravy horni roh ctvercove oblasti nebo jeji steny

% volby pro integrovani

options = CVodeSetOptions(’UserData’,data,...
’RelTol’,le-16,...
’AbsTol’ ,1e-14, ...
’LinearSolver’,’Dense’);

% inicializace integratoru
CVodeInit(@rhsfn, ’BDF’, ’Newton’, t, data.ict, options);

vyvoj_H(1, 1)
diag_pH(1, 1)
for i = 1:nout

b;
(-1)*1og10(b);
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tout = t + dtout;

[status,t,u, q] = CVode(tout, ’Normal’);

if status "= 0
printf ("CVode zhavarovalo? Nebo konec vypoctu?");
return

end

% pH na diagonale ctvercove 2D oblasti
if ((rychlostx == 0.0) || (rychlosty == 0.0))
diag_pH(i+1, 1)
vyvoj_H(i+1, 1)
else
diag_pH(i+1, 1)
vyvoj_H(i+1, 1)
endif

(u(2 + (ddx-1)#*ml + (idx-1)*mx*ml));

end
CVodeFree;
return

(-1)*1ogl0(u(2 + (idx-1)#*ml + (idx-1)*mx*ml));

(-1)*1logl0(u(2 + (diag_idx-1)*ml + (diag_idx-1)*mx*ml));
(u(2 + (diag_idx-1)*ml + (diag_idx-1)*mx*ml));

h

function [ud, flag, new_datal] = rhsfn(t, u, data) % prava strana ODE

mx = data.mx; my = data.mx; ml = data.ml;
l_data = data.l; L = data.L;

horac = data.hacoef; verac = data.vacoef;
vx = data.vx;

vy = data.vy;

for j = 1:my
for i = 1:mx

for 1 = 1:ml

uij(1,1) = u(l + (i-1)*ml+(j-1)*mx*ml);

% hodnota kolem bodu v hornim pravem rohu sledovane oblasti

vpravo_nahore(1,1) = (uij(1,1) + data.bcd(1,1))/2;

if j ==
if((vx == 0) || (vy == 0))
udn(l,1) = uij(1,1);

else
if(i > 1)
udn(1l,1) = u(l + (i-2)*ml+(j-1)*mx*ml); % hodnota nalevo
else
udn(l,1) = uij(1,1);
end
end
else
udn(l,1) = u(l + (i-1)*ml+(j-2)*mx*ml) ;
end

soustavy
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if j == my
% kdyz bude aspon jedna z rychlosti nulova, tak nastav bcd.data(l,1),
% vodorovne nebo svisle proudeni
if((vx == 0) || (vy == 0))
uup(l,1) = data.bcd(1,1);
else
% jinak dej do uup hodnotu zprava, v poslednim uzlu (u + bcd)/2,
% diagonalni proudeni.

if (i == mx)
uup(1l,1) = vpravo_nahore(l,1);
else
uup(l,1) = u(l + (i)*ml+(j-1)*mx*ml) ;
end
end
else
uup(1,1) = u(l + (i-1)*ml+ j*mx*ml);
end
if 1 ==

if((vx == 0) || (vy == 0))
ult(l,1) = uij(1,1);
else
if(j > 1)
% hodnota v uzlu s indexem o 1 nizsi
ult(l,1) = u(@ + (i-1)*ml+(j-2)*mx*ml) ;

else
ult(1,1) = uij(1,1);
end
end
else
ult(l,1) = u(l + (i-2)*ml+(j-1)*mx*ml) ;
end
if i == mx

% kdyz bude aspon jedna z rychlosti nulova, tak nastav bcd.data(l,1),
% vodorovne nebo svisle proudeni.
if((vx == 0) || (vy == 0))
urt(1,1) = data.bcd(1,1);
else 7 jinak dej do urt hodnotu zezhora, v poslednim uzlu (u + bcd)/2

if(j == my)
urt(1,1) = vpravo_nahore(1l,1);
else
urt(1,1) = u(l + (i-1)*ml+(j)*mx*ml); % to je hodnota zezhora
end
end
else
urt(1,1) = u(l + i*ml+(j-1)+*mx*ml);

end
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hadv(1,1)

horac * (urt(1l,1) - ult(1,1));

vadv(l,1) = verac * (uup(1l,1) - udn(1,1));
L_op(1,1) = hadv(1l,1) + vadv(l,1);

end

a = u(l + (i-1)*ml+(j-1)*mx*ml);

b = u(2 + (i-1)*ml+(j-1)*mx+*ml);

c = u(3 + (i-1)*ml+(j-1)*mx*ml);

d = u(4 + (i-1)*ml+(j-1)*mx*ml);

e = u(b + (i-1)*ml+(j-1)*mx*ml);

1_par = 1_data;
kin = 1_par*(1 - (cxd)/(b*L));
jmenovatel = (a+c)*(b+e) + ax*c;

Rm = (((2*a + c)*kin - cxL_op(1,1) - (a+c)*L_op(2,1) + axL_op(3,1))*e —...
((atc)*b + axc)*L_op(5,1))/jmenovatel;
Rk = (-1)*(axcxL_op(2,1) - a*c*L_op(5,1) - (cxL_op(1,1) - a*L_op(3,1))*b +...

(axkin - c*L_op(1,1) + axL_op(3,1))*e + (b - c)*a*kin)/jmenovatel;

for 1 = 1:ml
switch (1)

case 1
react
case 2
react
case 3
react
case 4
react
case b
react = Rm;
otherwise
react = 0.0;

endswitch

-Rk;

-kin + Rk + Rm;

kin + Rk;

kin;

ud(l + (i-1)*ml+(j-1)*mx*ml) = L_op(l,1) + react;
end

end

end

flag = 0;

new_data = [];
return
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%_

===konzistentni rozsahy pro ODE :)

function res = dxdydz(x0, data)

Ca = data.ict0(1,1) - x0(1);
Cb = data.ict0(2,1) + x0(1) - x0(2) + x0(3);
Cc = data.ict0(3,1) + x0(1) + x0(2);
Cd = data.ict0(4,1) + x0(2);
Ce = data.ict0(5,1) + x0(3);
res(1) = data.K*Ca - Cb*Cc;
res(2) = x0(2);
res(3) = data.M - Cbx*Ce;
return
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F.

Publikaéni a jiné vysledky studia

Publikace

Sborniky z konferenci:

Sembera, J.; Zedek, L. (70%): ODE’s for description of reactive transport including
equiliblirial reactions. sbornik abstraktt z konference MODELLING 2014, bfezen
2014, ISBN: 978-80-86407-47-0

Zedek, L.: Vyuziti DAE-solvert pro simulaci reakéni ¢dsti problému sifeni kontami-
nace podzemni vodou. Sbornik abstraktu z konference HYDROMODE 2013, Ceska
zemédélska univerzita v Praze, zaii 2013, ISBN: 978-80-2132393-3

Zedek, L.: Zahrnuti vlivu chemickych reakci do modelu transportu kontaminace pod-
zemni vodou. Sbornik abstraktii z konference HYDROMODE 2010, Ceské zemédélska
univerzita v Praze, listopad 2010, ISBN: 978-80-213-2100-7

Sembera, J.; Zedek, L. (75%): Pouziti Analyzy hlavnich komponent pro redukci
dimenze reakéné-transportniho modelu. Sbornik piispévku seminare SIMONA 2009,
Technicka univerzita v Liberci, ISBN: 978-80-7372-543-3

Technické zpravy:

Zedek, L.: Testovani pouzitelnosti vybranych modulu programu Flow123D na tloze
regionalniho rozsahu. technicka zprava, ARTEC-Vyzkumné centrum: Pokrocilé sa-
nacni technologie a procesy, ¢erven 2011

Zedek, L.: Zprava o zapracovani simulace radioaktivnich rozpadu s bifurkacemi
do programu Flow123D. technickd zprava, ARTEC-Vyzkumné centrum: Pokrocilé
sanac¢ni technologie a procesy, kvéten 2011

Zedek, L.: Zprava o postupech modelovani reakéniho transportu. technickd zpréava,
ARTEC-Vyzkumné centrum: Pokro¢ilé sanacéni technologie a procesy, iijen 2010

Krélovecova, J.; Zedek, L. (40%): Popis modelu lokality Melechov-,,verze2* technicka
zprava, ARTEC-Vyzkumné centrum: Pokrocilé sana¢ni technologie a procesy, brezen
2010
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Kniha:

Kosek, M.; Zedek, L. (25%); Hokr, M.; Ralek, P.: Vybrany matematicky aparat
pro simulaci fyzikalnich poli, Technicka univerzita v Liberci, Fakulta mechatroniky,
informatiky a mezioborovych studii, Liberec, prosinec 2011, ISBN: 978-80-7372-808-
3

Clanek v ¢asopise (pfijat k publikaci):

Sembera, J.; Zedek, L., Effective Computer Simulation of Equilibrium Adsorption
with Limited Solubility, Computers and Geosciences (2014)

Ovérena technologie

Flanderka, D.; Sembera, J.; Zedek, L. (75%): Program PCAChemie.exe. ARTEC-
Vyzkumné centrum: Pokrocilé sana¢ni technologie a procesy, prosinec 2009

Vystoupeni na konferencich

V pribéhu doktorského studia jsem vystoupil s prezentaci nebo s posterem na nasle-
dujicich konferencich a workshopech:

MODELLING 2014, prezentace ,,ODE’s for Description of Reactive Transport Inclu-
ding Equilibrium Reactions“, Roznov pod Radhostém, Ceska republika, 2. — 6. ¢er-
ven 2014,

HYDROMODE 2013, prezentace ,,Vyuziti DAE-solveru pro simulaci reakéni ¢ésti
problému sifeni kontaminace podzemni vodou“, Kostelec nad Cernymi lesy, Ceska
republika, 19. — 20. zari 2013,

Conference on Modelling Storage in Deep Layers 2011, prezentace , Testing of the
Software Flow123D for Regional-Scale Reactive Transport Models“, Schwetzingen,
Spolkova republika Némecko, 11. — 13. fijna 2011,

MODELCARE 2011, poster ,,Comparison of Effectivity of Two Different Approaches
to Reactive Transport Simulation®, Leipzig, Spolkova republika Némecko, 18. — 22.
245 2011,

HYDROMODE 2010, prezentace ,,Zahrnuti vlivu chemickych reakci do modelu
transportu kontaminace podzemni vodou“, Chloumek u Mélnika, Ceska republika,
14. — 15. zafi 2010,

SIMONA 2009, prezentace ,,Pouziti analyzy hlavnich komponent pro redukeci di-
menze reakéné-transportniho modelu®, Liberec, Ceska republika, 21. — 23. zari 2009,

MODELLING 2009, prezentace ,,Application of Principal Component Analysis in
Modelling of Underground Solute Transport“, Roznov pod Radhostém, Ceskd re-
publika, 22. — 26. ¢erven 2009,

ENUMATH 2009, prezentace ,,The Use of Principal Component Analysis for Re-
duction of Dimension of Reactive Transport Model“, Uppsala, Svédsko, 29. cerven
— 3. ¢ervenec 2009.
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Ugast na projektech

e GACR 102/08/HO081: ,Nestandardni aplikace fyzikdlnich poli-analogie, mode-
lovani, ovérovani a simulace*

e TACR TA02021132: ,Mobilita kontaminanti a dalsich slozek prostiedi-integrace
do expertniho systému vyuzivajiciho transportné-reakéni modelovani®

e TACR TA01021331: ,Vyvoj modelovacich nastroju predikce rozvoje THC pro-
cesu a jejich vlivu na migraci radionuklidu v geosfére“

e SGS 7822, TUL-NTI 2012: ,Modelovani komplexnich fyzikdlnich déji, nume-
rické modely a informatika‘

e SGS, TUL-MTTI 2013-2014: ,Progresivni mechatronické, iidici a métici systémy
s aplikaci vyspélych simula¢nich metod“

Zahranicni pracovni staz

Hostitelska organizace: Ghent University, Galglaan 2, B-9000 Gent, Belgie

Oddélent: Department of mathematical analysis
Vedouci oddélent: Marian Slodicka
Termin staze: 01.09.2012-30.11.2012

Napln staze:
e Studium matematického popisu paralelnich chemickych reakei.
e Piiprava modelu vybrané testovaci ulohy (rozpousténi kalcitu podzemni vodou).

1. Préce s analytickymi fesi¢i Maple a Sage.

2. Vyuziti numerickych fesicu soustav diferencidlnich a algebraickych rovnic.

e Koncepéni navrh simulace sorpce v kombinaci s omezenou rozpustnosti.
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