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Abstrakt

Tento dokument se zabývá Diplomovou praćı Fakulty mechatro-

niky, informatiky a mezioborových studíı Technické univerzity v

Liberci. Teoretické část pojednává o seznámeńı se se stabilizaćı

nelineárńıho systému, konkrétně inverzńıho kyvadla pomoćı se-

trvačńıku. Praktická část pojednává o sestaveńı modelu inverzńıho

kyvadla, výběr vhodných komponent s ohledem na rozš́ı̌reńı mo-

delu do 3D verze - balancuj́ıćı kostky známou pod názvem Cubli.

Součást́ı praktické části je i vytvořeńı matematického modelu jak

pro 2D model inverzńıho kyvadla, tak i pro 3D model balancuj́ıćı

kostky. Práce obsahuje i samotné sestaveńı balancuj́ı kostky. Pro

toto sestaveńı je vytvořena kompletńı výkresová dokumentace pro

3D tisk některých komponent̊u. V závěru práce je demonstrace sta-

bilizace balanuj́ıćı kostky na své hraně.

Kĺıčová slova:

inverzńı kyvadlo, setrvačńık, Cubli, balancuj́ıćı kostky, stabilizace,

stavový popis, LQR regulace



Abstract

This document deals with the diploma thesis of the Faculty of Me-

chatronics, Informatics and Interdisciplinary Studies of the Tech-

nical University of Liberec. The theoretical part deals with the in-

troduction to the stabilization of a nonlinear system, namely the

inverse pendulum using a flywheel. The practical part deals with

the assembly of the inverse pendulum model, the selection of sui-

table components with regard to the extension of the model to the

3D version - balancing cubes known as Cubli. Part of the practical

part is the creation of a mathematical model for both the 2D model

of the inverse pendulum and the 3D model of the balancing cube.

The work also includes the assembly of balancing cubes. For this

assembly, complete drawing documentation is created for 3D prin-

ting of some components. At the end of the work is a demonstration

of stabilization of a balancing cube on its edge.

Key words:

inverse pendulum, flywheel, Cubli, balancing cube, stabilization,

state space, LQR regulation
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2.4 Inverzńı kyvadlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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3.3 Matematický model inverzńıho kyvadla . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

8



4 Cubli 31

4.1 3D tisk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.1.1 PLA - polyactic acid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.1.2 ASA - Akrylonitril styren akryl . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.1.3 HIPS - High Impact Polystyrene . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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3.3 3D model setrvačńıku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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5.3 Porovnáńı simulačńıch a reálných dat pro pád na jednu stranu . . . . 45
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1 Úvod

V dnešńı době při automatickém ř́ızeńı systémů nastává problém v podobně nelinea-

rity systémů. Téměř každý reálný systém je nelineárńı. Pokud se v systému objev́ı

nelinearita, tak se tento systém snaž́ıme stabilizovat. Toho lze dosáhnout pomoćı

linearizace a následné stabilizace bud’ v okoĺı pracovńıho bodu, nebo v celém pra-

covńım rozsahu t́ım, že do systému přidáme zpětnou vazbu.

Jedńım z nelineárńıch systému, na který se i tato Diplomová práce speciálně zaměřuje,

je inverzńı kyvadlo. Inverzńı kyvadlo je zároveň i nestabilńı systém, který má dvě

rovnovážné polohy a pouze jednu z nich je schopen dosáhnout pouze pomoćı gravi-

tace. Podobné chováńı jako systém inverzńıho kyvadla má např́ıklad raketa při letu,

humanoidńı robot při své sch̊uzi nebo balancováńı na nohou. Jako daľśı př́ıklad jsou

r̊uzné balancuj́ıćı voźıtka od segwaẙu po onewheely.

Ćılem této práce je seznámit se s regulaćı inverzńıho kyvadla pomoćı setrvačńıku a

následné vytvořeńı prototypu reálné balancuj́ıćı kostky známé pod názvem
”
Cubli“.

Pro tuto kostku vytvořit matematický model pro budoućı návrhy ř́ıd́ıćıch algoritmů

a jeden z možných ř́ıd́ıch algoritmů pro stabilizaci demonstrovat. Výsledkem této

práce by měla být funguj́ıćı balancuj́ıćı kostka a jej́ı matematický model. Tato práce

balancuj́ıćı kostka může být v budoucnu může sloužit jako základ pro daľśı závěrečné

práce, které budou mı́t d̊uraz na ř́ızeńı.
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2 Teoretická část

2.1 Nelineárńı systémy

Nelineárńı dynamické systémy popisuj́ı změny veličin v čase a mohou se zdát cha-

otické nebo nepředv́ıdatelné. To je př́ımý opak mnohem jednodušš́ıch lineárńıch

systémů. U nelineárńıch systému neplat́ı princip superpozice. To znamená, že po-

kud funkce jedné veličiny je rovna nule a funkce druhé veličiny se také rovná nule,

tak nelze zaručit, že funkce součtu těchto veličin bude také roven nule. Princip su-

perpozice může u nelineárńıch systému platit pouze pro malé množstv́ı bod̊u těchto

systému. Pokud je systém nelineárńı a neplat́ı u něj princip superpozice, pro výpočet

změn jeho výstupńıch veličin je potřeba řešit diferenciálńı rovnice, což může být

často velice obt́ıžné. Dı́ky tomu taky neńı zaručeno, že se povede předpovědět stav

výstupńıch veličin v budoucnosti. Dokonce u některých nelineárńıch obvod̊u může

změna velikosti vstupńıho skoku změnit stabilńı přechodový jev na nestabilńı a na-

opak.

Nejlépe si takový systém můžeme představit v elektronice. Diodu lze považovat za

nelineárńı systém, pokud se nacháźı v obvodu, nelze tento obvod řešit běžnými me-

todami, protože neplat́ı princip superpozice. Obecně plat́ı, že pokud je jeden nebo

v́ıce prvk̊u v systému nelineárńı, tak celý systém je také nelineárńı.
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2.2 Stabilita systému

Reálné systémy jak už lineárńı tak nelineárńı mohou dosáhnout tř́ı stav̊u z hlediska

stability. Stabilńı, nestabilńı a na mezi stability. Stabilitou systému se rozumı́, že

systém je schopen dostat se do ustáleného stavu po odezněńı přechodového jevu.

Pokud máme systém spojitý a je popsán přenosovou funkćı, lze určit jeho stabilitu

z polohy pól̊u. Když jsou póly na levé straně komplexńı roviny, je stabilńı. Pokud

minimálně jeden z pól̊u je na pravé straně, systém je nestabilńı. Pokud lež́ı alespoň

jeden pól na imaginárńı ose, je systém na mezi stability.

Obrázek 2.1: Stabilita spojitého systému v závilosti na poloze pól̊u

Pokud máme však diskrétńı systém, můžeme uvažovat obdobně, ale mı́sto polorovin

pracujeme s jednotkovou kružnićı. Pokud jsou póly uvnitř jednotkové kružnice, je

systém stabilńı. Póly vně kružnice znamenaj́ı nestabilńı systém a na jednotkové

kružnici je systém na mezi stability.
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Obrázek 2.2: Stabilita diskrétńıho systému v závilosti na poloze pól̊u

Tato dvě tvrzeńı pro spojitý a diskrétńı systém jsou považována za nutné a postačuj́ıćı

podmı́nky stability regulačńıch obvod̊u. K těmto dvoum podmı́nkám existuje ještě

několik kritéríı, pomoćı kterých lze ověřit stabilitu systému, jako jsou třeba Nyquis-

tovo, Hurwitzovo nebo Rout – Schurovo kritérium stability. Všechna tato tři kritéria

plat́ı jak pro spojitý, tak pro diskrétńı systém. Ale pozor pokud neńı splněna nutná

podmı́nka stability, tak systém neńı stabilńı!

2.3 Ř́ızeńı nestabilńıch systémů

Většina pr̊umyslových proces̊u, se kterými se v dnešńı době setkáváme, vykazuje

nelineárńı chováńı. Ve velké většině se vyskytuj́ı i nestabilńı systémy. Některé tyto

systémy se dokonce naschvál navrhuj́ı již nestabilńı. Např́ıklad některé moderńı

letadla jsou navržena jako nestabilńı systém z d̊uvodu lepš́ı manévrovatelnosti.

Při návrhu regulátoru pro nestabilńı systém muśı být také brán zřetel na veli-

kost akčńıho zásahu. Vypočtený akčńı zásah regulátoru muśı být schopen realizovat

akčńı člen na reálném modelu. Z tohoto d̊uvodu je vhodné moderńı prediktivńı

ř́ızeńı, které dokáže vypoč́ıtat optimálńı posloupnost akčńıch zásah̊u. Při ř́ızeńı ne-

stabilńıch systémů se snaž́ıme navrhnout regulátor tak, aby systém s regulátorem
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byl v celém pracovńım rozsahu stabilńı. Často se použ́ıvaj́ı takzvané robustńı re-

gulátory, které zajǐst’uj́ı, aby námi zvolené požadavky na ř́ızeńı, byly splněny v námi

předem specifikovaném rozsahu ř́ızené veličiny.

2.4 Inverzńı kyvadlo

Inverzńı kyvadlo je reálný systém, ve kterém je kyvadlo umı́stěno a uchyceno tak, aby

se mohlo otáčet kolem osy. Tato osa je kolmá na směr pohybu celého tělesa. Je tomu

tak, aby bylo doćıleno otáčeńı kyvadla ve směru př́ıpadně protisměru pohybu celého

tělesa. Inverzńı kyvadlo má dvě rovnovážné polohy. Jednu dole a druhou nahoře.

Dolńı rovnovážná poloha je stabilńı, jelikož do ńı kyvadlo spadne pomoćı gravitace.

Horńı rovnovážnou polohu můžeme nazývat nestabilńı, jelikož bez vněǰśıho zásahu

neńı schopno kyvadlo tuto polohu udržet. Při ř́ızeńı se snaž́ıme této horńı polohy

dosáhnout a kyvadlo v ńı udržet.

2.5 Setrvačńık

Setrvačńık je rotačńı těleso, které slouž́ı ke shromažd’ováńı kinetické energie. Za

setrvačńık můžeme považovat prakticky jakékoliv reálné rotačńı těleso. V této práci

je využ́ıván setrvačńık ve tvaru kola s paprsky. V této práci je využ́ıván hlavně

moment setrvačnosti tohoto setrvačńıku.

Princip stabilizace pomoćı setrvačńıku můžeme nalézt v mnoha odvětv́ıch nejen

na Zemi. Setrvačńık se dá využ́ıt ve v́ıce směrech stabilizace. Stabilizovat se dá

poloha, otáčky nebo se do něj může např́ıklad ukládat energie pro budoućı využit́ı.

Stabilizace otáček se využ́ıvá při nepravidelném chodu otáček stroje nebo motoru.

Toto koĺısáńı otáček lze vyrovnat pomoćı setrvačńıku. Př́ıkladem ukládáńı energie

do setrvačńıku je natahováńı dětských aut́ıček. Vesmı́rné objekty se daj́ı stabilizovat,

př́ıpadně natáčet, pomoćı setrvačńıku. Tato stabilizaci je oproti stabilizaci pomoćı

trysek účinněǰśı, a také se energie setrvačńıku může následně využ́ıvat ke zpětné
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rekuperaci, a nedocháźı tak ve vesmı́ru k př́ılǐs velké ztrátě energie. Obvykle se

jedná o tř́ıosou stabilizace pomoćı třech setrvačńık̊u, která je využ́ıvat i v této práci.

2.6 Stabilizace pomoćı setrvačńıku

Funkce regulace neboli stabilizace polohy pomoćı setrvačńıku je založena na zákonu

zachováńı energie. Pokud máme motor a k němu pevně uchycen setrvačńık, tak

pomoćı roztočeńı motoru, respektive setrvačńıku, vytvoř́ıme v soustavě kinetickou

energii, která otáč́ı setrvačńıkem. Tato energie záviśı na momentu setrvačnosti se-

trvačńıku. Pokud se skokově změńı otáčky motoru (setrvačńıku) změńı se tak i kine-

tická energie samotného setrvačńıku. Tato kinetická energie d́ıky zákonu o zachováńı

energie zaniknout nemůže, proto se přes motor, který je pěvně uchycen, přenese do

celé soustavy. Tato kinetická energie pak zp̊usob́ı pohyb (otočeńı) celé soustavy a

t́ım se spotřebuje.

Nejstarš́ı dohledatelná zmı́nka o této problematice je z roku 2001. V tomto článku

[45] autoři popisuj́ı stabilizaci inverzńıho kyvadla pomoćı reakčńıho kola - setrvačńıku.

Popisuj́ı zde sv̊uj prvńı prototyp a jeho ovládáńı pomoćı hybridńıho regulátoru. Tuto

stabilizaci popisuje Michal Ježek ve své diplomové práci [52] na přehledu současných

vytvořených studentských projektech. Jedńım z nich je i kostka Cubli. Projekt Cubli

je jeden z projekt̊u, na kterém lze nejlépe ukázat samotná funkce stabilizace pomoćı

setrvačńıku. Tato kostka je podrobněji popsána v diplomové práci [19] Erika Bjerka

a Björna Pehrssona. Cubli je kostka, která obsahuje tři setrvačńıky - každý v jedné

ose, pomoćı kterých dokáže balancovat na hraně, vrcholu, překlápět se přes hrany,

nebo dokonce i skákat.
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3 Model inverzńıho kyvadla se setrvačńıkem

Na světě existuje mnoho model̊u inverzńıho kyvadla. Jelikož ćılem této práce je

sestavit balancuj́ıćı kostku, tak pro tento účel vycháźı model inverzńıho kyvadla z

modelu balancuj́ıćı kostky Cubli. Strana byla upravena tak, aby se na ni dal uchytit

motor se setrvačńıkem a bylo možné ji otáčet pouze v jedné ose. Je tedy uchycena

do základny s osou, aby se celý model mohl otáčet.

3.1 Hardwarové komponenty

Většina část́ı modelu je vytǐstěna na 3D tiskárně. Hlavńım d̊uvodem je možnost

vytvořit jakýkoliv tvar pro funkci modelu. Daľśı možnost́ı bylo nechat tyto d́ıly

obrobit nebo vyfrézovat z kovu. Tato možnost však byla zamı́tnuta, jelikož by model

byl zbytečně těžký, obt́ıžný na výrobu a výrazně dražš́ı, než je tomu u 3D tisku z

plastu.

3.1.1 Ř́ıd́ıćı jednotka

Jako ř́ıd́ıćı jednotka bylo zvoleno Arduino. Hlavńım d̊uvodem je vysoká softwa-

rová podpora, snadné programováńı, jednoduché doplňováńı potřebných periferíı a

vysoký počet existuj́ıćıch knihoven. V neposledńı řadě také pořizovaćı cena hrála

roli. Pro tento účel bylo zvolen model Aurduino DUE, protože byl zrovna k dispo-

zici a splňoval požadavky na funkce a porty. Jedná se také o Arduino s nejvyšš́ım

výpočetńım výkonem, takže by neměl nastat problém.
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3.1.2 Motor

Pro tento model inverzńıho kyvadla byl zvolen typ motoru BLDC, neboli bez-

kartáčový stejnosměrný motor. Stejnosměrný motor byl jasnou volbou, protože tento

model bude rozš́ı̌ren do modelu Cubli a ten bude fungovat pouze na baterii. V po-

rovnáńı s klasickým stejnosměrným motorem vycháźı bezkartáčový lépe. BLDC mo-

tory maj́ı vyšš́ı účinnost, lepš́ı dynamické vlastnosti, vyšš́ı výkon a také nižš́ı hmot-

nost a menš́ı rozměry. Rozměry a hmotnost, při zachováńı dostatečného výkonu,

byly hlavńım kritériem pro výběr motoru.

3.1.3 Baterie

Zdroj pro napájeńı motor̊u musel být stejnosměrný z d̊uvodu výběru BLDC mo-

tor̊u. Rozhodovalo se tedy mezi śıt’ovým zdrojem a bateriemi. Zdroj se vyb́ıral dle

parametr̊u motoru a pak se dimenzoval tak, aby dokázal (při rozš́ı̌reńı do balancuj́ıćı

kostky) napájet všechny tři modely pro balancováńı v 3D prostoru. Motory pracuj́ı s

napět́ım 7 až 12V a proudem 12A. Takovýchto velkých proud̊u dosahuj́ı baterie typu

Li-Pol. Vybraná tedy byla baterie s 1800mAh 3S 25C. 3S znamená, že jej́ı provozńı

napět́ı je 11,1V. 25C znamená, že konstantńı proud, který je tato baterie schopna

dodávat, je vypoč́ıtá jako 25*kapacita baterie - v našem př́ıpadě tedy 45A. Špičkový

proud je až 50C, neboli 90A. Pokud tedy budou všechny tři motory v jednu chv́ıli

odeb́ırat 12A, baterie je schopná to dodávat. Špičkový proud těchto motor̊u je 28A,

takže baterie ustoj́ı i sepnut́ı všech tř́ı motor̊u najednou.
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3.1.4 Kostra

Pro kostru modelu bylo využito 3D tisku. Pro tento tisk bylo ale potřeba nejprve

vytvořit výkresovou dokumentaci. Tiskla se samotná stěna, setrvačńık a podstavec.

Stěna a setrvačńık byly vytvořeny již s ohledem na sestavováńı balancuj́ıćı kostky.

Rozměry stěny, na které je motor uchycen, a samotného setrvačńıku, vypĺıvaly z

rozměr̊u balancuj́ıćı kostky. Podstavec slouž́ı pouze jako držák osy, kolem které

se celý model otáč́ı. Rozměry podstavce byly tedy volitelné a musely zachovat

pouze rozměry ložisek, do kterých byla zalisována osa otáčeńı. Dále musel podstavec

být dostatečně rozměrný, aby pomoćı nějakých úchytek/ručńıch svěrák̊u mohl být

připevněn k pevné podložce (stolu), aby celý model měl pevný bod otáčeńı.

Obrázek 3.1: 3D model stěny
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Obrázek 3.2: 3D model podstavy

Obrázek 3.3: 3D model setrvačńıku

Pro ověřeńı, zda byl model jednotlivých část́ı nakreslen přesně, byla vytvořena se-

stava všech komponent̊u určených k tisku. Komponenty byly sestaveny k sobě tak,

aby to odpov́ıdalo reálnému modelu, jen bez komponent̊u, které se netisknou.
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Obrázek 3.4: 3D model celé sestavy

3.1.5 Seznam komponent

• Arduino DUE

• BLDC Motor - A2212/6T

• ESC regulátor otáček 30A

• Li-pol baterie - BH Power 1800 mAh 3S 25C (50C)

• 3D tǐstěné d́ıly

• Ložiska

• Osa
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Ložiska a osa nejsou nijak specifické. Jsou použita obyčejná kuličková ložiska o

vněǰśım pr̊uměru 22mm a vnitřńım 8mm. Jako osa je použita kovová tyčka o pr̊uměru

8mm. Osa je pevně nalisovaná do ložisek.

3.1.6 Sestaveńı modelu

Ložiska jsou po nahřát́ı vtlačena do děr v 3D výtisku. Motor je na stěnu přǐsroubován.

Setrvačńık je pevně uchycen na hř́ıdel motoru se závitem, setrvačńık se tedy jen na-

sadil a utáhl. Model je odzkoušen a je funkčńı.

Obrázek 3.5: Model inverzńıho kyvadla se setrvačńıkem
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3.2 Práce s modelem

3.2.1 Doplněńı o senzoriku

Pro budoućı stabilizaci však tento obyčejný model inverzńıho kyvadla nestačil. Mo-

del byl schopný se překlápět kolem osy otáčeńı, ale neudával údaje o otočeńı, takže

nebylo možné tento model nijak ř́ıdit – neměl žádný výstup. Model byl tedy doplněn

o gyroskop GY-521. Jedná se o modul akcelerometru a gyroskopu založeného na čipu

MPU-6050. Kombinuje v sobě tř́ıosý gyroskop a tř́ıosý akcelerometr. Dodává tedy

kompletńı údaje o natočeńı v 3D prostoru.

3.2.2 Zpracováńı signálu

Modul GY-521 přes sběrnici I2C dodává před Arduino do Matlabu hned 8 signál̊u.

Akcelerometr a gyroskop využ́ıvaj́ı po třech signálech (pro všechny 3 osy), poté

ještě teplotu a status. Vzhledem k citlivosti senzoru, jsou data z něj velice zašumělá.

Při chodu motoru jsou takřka nepoužitelná. Je tomu tak kv̊uli pevnému uchyceńı

motoru ke kostře a t́ım se dokážou přenášet lehké vibrace ze setrvačńıku až na sen-

zor a ručeńı je enormńı. Data jsou tedy potřeba nějak vyfiltrovat. Filtrace signálu

proběhla třemi zp̊usoby - pr̊uměrovaćı filtr, komplementárńı filtr a Kalman̊uv filtr.

U tohoto senzoru se nejčastěji použ́ıvaj́ı Kalman̊uv a komplementárńı filtr, ale pro

studijńı účely byl vyzkoušen i pr̊uměrovaćı.

Výstup z akcelerometru udává pouze zrychleńı v dané ose. Je tedy potřeba pomoćı

goniometrických funkćı toto zrychleńı přepoč́ıtat na úhel, ve kterém se zrovna senzor

nacháźı [42].

φx = arctg
accy
accz

(3.1)

φy = arctg
accx
accz

(3.2)

φz = arctg
accy
accx

(3.3)
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Pr̊uměrovaćı filtr

Použit́ı pr̊uměrovaćıho filtru je velice jednoduché, jelikož knihovny simulinku př́ımo

nab́ıźı blok s funkćı pr̊uměrovaćıho filtru – Mooving Avarage. Po zpracováńı signálu

stač́ı tedy doplnit jen blok s filtrem.

Jak můžeme v grafu 3.6 vidět, tak pr̊uměrovaćı filtr nám sice pomůže lehce vyhladit

lehké rušeńı, ale po sepnut́ı motoru filtr koṕıruje rušeńı. Dodává také do systému

určité zpožděńı, které je nežádoućı pro budoućı stabilizaci.

Komplementárńı filtr

Tento filtr se použ́ıvá předevš́ım ke korekci rušivých vliv̊u u výpočtu orientace v

prostoru. Využ́ıvá se předevš́ım kv̊uli vysoce citlivým senzor̊um. Komplementárńı

filtr slučuje informace o úhlové rychlosti (data z gyroskopu) a údaje z akcelerometru.

Výhodou slučováńı těchto dvou signál̊u je, že každý z těchto senzor̊u pracuje na

jiných frekvenćıch. Akcelerometry pracuj́ı na ńızkých frekvenćıch a gyroskop pracuje

na vysokých. Komplementárńı filtr lze zjednodušeně zapsat rovnićı [2]:

φ = 0.98gyro+ 0.02acc (3.4)

Tato rovnice dává do poměru procentuálně hodnoty z gyroskopu a akcelerometru.

Pro náš model byl využit poměr 98% gyroskopu a 2% akcelerometru. Do rovnice

vstupuj́ı vypoč́ıtané úhly z gyroskopu a akcelerometru. Pro tuto rovnici byla v Si-

mulinku vytvořena funkce, která s touto rovnićı pracuje.
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Obrázek 3.6: Pr̊uběhy filtrovaných signál̊u

Komplemetárńı filtr sice do systému dodáva určitou odchylku, ale jak je vidět v

grafu, jej́ı odstraněńı je jednoduché pouze pomoćı přidáńı offsetu. Komplementárńı

filtr stále má jisté odchylky při sepnut́ı motoru, ale data ze senzoru maj́ı odchylku

přes 10°, zat́ımco data z komplementárńıho filtru si drž́ı odychylku pouze v de-

setinách stupň̊u. Data se nebohybuj́ı kolem úplné nuly. To je zp̊usobeno citlivost́ı

senzoru a t́ım, že test neprob́ıhal na dokonale rovném stole. Takto nastavený kom-

plementárńı filtr je pro tuto aplikaci vhodný k použit́ı. V době, kdy výkon motor̊u

byl na maximu a kostka na stole lehce zavibrovala tak nejvyšš́ı výchylka úhlu byla

0.5°.
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3.3 Matematický model inverzńıho kyvadla

Matematický model inverzńıho kyvadla se setrvačńıkem byl sestaven jako simulačńı

schéma v Simulinku. Metody pro źıskáńı pohybových rovnic pro soustavu těles bu-

dou podrobně probrány v kapitole 5 - Matematický modelu Cubli. V tomto př́ıpadě

samotné simulačńı schéma vycháźı z pohybových rovnic, které se daj́ı źıskat po-

moćı řešeńı Lagrangeovy rovnice druhého řádu (viz. 3.5). Tuto rovnici lze źıskat

jako rozd́ıl kinetické a potenciálńı energie. Řešeńım této rovnice jsou dvě pohybové

rovnice modelu. Źıskáme jak pohybovou rovnice celé strany, tak i pohybovou rovnici

pro samotný setrvačńık.

d

dt
(
∂L

∂q′i
)− (

∂L

∂qi
) + (

∂R

∂qi
) = τi (3.5)

kde:

q obecné souřadnice

τ vněǰśı śıly

∂R
∂qi

Model disipativńıch sil

L Langrangian

Lagrangian 3.8 lze vypoč́ıtat jako rozd́ıl kineteické energie 3.6 a potenciálńı 3.7.

Ek =
1

2
Icφ

′
c
2 +

1

2
Is(φ

′
c + φ′

s)
2 (3.6)

Ep = lmgcosφc (3.7)

L = Ek − Ep (3.8)

Nyńı lze vypoč́ıtat jednotlivé prvky Langangeovi rovnice a dosadit je do p̊uvodńıho

vzorce.
d

dt
(
∂L

∂φ′
c

) = φ′′
c (Ic + Is) + φ′′

sIs (3.9)

d

dt
(
∂L

∂φ′
s

) = Is(φ
′′
c + φ′′

s) (3.10)

(
∂L

∂φc

) = lmgφc (3.11)
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(
∂L

∂φs

) = 0 (3.12)

Modely disipativńıch sil pro tento náš model představuj́ı třećı śıla ložǐska, kolem

kterého se celý model otáč́ı, a třećı śıly v motoru. Tyto śıly jsou pro náš př́ıpad

zjednodušeny do pouhých konstant.

(
∂R

∂φc

) = FLφ
′
c (3.13)

(
∂R

∂φs

) = Fmφ
′
s (3.14)

Pokud zkombinujeme zobecněné hybnosti 3.9 3.10, parciálńı derivace 3.11 3.12 a mo-

dely disipativńıch sil źıskáme pohybové rovnice našeho modelu inverzńıho kyvadla

se setrvačńıkem.

φ′′
c (Ic + Is) + φ′′

sIs − lmgsinφc + FLφ
′
c = 0 (3.15)

Is(φ
′′
c + φ′′

s) + Fmφ
′
s = T (3.16)

kde:

T Śıla motoru

Jednoduchými matematickými úpravami rovnic 3.15 a 3.16 źıskáme potřebné pohy-

bové rovnice pro vytvořeńı simulačńıho schéma.

φ′′
c =

Fmφ
′
s − T + lmgsinφc − FLφ

′
c

Ic
(3.17)

φ′′
s =

TIc − Fmφ
′
sIc − Fmφ

′
sIs + TIs − lmgsinφcIs + FLφ

′
cIs

IcIs
(3.18)

Z těchto dvou rovnic bylo vytvořeno simulačńı schéma pro model inverzńıho kyvadla.

Schéma bylo vytvořena v programu Simulink pomoćı funkčńıch blok̊u ze základńıch

knihoven programu.
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Obrázek 3.7: Simulačńı schéma inverzńıho kyvadla

Zde v grafu lze vidět 3.8, že model se chová dle předpokladu. Pokud zadáme nenu-

lovou počátečńı podmı́nku úhlu modelu, model ihned spadne dol̊u a začne kmitat

kolem spodńı rovnovážné polohy, ve které se i nakonec ustáĺı. Toto je simulace toho,

jak by se model choval, kdyby mu nic nebránilo v tom, otáčet se kolem dokola okolo

své osy. Našemu reálnému modelu však bráńı podstavec, takže stač́ı do modelu

přidat limity úhlu. Př́ıdáńım limit̊u nám model pouze spadne na st̊ul a ani se nehne,

toto znázorňuje graf 3.9.
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Obrázek 3.8: Graf chováńı modelu

Obrázek 3.9: Graf chováńı modelu s limity
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4 Cubli

Reálný model Cubli vycháźı z již zmiňovaného modelu inverzńıho kyvadla. Jsou

použity stejné hardwarové komponenty, které jsou pouze rozš́ı̌rený do 3 os pro kom-

pletńı pohyb v 3D prostoru. Jediný prvek, který se lǐśı je kostra modelu a setrvačńıky.

Změna je tedy pouze v 3D tǐstěných částech modelu.

4.1 3D tisk

Musel být vymyšlen 3D model kompletńı balancuj́ıćı kostky pro uchyceńı třech mo-

tor̊u se třemi setrvačńıky. Kostka by mohla být vytvořena i jinak než z 3D tisku, ale

d́ıky potřebě velice specifických tvar̊u a také požadavku na ńızkou hmotnost byl zvo-

len 3D tisk. 3D tisk totiž dovoluje vytisknout téměř jakýkoliv tvar a také umožňuje

mı́t model dutý a zároveň zachovává poměrně velkou pevnost modelu. Dı́ky dutosti

model dosahuje velice ńızkých hmotnost́ı. Pro lepš́ı ověřeńı rozměr̊u byly vytvořeny i

modely jednotlivých komponent̊u, aby se dalo jednoduše ověřit, zda se vše do kostky

vejde. Ze všech komponent̊u byla vytvořena 3D sestava. Při tisku modelu inverzńıho

kyvadla nebylo nutné řešit hmotnost, ani tuhost, takže výtisk byl z nejobyčejněǰśıho

materiálu PLA. U modelu Cubli se již museli řešit vlastnosti materiálu, z kterého

se kostka vytiskne.
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Obrázek 4.1: Sestava CUBLI

4.1.1 PLA - polyactic acid

PLA je jeden z nejpouž́ıvaněǰśıch materiál̊u pro 3D. Můžeme ho naj́ıt i jako takzvaný

”
Startovńı materiál pro 3D tisk“. Je velice pevný a snadno se z něj tiskne, předevš́ım

d́ıky ńızké teplotě táńı - teplotě tisku. Je vhodný pro tisk velkých d́ıl̊u, d́ıky malé

tepelné roztažnosti a téměř žádné deformaci během tisku. Jedná se o nejjednodušš́ı

materiál pro 3D tisk. PLA je materiál velmi pevný, ale pokud praskne tak se roztř́ı̌st́ı.

PLA je však plast a jako každý plast, neńı dokonalý. Nı́zká teplota tisku znamená i

ńızkou tepelnou odolnost. Vytǐstěné komponenty ztráćı svou mechanickou pevnost

již při teplotách kolem 60°C. PLA má i ńızkou odolnost v̊uči UV zářeńı a neńı vhodný

pro tisk komponent̊u, na které pravidelně dopadá slunečńı světlo. Nevýhodou PLA

pro tento tisk byla jeho hustota. Hustota PLA je 1.24 g/cm3. Při tisku na co nejmenš́ı

výplň byl model stále poměrně těžký.
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4.1.2 ASA - Akrylonitril styren akryl

Materiál ASA se dá považovat jako nástupce materiálu ABS. Doplňuje nedostatky

ABS v ohledu UV stability, menš́ıho tepelného smršt’ováńı po výtisku a také ne-

vydává tak hrozný zápach jako ABS. ASA má stejně jako ABS vynikaj́ıćı tepelnou

odolnost oproti PLA. Deformaci výtisku lze pozorovat až u teplot překračuj́ıćı 95°C,

což je o 35°C v́ıce než je tomu u PLA. Dı́ky odolnosti v̊uči UV zářeńı se ASA do-

poručuje k výtisk̊um pro venkovńı použit́ı. Problémem u ASA, který sice lehce vy-

lepšuje ABS, ale přesto z̊ustává, je smršt’ováńı. Tisk je složitěǰśı, protože je potřeba

udržovat vyšš́ı teploty tiskové hlavy i podložky a při chlazeńı docháźı k lehkému

smršt’ováńı výtisku. Tento problém zp̊usobuje krouceńı výtisku, nebo dokonce jeho

odlepeńı od podložky. Smršt’ováńı lze eliminovat tiskem v boxu. ASA má dobrou

mechanickou odolnost i tuhost. Oproti PLA je sice těžš́ı na vytǐstěńı, ale má větš́ı

odolnost a také znatelně menš́ı hustotu. Tato menš́ı hustota byla žádoućı u tisku

kostky. Hustota ASA je 1.07 g/cm3. Dı́ky větš́ı tuhosti nebyla při tisku potřeba ani

taková výplň a výtisk oproti PLA byl znatelně lehč́ı.

4.1.3 HIPS - High Impact Polystyrene

Materiál HIPS, polystyren s přidaným kaučukem, je materiál pro tisk velkých ob-

jekt̊u. Využ́ıvá se i pro tisk podpěr, zat́ımco pro tisk je využito ABS, ASA nebo

PETG. Je to z d̊uvodu, že HIPS je rozpustitelný pomoćı limonenu, který ani jeden

z ostatńıch materiál̊u nenaruš́ı. ABS nebo ASA se rozpoušt́ı pomoćı acetonu, který

HIPS rozpust́ı také. HIPS má velice dobré mechanické vlastnosti a nedocháźı u něj

ke smršt’ováńı při tisku. Jeho mechanické a tiskové vlastnosti se daj́ı považovat za

něco mezi ABS a ASA. Jediný rozd́ıl je v již zmiňovaném smršt’ováńı a také váze.

Dı́ky rozpustnosti se dá výtisk z HISPu vyhlazovat i chemicky. Výtisk se může bud’

zbrousit, nebo vyhladit pomoćı acetonu, nebo velice opatrně v limonenu. Vyhlazeńı

acetonem je jednodušš́ı u HIPS, protože aceton ho pouze lehce naruš́ı a slij́ı se vrstvy,

zat́ımco u ASA nebo ABS by došlo již k narušeńı celého modelu. Rozpuštěńı HIPS v

33



acetonu docháźı až při dlouhodobém namáčeńı. Zpět již k zmiňované váze. Hustota

HIPS je 1.02 g/cm3. To zaručuje velice lehký výtisk, zat́ımco d́ıky zachovávaj́ıćım

vlastnostem ASA je výtisk mechanicky velice pevný a jeho tepelná odolnost je také

o něco lepš́ı jak u ASA. Deformace se daj́ı pozorovat až okolo 100°C, to je dokonce

o 5°C v́ıce než u ASA.

4.1.4 Srovnáńı materiál̊u

Pokud porovnáme kostky vytǐstěné ze všech 3 materiál̊u, na prvńı pohled je zde

hned vidět hlavńı rozd́ıl – hmotnost. Je to zapř́ıčiněno hlavně hustotou materiálu

a také t́ım, jak moc je materiál po vytǐstěný pevný a také jak moc velkou výplň

potřebuje pro tisk. Dı́ky vysoké hmotnosti a malé tepelné odolnosti byla kostka z

PLA vyloučena. Kostka byla př́ılǐs těžká a to zp̊usobilo větš́ı zat́ıžeńı motor̊u, jejich

ohřev a t́ım deformaci prostředńı části kostky, ke které jsou motory uchyceny. Rozd́ıl

mezi ASA a HIPS je už velice malý, ale stále lépe vycháźı HIPS, jelikož má lepš́ı

tepelné vlastnosti a je o pár gramů lehč́ı.

Obrázek 4.2: Hustota materiál̊u pro 3D tisk. Zdroj: [7]
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V grafu lze vidět, že menš́ı hustotu jak HIPS má už pouze materiál Polypropylen.

HIPS je tedy druhý nejlehč́ı materiál, který jsme schopni v 3D tiskárně použ́ıt.

Nevýhodou polypropylenu je velice obt́ıžný tisk. Polypropylen je náchylný na krou-

ceńı, tud́ıž je potřeba vyhř́ıvaný box, zat́ımco ASA stač́ı pouze tiskový box, který

nemuśı být vyhř́ıvaný. Polypropylen je také velice drahý a má nejnižš́ı tepelnou

odolnost z již zmiňovaných materiál̊u – pouhých 55°C.

Srovnávaćı kritéria pro tisk byly tepelná a mechanická odolnost a také hustota ma-

teriálu. Nejlepš́ı poměr z těchto tř́ı měl materiál HIPS, který byl jen lehce lepš́ı v

hustotě a tepelné odolnosti oproti ASA. PLA byl velice těžký a při zahř́ıváńı se krou-

til. Polypropylen nebyl k tisku ani použit z d̊uvodu vysoké pořizovaćı ceny. PETG

má sice dobré tepelné vlastnosti, ale stejnou hustotu jako PLA, takže k tisku také

nebyl využit.

Materiál HIPS vycháźı tabulkově jako nejlepš́ı materiál pro naše využit́ı, ale d́ıky

složitému tisku se nepodařilo vytisknout kostku v dostatečné kvalitě. Tisk z ASA

vyšel lépe. Jeho tepelné vlastnosti jsou velice podobné HIPS, a ačkoli má ASA vyšš́ı

hustotu materiálu, tak d́ıky lehč́ımu tisku mohla být zvolena menš́ı výplň a kostka

z ASA má pouhých 194g a kostka z HIPS má 222g. Pro porovnáńı kostka z PLA

má 394g, zhruba dvojnásobek ostatńıch materiál̊u. Materiál použitý pro výslednou

kostku byl tedy ASA. Jeho vlastnosti jsou dostačuj́ıćı, hmotnost nejnižš́ı a tisk z

těchto tř́ı pokus̊u vyšel nejkvalitněji.

4.2 Sestaveńı Cubli

Jak bylo již zmı́něno hardwarové komponenty byly využity stejné jako u 2D modelu.

Po vytǐstěńı 3D modelu kostky a těžš́ıch setrvačńık̊u stačilo tedy sestavit model.

Motory jsou pevně uchyceny ke středu celé kostry. Arduino je již také součást́ı celé

kostky, stejně jako i gyroskopický senzor MPU-6050. Jediný komponent, který neńı

součást́ı kostky z d̊uvodu rozměr̊u je Li-Pol baterie. Jediné vývody z kompletńı

kostky jsou tedy na připojeńı napájeńı motor̊u a také spojeńı Arduina s poč́ıtačem,

na kterém běž́ı Matlab, pomoćı kterého prob́ıhá ovládáńı motor̊u.
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4.2.1 Seznam komponent̊u

• Arduino DUE

• BLDC motor - A2212/6T

• ESC regulátor otáček 30A

• Li-Pol baterie - BH Power 1800 mAh 3S 25C (50C)

• 3D tǐstěné d́ıly

Obrázek 4.3: Sestavená balancuj́ıćı kostka - Cubli
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4.2.2 Testováńı Cubli

Pro otestováńı sestaveného modelu, zda funguje jak má, bylo zvoleno otestovat jeho

překlápěńı. Testováńı bylo provedeno pomoćı Simulinku, kdy byl signál z kostky

zpracován stejně jako u 2D modelu. Byl vypoč́ıtán úhel ze senzoru a následně zpra-

cován pomoćı komplementárńıho filtru. Ovládáńı motoru bylo testováno pomoćı

skokových změn otáček. Otáčky zde nejsou uvedeny, je zde uveden procentuálńı

výkon motoru. Pro otestováńı překlápěńı kostky byl uveden do chodu vždy pouze

jeden motor, aby se Cubli překlápěla vždy v ose, ve které to bylo žádoućı. Test všech

3 motor̊u byl také proveden a jejich souměrný chod je bezproblémový.

Ovládáńı prob́ıhalo pomoćı simulačńıho schéma v Simulinku. Zpracováńı signálu

bylo stejné jako u 2D modelu. Ovládáńı motoru bylo pomoćı bloku ručńıho slideru,

ve kterém jsou nastaveny hodnoty takové, aby výstupńı PWM modulace byla v roz-

sahu 0% až 100% výkonu motoru. Ovládáńı motoru je pomoćı 50Hz PWM signálu.

Š́ı̌rka pulzu pro 0% výkonu je 1ms a pro 100% jsou to 2ms.

Obrázek 4.4: Graf překlápeńı Cubli
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5 Matematický model Cubli

Obdobně jako matematický model inverzńıho kyvadla byl i matematický model

Cubli vytvářen jako simulačńı schéma v programu Simulink. Toto schéma také

vycháźı z pohybových rovnic. Existuje několik metod pro sestaveńı pohybových rov-

nic, jako je např́ıklad Newtonova metoda. Ta vycháźı z Newtonových pohybových

zákon̊u. Metoda využ́ıvá zákon setrvačnosti a zákon śıly. Z těchto dvou zákon̊u lze

źıskat pohybové rovnice. Nicméně pokud má námi popisovaný systém v́ıce stupň̊u

volnosti nebo se soustava skládá z v́ıce těles, sestaveńı těchto rovnic a jejich samotné

výpočty se stávaj́ı velice složité.

Jednou z doporučovaných metod pro sestaveńı pohybových rovnic pro soustavy těles

je Metoda obecné rovnice dynamiky. Metoda vycháźı z d’Alembertova principu,

který pracuje se setrvačnými účinky. Při této metodě se využ́ıvá princip virtuálńıch

praćı a výkon̊u. Pohybové rovnice lze źıskat jako rovnice dynamické rovnováhy mezi

vněǰśımi silami a silami setrvačnými. Tato metoda se v některé literatuře nazývá

kinetostatickou metodou. Tato metoda je vhodná pouze v př́ıpadě, že chceme určit

jeden dynamický nebo silový parametr soustavy. Obecná rovnice dynamiky lze za-

psat: ∑
i

(Qi +Qsi)δqi = 0 (5.1)

kde:

Qi zobecněný vněǰśı silový účinek

Qsi zobecněný setrvačný účinek

δqi virtuálńı posuv
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Nejvyuž́ıvaněǰśı metodou současnosti sestavováńı pohybových rovnic pro soustavy

těles je Lagrangeova rovnice druhého druhu 3.5. Tato metoda také poskytuje určeńı

v́ıce nezávislých parametr̊u, ale pouze tolik, kolik je stupň̊u volnosti v systému. Pro

výpočet pohybových rovnic pomoćı této metody je potřeba umět určit energie sou-

stavy. Daľśı výhodou je, že je založena na energetickém principu. Z toho d̊uvodu

neńı potřeba řešit směr otáčeńı tělesa.

Jelikož Newtonova metoda neńı vhodná pro výpočet soustavy těles a obecná rov-

nice dynamiky je vhodná pouze pro určeńı jednoho parametru soustavy byla zvolena

světově nejvyuž́ıvaněǰśı metoda k určeńı pohybových rovnic a to Lagrangeova me-

toda druhého druhu.

Tato metoda byla využita i pro výpočet pohybových rovnic inverzńıho kyvadla.

Rozd́ıl mezi výpočtem matematického modelu inverzńıho kyvadla a matematickým

modelem Cubli je v potenciálńı a kinetické energie. Kinetická energie se skládá s

kinetických energíı všech tř́ı stran 5.2 a do potenciálńı energie 5.3 vstupuj́ı také

všechny tři úhly. Posledńı rozd́ıl je v samotných momentech setrvačnosti. Každá

ze stran má sv̊uj vlastńı moment setrvačnosti. Všechny tři setrvačńıky jsou totožné,

takže maj́ı i stejný moment setrvačnosti, d́ıky tomu se ve výpočtech vyskytuje pouze

jeden moment setrvačnosti setrvačńık̊u.

Ek =
Ixα

′2 + Iyβ
′2 + Izγ

′2

2
+

Is(α
′ + α′

s)
2 + Is(β

′ + β′s)2 + Is(γ
′ + γ′

s)
2

2
(5.2)

Ep = mglcos(α)cos(β)cos(γ) (5.3)

kde:

Ix,Iy,Iz momenty setrvačnosti jednotlivých stran

α,β,γ úhly natočeńı v jednotlivých stranách

αs,βs,γs úhly setrvačńık̊u v jednotlivých stranách

m hmotnost celého modelu

l vzdálenost mezi spodńı hranou kostky a těžǐstěm kostky

g gravitačńı zrychleńı
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Z těchto dvou vyjádřených rovnic lze nyńı sestavit Lagrandian, který je roven:

L = Ek − Ep (5.4)

=
Ixα

′2 + Iyβ
′2 + Izγ

′2

2
+

Is(α
′ + α′

s)
2 + Is(β

′ + β′s)2 + Is(γ
′ + γ′

s)
2

2

−mglcos(α)cos(β)cos(γ)

Takto sestavený Lagrangian nám dává možnost vypoč́ıtat jednotlivé zobecněné hyb-

nosti. Ty vypoč́ıtáme jako derivaci podle času z parciálńıch derivaćı Lagrangianu

podle všech úhlových zrychleńı nacházej́ıćıch se v modelu:

d

dt
(
∂L

∂α′ ) = Ixα
′′ + Isα

′′ + Isα
′′
s (5.5)

d

dt
(
∂L

∂β′ ) = Iyβ
′′ + Isβ

′′ + Isβ
′′
s (5.6)

d

dt
(
∂L

∂γ′ ) = Izγ
′′ + Isγ

′′ + Isγ
′′
s (5.7)

d

dt
(
∂L

∂α′
s

) = Isα
′′ + Isα

′′
s (5.8)

d

dt
(
∂L

∂β′
s

) = Isβ
′′ + Isβ

′′
s (5.9)

d

dt
(
∂L

∂γ′
s

) = Isγ
′′ + Isγ

′′
s (5.10)

Daľśım krokem pro výpočet pohybových rovnic je vypoč́ıtáńı parciálńıch derivaćı

Lagrangiánu podle všech úhl̊u, které se v modelu nacháźı - tedy uhl̊u natočeńı všech

stran a také úhl̊u všech setrvačńık̊u.

∂L

∂α
= mglsin(α)cos(β)cos(γ) (5.11)

∂L

∂β
= mglcos(α)sin(β)cos(γ) (5.12)

∂L

∂γ
= mglcos(α)cos(β)sin(γ) (5.13)

∂L

∂αs

= 0 (5.14)
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∂L

∂βs

= 0 (5.15)

∂L

∂γs
= 0 (5.16)

Posledńım krokem před kompletaćı Lagrangeových rovnic druhého druhu je výpočet

disipativńıch sil p̊usob́ıćıch v modelu. Modely disipativńıch sil v našem př́ıpadě jsou

třećı śıla v motoru a třećı śıla mezi kostkou a podložkou. Tyto śıly jsou oproti

ostatńım p̊usob́ıćım silám téměř nulové, takže je zde můžeme reprezentovat po-

moćı koeficientu, který bude uvádět do zpětné vazby úhlovou rychlost. Třećı śıla

mezi kostkou a podloužkou bude vždy stejná, takže pro všechny tři úhly můžeme

uvažovat stejnou śılu. Stejně můžeme uvažovat i pro motory, jelikož použ́ıváme tři

totožné motory.

(
∂R

∂α
) = FTα

′ (5.17)

(
∂R

∂β
) = FTβ

′ (5.18)

(
∂R

∂γ
) = FTγ

′ (5.19)

(
∂R

∂αs)
= FMα′

s (5.20)

(
∂R

∂βs

) = FMβ′
s (5.21)

(
∂R

∂γs
) = FMγ′

s (5.22)

Nyńı je už vše vypoč́ıtáno a lze sestavit jednotlivé pohybové rovnice celého modelu

Cubli. Nevyskytuj́ı se zde žádné vněǰśı p̊usob́ıćı śıly na celou kostku, tud́ıž rovnice pro

samotné strany se budou rovnat nule. Na setrvačńıky p̊usob́ı jednotlivé motory, takže

vněǰśı śıla na pravé straně jejich Lagrangeovy rovnice bude rovna právě silovému

p̊usobeńı těchto motor̊u. V literatuře se tato śıla označuje T.
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0 = Ixα
′′ + Isα

′′ + Isα
′′
s −mglsin(α)cos(β)cos(γ) + FTα

′ (5.23)

0 = Iyβ
′′ + Isβ

′′ + Isβ
′′
s −mglcos(α)sin(β)cos(γ) + FTβ

′ (5.24)

0 = Izγ
′′ + Isγ

′′ + Isγ
′′
s −mglcos(α)cos(β)sin(γ) + FTγ

′ (5.25)

T1 = Isα
′′ + Isα

′′
s − 0 + FMα′

s (5.26)

T2 = Isβ
′′ + Isβ

′′
s − 0 + FMβ′

s (5.27)

T3 = Isγ
′′ + Isγ

′′
s − 0 + FMγ′

s (5.28)

Tyto rovnice lze jednoduchými matematickými operacemi upravit do stavu, ve

kterém lze pak už jednoduše sestavit simulačńı schéma. Pro jednodušš́ı daľśı práci s

rovnicemi je potřeba rovnice upravit do stavu, kdy vyjádř́ıme nejvyšš́ı derivaci všech

proměnných.

α′′
c =

FMα′
s − T1 +mglsin(α)cos(β)cos(γ)− FTα

′

Iz
(5.29)

β′′
c =

FMβ′
s − T2 +mglcos(α)sin(β)cos(γ)− FTβ

′

Iz
(5.30)

γ′′
c =

FMβ′
s − T3 +mglcos(α)cos(β)sin(γ)− FTγ

′

Iz
(5.31)

α′′
s =

T1Ix − FMα′
sIx − FMα′

sIs + TIs −mglsin(α)cos(β)cos(γ)Is + FTα
′Is

IxIs
(5.32)

β′′
s =

T2Iy − FMβ′
sIy − FMβ′

sIs + TIs −mglcos(α)sin(β)cos(γ)Is + FTβ
′Is

IyIs
(5.33)

γ′′
s =

T3Iz − FMγ′
sIz − FMγ′

sIs + TIs −mglcos(α)cos(β)sin(γ)Is + FTγ
′Is

IzIs
(5.34)

Z pohybových rovnic upravených do takovéhoto stavu lze už jednoduše sestavit

simulačńı schéma v Simulinku. Je zde použita metoda snižováńı řádu derivace.
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Obrázek 5.1: Simulačńı schéma Cubli

V simulačńım schématu lze vidět, že jednotlivé strany jsou zde blokově. Do jednot-

livých blok̊u vstupuj́ı úhly ostatńıch stran a śıla motoru připevněného v dané straně.

Jednotlivé úhly stran jsou ještě pro lepš́ı představivost přepoč́ıtány z radián̊u na

stupně. Bloky stran v sobě obsahuj́ı obdobné simulačńı schéma ke schématu mate-

matického modelu inverzńıho kyvadla. Integrátory stran maj́ı nastavenou saturaci,

která simuluje pád kostky na hranu, ve které samovolně dokáže setrvat.
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Obrázek 5.2: Simulačńı schéma bloku Cubli - strana v ose X

Zde v schématu můžeme vidět jistou podobu se simalčńım schématem inverzńıho

kyvadla. To je zp̊usobeno t́ım, že se celá kostka ve své podstatě chová jako inverzńı

kyvadlo a samotný návrh inverzńıho kyvadla vycházel z jedné strany balancuj́ıćı

kostky. Pokud by kostka byla uchycena pouze za sv̊uj vrchol a umı́stěna do prostoru,

jej́ı chováńı by bylo odbodné inverzńımu kyvadlu, které nemá omezeńı a může se

pohybovat mezi oběma rovnovážnými polohami. Pro úplnost modelu zde jsou na-

staveny limity. Celé schéma kostky je vypočteno tak, že jej́ı nulový bod vychýleńı je,

pokud kostka stoj́ı na svém vrchnolu. V simulaci kostka tedy může dosahovat úhlu

mezi ± 45°(± π/4)
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5.1 Validace modelu

Matematický model se již choval, jak se dalo předpokládat. Kostka z nulového úhlu

padala na jednu nebo na druhou stranu. Záleželo, do jaké strany byly zrovna posu-

nuty počátečńı podmı́nky.

Nicméně pro ověřeńı, zda se opravdu matematický model chová stejně, jako reálná

kostka bylo nutné provést validaci modelu. Tato validace je nutná z d̊uvodu následného

návrhu regulace. Kdyby se validace neprovedla, nemusel by simulačńı model od-

pov́ıdat tomu reálnému a nastaveńı regulátoru by odpov́ıdalo úplně jinému systému

a nebylo by funkčńı.

Na reálné kostce tedy byl nasimulován volný pád strany z okoĺı nulového úhlu. Bylo

provedeno dvoj́ı měřeńı, nejprve na jednu a následně na druhou stranu. Data z reálné

kostky byly porovnány se simulačńımi.

Obrázek 5.3: Porovnáńı simulačńıch a reálných dat pro pád na jednu stranu
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Obrázek 5.4: Porovnáńı simulačńıch a reálných dat pro pád na druhou stranu

V grafech lze vidět, že chováńı modelu a reálného systému je podobné, nikoli totožné.

Totožného chováńı pouhými výpočty pohybových rovnic nikdy nedosáhneme. V mo-

delu jsme veškeré disipativńı śıly p̊usob́ıćı na reálný model nahradili jednou konstan-

tou a to nám do modelu také uvád́ı lehkou nepřesnost. Nicméně chováńı modelu má

podobné chováńı. Křivka padáńı má stejný tvar, jen při reálném modelu d́ıky zpra-

cováváńı pomoćı komplementárńıho filtru neńı tak ostré jako v simulaci. Dı́ky filtru

to vypadá, že pád nebyl ostrý, ale docházelo k bržděńı. Toto je zp̊usobeno t́ım, že

úhel z akcelerometru se vypoč́ıtává přes goniometrické funkce, ale úhel z gyroskopu

se postupně integruje a integrace vytvář́ı neostré přechody. Tento proces však trvá

jen desetinu sekundy. Simulačńı model tedy můžeme prohlásit za validńı. Chováńı

je obdobné, takže při návrhu ř́ızeńı můžeme pracovat s matematickým modelem.
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6 Stabilizace

Jako prvńı pokus o stabilizaci bylo nastaveńı nejzákladněǰśıho regulátoru – PID.

Tento regulátor je jeden z nejpouž́ıvaněǰśıch v reálném světe. Občas se ještě využ́ıvá

jeho obdoba bez derivačńı složky, když neńı potřeba rychlé odezvy regulátoru na

regulovanou veličinu. Problém však nastal, že se jedná o nelineárńı systém. Nastaveńı

tohoto regulátoru prob́ıhalo pomoćı funkce, kterou nab́ıźı samotný Simulink. Blok

PID regulátoru nab́ıźı tlač́ıtko ”Tune”, ve kterém lze empirickou metodou nastavit

regulátor. Nastaveńı tohoto regulátoru však nebylo úspěšné z d̊uvodu nelinearity v

systému.

6.1 Linearizace modelu

Bylo tedy nutné systém nejprve linearizovat. Linearizace proběhla pomoćı scriptu v

Matlabu. Script Matlabu využ́ıvá matematického modelu. Do matematického mo-

delu se doplńı bloky vstupńıch a výstupńıch port̊u. Následně se pomoćı scriptu spust́ı

simulačńı schéma a Matlab začne vypoč́ıtávat linearizaci. Jako daľśı vstup do funkce

jsou počátečńı podmı́nky. Počátečńı podmı́nky byly nastaveny tak, aby linearizace

proběhla v okoĺı horńı rovnovážné polohy, tedy nulového úhlu. Námi zvolený script

vraćı popis linearizovaného modelu pomoćı matic. Takto vypadá stavový popis mo-

delu linearizovaného kolem horńı rovnovážné polohy:
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Matice A reprezentuje matici dynamiky systému a popisuje vnitřńı vazby systému.

A =



0 0 1 0

0 0 0 1

0 −122.5 −0.1253 0.6775

0 122.5 0.07528 −0.6775


Matice B popisuje vazby systému na vstup:

B =



0

0

1506

−752.8


Matice C popisuje vazby systému na výstup.

C =

 1 0 0 0

0 1 0 0


Matice D popisuje př́ıme vazby vstupu na výstup. Často tato matice bývá nulová.

B =

 0

0


Matice s těmito hodnotami vraćı funkce v matlabu pod názvem linmod. Vstupy

do této funkce je samotný simulačńı model v Simulinku, počátečńı podmı́nky in-

tegrátor̊u a vstupńı śıla motoru. Veškeré počátečńı podmı́nky jsou nulové a śıla

motoru pro klidový stav je také nulová.

Nutno je ještě rozlǐsit, co jednotlivé stavové proměnné v samotném stavovém popisu

znamenaj́ı:

x1 úhel setrvačńıku

x2 úhel natočeńı strany

x3 úhlová rychlost setrvačńıku

x4 úhlová rychlost strany
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6.2 LQR regulace

Když již byl celý linearizovaný model popsán pomoćı stavového popisu, byla zvolena

i stavová regulace.

Existuje v́ıce druh̊u nastaveńı stavového regulátoru. Pro tuto demonstraci byl zvolen

LQR design neboli lineárńı kvadratické regulace. Tato regulace spoč́ıvá v navržeńı

regulátoru v podobě pouhého vektoru ześıleńı. Oproti ostatńım regulátor̊um, které

se snaž́ı odstranit odchylku mezi skutečnou a žádanou hodnotou, vektor ześıleńı,

navržen pomoćı LQR designu, reguluje všechny stavy najednou. Výhodou tohoto

regulátoru je jeho stabilita a také provoz celého systému při minimálńıch nákladech.

Hlavńı nevýhodou je nutnost znát stavové veličiny.

Nastaveńı regulátoru proběhlo pomoćı funkce lqr v Matlabu. Tato funkce má 4

vstupńı parametry – matice. Matici A a B, ze stavového popisu, matici Q a parametr

R. Matićı Q a parametrem R definujeme požadavky na výslednou dynamiku. Ma-

tice Q je pouze diagonálńı matice a každý jej́ı řádek definuje, jak velkou váhu klade

regulátor na danou stavovou veličinu – jak moc chceme regulovat danou veličinu.

Volba hodnot matic zcela záviśı na navrhovateli daného regulátoru. Neexistuje uni-

verzálńı postup jak správně LQR regulátor nastavit. Vždy se ke správnému řešeńı

dostaneme tak, že postupně měńıme parametry na základě předchoźıho nastaveńı.

Existuj́ı však pravidla pro počátečńı odhad hodnot - např́ıklad Brynsovo pravidlo pro

laděńı LQR regulátoru. Toto pravidlo uvád́ı počátečńı odhad parametr̊u matic, ale

stále se k výslednému nastaveńı muśıme dostat postupným upravováńım parametr̊u.

QBrynson =
1

x2
max

(6.1)

RBrynson =
1

u2
max

(6.2)

kde:

xmax maximálńı akceptovatelné vychýleńı námi regulované veličny

umax maximálńı akčńı zásah
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Hodnoty matice Q a parametru R jsou následuj́ıćı. Matice Q je nastavena pouze na

druhém řádku, jelikož regulujeme výsledný úhel natočeńı strany a ten se ve stavovém

popisu nacháźı na druhé pozici stavových veličin. Na ostatńıch veličinách nezálež́ı,

takže jejich hodnota v matici Q je pouze 1.

Q =



1 0 0 0

0 16 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


R =

[
50

]
Aktuálně je regulátor nastaven na regulaci kolem horńı rovnovážné polohy. Pro

regulaci na žádanou hodnotu lze pouze rozš́ı̌rit matice stavového popisu a matici Q.

Při rozšǐrováńı stavového popisu lze určit, jakou stavovou veličinu chceme regulovat.

50



Obrázek 6.1: Simulačńı schéma regulace
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Obrázek 6.2: Simulace regulace

Obrázek 6.3: Akčńı zásahy regulace
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Počátečńı úhel je π/18 rad, zhruba 10°. Dále v simulaci prob́ıhalo každých 10 sekund

vychýleńı modelu o 0.2rad (11,5°), aby se ověřilo nastaveńı regulátoru. V grafu 6.2 lze

vidět, že hned po spuštěńı začal model padat na hranu, ale regulátor začal pracovat

a model zachytil, aby nespadl na hranu (saturaci). Lze vidět lehký překmit, ale ten

v našem př́ıpadě ničemu nevad́ı. Poté zde máme každých 10 sekund již zmiňované

vychýleńı modelu, se kterým si dokáže regulátor opět poměrně rychle poradit. Mo-

del se vychýĺı na zmiňovaných 11°, začne lehce padat, ale regulátor začne pracovat

a model opět ústaĺı na nulovém úhlu. V grafu lze i vidět, že regulátor dokáže model

zachytit i v poměrně velkém úhlu vychýleńı. Je to zp̊usobeno t́ım, že do hodnoty

π/2 (90°) se těžǐstě nacháźı stále nad osou otáčeńı.

V grafu 6.3 můžeme vidět jednotlivé akčńı zásahy regulace. Největš́ı vypoč́ıtaný

akčńı zásah regulátoru je 2Nm. Jelikož motor dokáže pracovat až s 8.35Nm reali-

zace těchto akčńıch zásah̊u neńı nereálná. Toto nastaveńı regulátoru můžeme tedy

považovat za úspěšné, protože akčńı zásahy nejsou nereálné a regulátor v simulaci

reguluje na námi požadovou hodnotu.
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7 Závěr

Prvńı část práce se zabývá obecným přehledem o nelineárńıch systémech, podrobněji

nelineárńım systém se dvěma rovnovážnými polohami – inverzńım kyvadlem. Je zde

popsáno, co znamená stabilita systému a problematika ř́ızeńı nestabilńıch systémů.

Dále je zde popsána stabilizace inverzńıho kyvadla pomoćı setrvačńıku, kde je popsán

princip, jak stabilizace funguje a k čemu se v dnešńı době využ́ıvá.

Praktickou část́ı je funkčńı prototyp balancuj́ıćı kostky. Při vyráběńı funkčńıho pro-

totypu byl vytvořen model inverzńıho kyvadla, využ́ıvaj́ıćı ke stabilizaci setrvačńık.

Tento model vycházel ze strany balancuj́ıćı kostky a byl k němu vytvořen i mate-

matický model, ze kterého vycháźı i simulačńı schéma. Dále tento model sloužil k

ověřeńı hardwarových komponent̊u, které byly použity i při následném rozš́ı̌reńı mo-

delu do 3D prostoru, tedy balancuj́ıćı kostky. Kostra balancuj́ıćı kostky je vytǐstěna

jako jeden kus na 3D tiskárně a doprostřed kostky jsou upevněny tři motory, na

jejichž hř́ıdeli jsou pěvně připojeny setrvačńıky.

Pro tento funkčńı model balancuj́ıćı kostky (Cubli) je vytvořen matematický model.

Jsou zde popsány některé metody źıskáváńı pohybových rovnic. V tomto př́ıpadě je

použita nejvyuž́ıvaněǰśı metoda současnosti pro źıskáváńı pohybových rovnic ze sou-

stav a to Lagrangeova metoda, která využ́ıvá Lagrangeovu rovnici druhého druhu.

V závěru práce je demonstrace stabilizace kostky pomoćı setrvačńıku, kde je popsána

metoda linearizace systému a následně je systém popsán pomoćı stavového popisu.

Konkrétně je popsána metoda lineárńı kvadratické regulace – LQR regulátor. Tato

metoda byla zvolena, protože stabilizuje celý systém při minimálńıch energetických

nákladech. V této metodě je popsáno nastaveńı samotného regulátoru, jak reálně

pob́ıhá jeho nastavováńı v reálných aplikaćıch a jak dosáhnout regulace na žádanou
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hodnotu. Regulátor v tomto př́ıpadě je nastaven na regulaci na nulový úhel, tedy

když kostka stoj́ı na své hraně. Nastaveńı tohoto regulátor je otestováno na si-

mulačńım schématu, kde je ověřena stabilizace a také kontrola akčńıch zásah̊u, aby

tyto zásahy nedosahovaly nereálných hodnot.

Výsledkem této práce je prototyp balancuj́ıćı kostky Cubli a k ńı funkčńı matema-

tický model pro návrh ř́ıd́ıćıch algoritmů. Jeden z možných ř́ıd́ıćıch algoritmů je v

práci popsán. Tento prototyp kostky může v budoucnu sloužit pro daľśı závěrečné

práci na fakultě Mechatroniky, informatiky a mezioborových studíı na Technické

univerzitě v Liberci. Jednou z možných budoućıch úprav je zabudováńı napájećı ba-

terie př́ımo do kostky. Ta v tomto prototypu je exterńı z d̊uvodu snahy zachováńı co

nejmenš́ıch rozměr̊u – 15 x 15cm. Budoućı práce na kostce může být ale předevš́ım

zaměřena na ř́ıd́ıćı algoritmy a tř́ıosou stabilizaci modelu.

V práci jsou splněny všechny body zadáńı.
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https://electronics.stackexchange.com/questions/142037/calculating-angles-

from-mpu6050

[3] HIPS. MATERIALRPO 3D [online]. [cit. 2022-05-15]. Dostupné z:
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nické v Brně.

[23] Lagrangeova rovnice druhého druhu. In: Wikipedia: the

free encyclopedia [online]. San Francisco (CA): Wiki-

media Foundation, 2021 [cit. 2022-05-15]. Dostupné z:
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mová práce. ZÁPADOČESKÁ UNIVERZITA V PLZNI.

59
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[cit. 2022-05-15]. Dostupné z: https://www.instructables.com/How-to-Measure-

Angle-With-MPU-6050GY-521/
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