Technicka univerzita v Liberci

FAKULTA PEDAGOGICKA

Katedra: numerické a aplikované matematiky

Kombinace obort: matematika - némecky jazyk

DUALNI GEOMETRICKE SOUSTAVY

Diplomova prace 97-PF-KNA-001

Autor: Marek Hejzlar Podpis:
O LR e
Adresa: Bystré 118 M ameke (€ pla—
Ee Gl

Vedouci prace: RNDr. Zdenék Kalousek, CSc.

Pocet stran | obrazkl |tabulek| p¥iloh

i
40 [Ferrn [T 2

V Liberci dne 30,05.1997



lTechniclea univerfzita vl be et
"PEDAGOGICKA FAKULTA

461 17 LIBEREC 1, Halkova 6 Telefon: 329 Telefax: 21301
Katedra: . numerické 2 aplikované matematiky ...............

7ADANI DIPLOMOVE PRACE

(zavérec¢ného projektu)

diplomant: dopek ol e Jiec AT ol ina s o IR
adresa: 917:0) L iByetpe- 148 - DL R Beaonaie v, LSO, BRGCE
obor: S BT .JA.-.HJ ...........................................

WAz G vl e e e e T s o

Vedouei priace:

Ao b DN e N B R e 6 T ol e SR T I ST S e i B

Pozn. Podminky pro zadani prdce jsou k nahlédnuti na katedréach.
Katedry rovnéz specifikuji zadani: vychodiska, cile, predpoklady,
metody zpracovani, zakladni literaturu (zpravidla na rub tohoto
formulare). Zasady pro zpracovani DP jsou k dispozici ve dvou
verzich (struc¢né, resp. metodické pokyny) v UK TUL, na katedrach
a na Dékanaté Pedagogické fakulty.

o listopadu 1996
V iibecotae 0 forRaagR s 1l e

(f:
i e Cﬁu_’é"""#—w ................. S .ﬂ‘z
vedouci katedry déKan '

Prevzal (diplomant):
Datum: ¢ 4, 499 Podpiss A /

- : ¥ A ; 9
: e vl (‘%ﬁ\_\"/’/ .
TECHNICKA UNIVERZITA Y LIBERCI I

Univerzitni knihovna 1 rv1
Voronézska 1329, Liberaec 1

AR ina a=



Prohlaseni o puvodnosti prace:

Prohlasuji, Ye¢ jsem diplomovou prédci vypracoval
samostatné& a Ze jsem uvedl veSkerou pouZitou literaturu.

Liberec, 1997.-05.-30.

Marek Hejzlar

Mgl Yorparn__

Podékovani:

Dékuji vedoucimu prace RNDr. Z. Kalouskovi, CSc. za
odborné vedeni a podnétné rady.

Prohlaseni k vyuzivani vysledku DP:

Jsem si védom téchto skutelnosti:
a) diplomova prace je majetkem Skoly,
b) s diplomovou praci nelze bez svoleni Skoly disponovat,
c) diplomovad prace miuzZe byt zapujena ‘¢i objednana (kopie)

za ucCelem vyuZiti jejiho obsahu.

Beru na védomi, Ze po péti letech si wmohu diplomovou
prdci vyzddat v Univerzitni knihovné€ TU v Liberci, kde bude
uloZena.

Marek Hejzlar

Bystré 118
L7 L8



DUALNI GEOMETRICKE SOUSTAVY

Resumé

Prdce sleduje cil, p¥ibliZit pojem "dualita" Z&kum st¥edni
Skoly. VE&tsi Gast prace je vénovana zavedeni a objasnéni
pojmu dualita, které vychdzeji z teorie grafd. Zmapovéan je i
vyskyt duality v rdznych odvétvich matematiky. Nasleduji
konkrétni dlohy ze st¥edoSkolské geometrie, v nichZ je
duality pouZito k jejich ¥eSeni. Uvedeno je té% doporuceni k
zafazeni této udebni 1latky do vyuky. P¥ilohu tvori dvé

Glohy =z teorie grafii s podrobn& popsanym ¥eSenim.

DUALE GEOMETRISCHE SYSTEME

Zusammenfassung

Die Arbeit verfolgt den Ziel, den Begriff "Die Dualitat" den
Schilern der Mittelschule ndherzubringen. Der grofere Teil
dieser Arbeit ist der Einfihrung und der Erléuterung des
Begriffes Dualitat gewidmet, die aus der Graphentheorie
ausgehen. Kartiert ist auch das Vorkommen der Dualitat in
verschiedenen Teildisziplinen der Mathematik. Es folgen
konkrete Aufgaben der Mittelschulgeometrie, zu deren Ldsung
die Dualitdt benutzt wird. Eingefihrt ist auch die
Empfehlung der Einordnung dieses Lehrstoffes in den
Unterricht. Die Beilage bilden zwel Aufgaben der

Graphentheorie, deren Ldésung detailiert beschrieben ist.

DUAL GEOMETRICAL SYSTEMS

Summary

The aim of the diploma thesis is drawing near a term duality
for secondary school students. The major part of work deals
with introduction and clarifying of the term duality which
come from graph theory. It also covers occurrence of duality
at various branches of mathematics. Specific exercises in
secondary school geometry follow and duality is wused for
solving. There is also mentioned a recommendation how to
include this theme into classes. The supplement consists of

two exercises on graph theory with a detailed solution.
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Seznam oznac¢eni

I. Teorie grafu

G graf

u uzel

h hrana

K, uplny graf o n uzlech

R Yez grafu

w (G) uzlovy stupenl souvislosti grafu G
R(G) rovinna reprezentace grafu G
3 oblast rovinné reprezentace
e dualni graf ke grafu G

G (M) graf mnohosténu M

IT. Euklidovska geometrie

Obecnd oznadceni:

s el e body v rovineé

Shil ot S Tol S primky v roviné

AB primka prochazejici dvéma ruznymi body A, B

| AB| vzdalenost bodu A od bodu B

Oznaceni v trojuhelniku:

ABC troejuhelnik s vreholy 4,08, €

a i bie délky stran v trojdhelniku, a = |BC|,
Ba—[ienit: e = 28|

S st¥ed kruznice vepsané

S5, 55 st¥edy kruZnic pripsanych

i tézisteé

(AR st¥edy stran BC, CA, AB

v ortocentrum (tj. prusecik vysSek)

Vop Moralid paty vysek 'z vrcholu - B G

VIR Sy délky vysek, v, = [Aval, v, = ]BVb|,

Vi = ]cvcl



== Dudlni geometrické soustavy ==

1. Thvod

Matematika hraje dlleZitou roli v Zivoté& <&lovéka.
Spektrum jejiho vyskytu je Siroké. Setkdvame se s ni ve
vSednich drobnych situacich, jako je nap¥. ndkup, &i ve
sloZitych situacich, v nich? se ocitame a na jejichZ resSeni
mame zajem. A prdvé vyulovidni matematice se muZe stat dobrou
skolou k ¥eSeni takovychto problému.

P¥fes to vSechno si nestoji matematika v Zeb¥icku
oblibenosti p¥edmé&td zrovna nejlépe. Z vyzkumu téZ vyplyva,
Ze aZz 71% 2Zakh zdkladnich 8kol ma& z matematiky strach.
Nemyslim, Ze by  meivoicbylofimee t&%ké, chapani zaku
nedostupné. Pric¢ina leZi jist& jinde. Neni t¥eba ménit obsah
matemetiky, ale spiSe metody pridce uclitele a Zdka ve tride.
Jak casto prevazZuje verbalni predavani poznatkd nad badanim
¢i problémovym vyucovanim, ve Kkterych se zak aktivné podili
na ziskani poznatku.

Obsah préce je vénovadn geometrickému tématu. Misto
geometrie ve vyucovani matematice Jje nezastupitelné a
geometrie jako ukdzka spojeni matematiky s realitou neztréaci
na vyznamu.

Prdce je rozdélena do dvou celkta. Prvni, teoreticky,
celek tvo¥i kapitoly 2 a 3, druhy, prakticky, celek tvoFi
kapitoly 4 a 5.

Ve druhé kapitole je p¥ibliZeno zavedeni duality
v teorii grafi. K tomu se neobejdeme bez znalosti zdkladnich
pojmi. Proto jsou v této kapitole nékteré zdkladni, pro tuto
praci potfebné pojmy teorie grafl, pfipomenuty. Treti
kapitolu tvori p¥iklady vyskytu duality =z jinych odvétvi
matematiky.

V. ..praktické casti  prdéce, kapitola &twrta, je vyuiite
duality k ¥eSeni vybranych Gloh pro st¥edni $kolu a k dikazu
néktexrych geometrickych poucek. Kapitolu patou tvori
doporuceni k zarazeni obsahu této prace do vyuky geometrie

na st¥edni skole.
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2. Zavedeni duality na grafech

2.1 Nastin historie teorie grafu

Teorie grafd je ¢&ast moderni matematiky, kterada byva
za¥Yazovana do kombinatorické analyzy, nebo do topologie. Za
nejstarSi grafovy problém je oznafovana znamd Gloha o sedmi
mostech mésta Krédlovce (viz p¥iloha), kterou se zabyval Vv
18. stoeleti L.Euler.

Za dobu skute&ného vzniku teorie grafdi se ale povazuje
obdobi kolem roku 1936, kdy madarsky matematik Dénes Kdénig
(1884 - 1944) wvydal prvni knihu o grafech. 0d té doby
doznala tato teorie znacného vyvoje a stale vice se
uplatiiuje i v jinych wvédnich oborech, napr. fyzice, chemii,
biologii, kybernetice a dalSich.

Velky zdjem si ziskala v souvislosti s problémem Cty¥
barev (viz p¥iloha). Tento problém, jehoZ historie zacina
koncem 19. stoleti, pat¥i mezi ty otazky, které se daji
snadno formulovat, ale FfeS3eni je nesmirné téZké. Problém
&ty¥ barev byl roz¥eS8en az Vv zroce 1976, kdy K.Appel a
W.Haken z univerzity v Illinais (USA) dovr$ili svou snahu
uspéchem.

Nebudeme jiZ vice tuto védu pribliZovat, to jiz udélali
Janis [Zell [Sed] . P¥ipomeneme jen nékolik pojmid a zavedeme

dualitu na grafech.

2.2 Zakladni pojmy teorie grafu

Pod pojmem graf se nam kazdému vybavi graf funkce v
souradnicovém systému os x,y. S témito grafy mad v3ak teorie
grafu spolecny Jjen ndzev, odvozeny Zz Yeckého slova
Ngrafein®, €ogZ znamena v ceskting Npsatil

Co je tedy grafem z hlediska teorie grafa?
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Def.2.2.1 Necht je dédna libovolnad neprdzdnd mnoZina U.
Ozna&me pismenem K mnoZinu vSech dvouprvkovych ¢asti mnoZiny
U a zvolme libovolnou &ast H mnoZiny K. Potom usporadanou
dvojici [U,H] nazyvame neorientovanym grafem. Prvky mnoZiny
U se nazyvaji uzly grafu, prvky mnoZiny H se nazyvajil
hranami grafu.

Je~li: u 28, va B, b2 8, b=y vl rikdmcj e hrauasl
spojuje wuzly u,v a Ze uzly u,v jsou jeji koncové uzly.
Rikdme, Ze hrana h je incidentni s uzlem u a v , rovné&Z uzly

u i v jsou incidentni s hranou h.

Kazdy se s takovymto grafem jiZ setkal, moZna si to ani
neuvédomuje. Bylo to nap¥. pri hte "Clov&Ze nezlob se", pfi
pohledu na sit trati vlakd &i° metra, mnebo pri snaze
nakreslit obrazek jednim tahem.

Ve vySe uvedenych prikladech se vZidy jednalo o souvisly

graf. Viz téZ obr.la. Na obr.lb je zobrazen graf nesocuvisly.

Def.2.2.2 VGrar v e nemz libovolné dva uzly spolu

souvisi, se nazyva souvisly.

Glte diel ©ichiadL/o)

Dalsi pojem, ktery pripomeneme, bude Gplny graf. Snadno
pochopime o co se jednad, vzpomeneme-li si na turnaje hrané

zplisobem "kaZzdy s kazdym".

Def.2.2.3 Necht G je graf, v némZ kazdd dvojice riznych

uzl® je spojena hranou. Pak se graf G nazyva uplny graf.
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Uplny graf o n uzlech zna&ime symbolem K, (obr .2} -

AN

Ky K, K3 K, Kg

obr 2

Kolik zédpasi bude odehrano v turnaji s n G&astniky,
hraji-1li kaZdy s kazdym? Jinak: Kolik hran obsahuje K_?

Kazdy uzel grafu K, ma stupenl n-1 (je spojen hranami se
vSemi uzly grafu kromé& sama sebe), soulet stupnt vsSech uzla
je tedy n(n-1), coZ je dvojnasobek poctu hran. Pocet hran
gratu K. Sge tedy (12 n(n-1]%

Pozn. : Stupném uzlu rozumime pocet hran s nim
incidentnich.

Nyni p¥ribliZime pojmy Ffez grafu a nasledné stupen
souvislosti grafu. Ani zde nevzniknou problémy s pochopenim,
nebot se miZeme i zde oprit o vlastni zkuSenosti s rezanim.
Vime, Ze Yezanim délime materidl na ¢asti. I v p¥ipadé grafu
je vysledek stejny, ze souvislého grafu dostaneme graf
nesouvisly. Rez zde provadime odstrafiovanim prvkd z mnoZiny

uzlda grafu.

Def.2.2.4" BudiZz 8- gouvisly ‘grafb; budiz 'R arlachhy
podmnoZina jeho mnoZiny uzld. BudiZz G~ graf ktery ziskame
z G odstranénim mnoziny R. Je-li G~ nesouvisly graf, pak

mno%ina R se nazyva rez grafu G.

pef.2,2.5 -Budiz® Go.gfaf ;i v Kktery | neni Oploym i grafem.
NejmenSi pocet uzlld Yezu grafu G se nazyva uzlovy stuper

souvislosti grafu G a znaci se w (G).




=5- Dualni geometrické soustavy =5z

Na obr.3 vidime &ty¥i rGzné "grafy". Prozkoumdme-li je
ale bliZe, =zjistime, ¥e ve vZech najdeme hrany incidentni s
A RN oA G [ e e RO Ty O DR (e B0V BRI e e B R 7 e ol
(5. 7)5 (6,7, (6,8),° (7,8).. dedni, ce tedy o E¢Z graf,

pokazdé jinak reprezentovan. Proto tyto kresby nazyvame

reprezentacemi grafu.

Def.2.2.6 Necht G je graf. Rovinnou reprezentaci grafu
G nazyvame mnoZinu bodd R(G) v roviné slozZenou Jjednak
z takzvanych uzlovych bodd vzdjemné jednoznacné prirazenych
uzlum grafu G, Jjednak 2z obloukl spojujicich ty dvojice
uzlovych bodd, které odpovidaji dvojicim uzlhG spojenych
hranou grafu G, p¥idemZ 2adné dva z t&chto obloukl nemaji

spoleény bod, ktery by byl vnit¥nim bodem nékterého z nich.

2 4 _? 3
T 1 2 4 6 ¢
P R 5 7
| (SRS °
R 4 % E
Y ¥
g ¢
Wt s ?
o G
’.r
2 6
2 )
L1
1 > &
A &)
obr.3

Na obr.3 se Jjednd pouze Vv prvnich dvou p¥ipadech o
rovinné reprezentace grafu.

Na zdkladé vySe definovaného pojmu miZeme rozhodnout,

kdy je graf rovinny.
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Def.2.2.7 Graf, k né&muZ existuje rovinna reprezentace
R(G), se nazyva rovinny graf.

P¥iznejme, Ze ot&zka, zda je graf rovinny, neni zas az
tak Jjednoduchd. 2z definice vime,Ze existuje-li rovinnd
reprezentace grafu, pak je graf rovinny. Jak ale zjistime,
Ze alespori jedna rovinnd reprezentace grafu existuje?
Odpovéd nam da nap¥. v&ta Kuratowského [Zel~77:4913'16].
Nebudeme ji wuvadét. Nepot¥ebujeme ji pro nasi dalsi préaci.
Budeme pracovat pouze s rovinnymi grafy.

Rekli jsme, ¥e rovinny graf se d4 zndzornit v roviné
tak, Ze uzly jsou body, hrany jsou oblouky a Zadné dvé ruzné
hrany nemaji spoledny vnit¥ni bod. Jednu zajimavou vétu
dokazal K.Wagner. Rik&d, Ze ka?dy rovinny graf lze zakreslit
v roviné tak, Ze vS8echny jeho hrany jsou lGsecky.

Tato véta posouva teorii grafl do blizkosti
euklidovské geometrie.

S pojmem rovinné reprezentace Gzce souvisi nasledujici

pojem - oblast rovinné reprezentace.

Def.2.2.8 Necht G je rovinny graf, R(G) jeho rovinna
reprezentace. Necht f je mnoZina bodd v roviné takova, ze
libovolné dva body mnoZiny lze spojit spojitou krivkou
leZici v roviné&, nemajici spolecny bod s reprezentaci R(G)
a %3dna mnoZina v roviné, kterd obsahuje f jako vlastni
podmnoZinu, tuto vlastnost nemd. Pak f nazyvame oblast

rovinné reprezentace R(G) grafu G.

Def.2.2.9 BudiZ G rovinny graf, budiZ R(G) jeho rovinna
reprezentace. Necht f je oblast reprezentace R(G).
PodmnoZina reprezentace R(G) sloZena z obloukt
odpovidajicich hranam incidentnich s oblasti f a z uzlovych
bodt odpovidajicich uzlim grafu G incidentnich s oblasti

f se nazyvad hranici oblasti f.

Op&t nebude tézké pojmy oblast rovinné reprezentace a

hranice oblasti Z&kum nézorné priblizit. P¥ibliZime je
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pomoci intuitivniho chdpani t&chto pojmi.

Kazdy si snad pod pojmem oblast p¥edstavi napf.
chranénou p¥irodni rezervaci, primyslovou zénu m&sta nebo
stat Ci konkrétni dzemi na map&. Ve v8ech pripadech se jedna
o ¢ast neéjakého wvyS38iho celku a tato &&st je pFresné
vymezena, ohranidéena.

V p¥ipadé rovinné reprezentace tomu neni jinak. Hrany
(ne vSechny) tvo¥i tyto hranice. Predstavme si, Ze mame
rovinnou reprezentaci grafu nakreslenou na listu papiru a Ze
tento ks rozst¥ihame podél vSech obloukt této
reprezentace. Kusy papiru, které po rozst¥ihdni vzniknou,

p¥edstavuji oblasti rovinné reprezentace.

Rovinna reprezentace znazornénad na obr.4 e ) B e
oblasti. Jednu tvo¥i wvnit¥ek &tverce 2354, druhou vnitrek
Ctverce 4576 a treti vnéjsSek. Také vidime, Ze hrany
incidentni s uzly (1,2), (7,8) nejsou hranici Zadne€ oblasti.

2 B (2
o =
g
1
3 3 F
obr.4

podivejme se JjeSté na obr.5, kde mame dvé rovinné
reprezentace téhoz grafu. Po dikladném prozkoumdni zjistime,
e se v jedné véci 1isi. Polet oblasti reprezentaci je
stejny, ale napf. hrany h,,h,, incidentni v prvnim pr¥ipadé
s vnéjsi oblasti, jsou v pripadé druhém incidentni s rdznymi
oblastmi. Rikame, Ze takovéto rovinné reprezentace nejsou

ekvivalentni.

pef.3.2.,10 “Budif G wrovinny graf; . budteZ Ry (G), R, (G)

dvé rovinné reprezentace grafu G. Reprezentace Ry (G)
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a Ry(G) se nazyvaji ekvivalentni, jestliZe pro kazdé dvé
hrany h,,h, grafu G plati, #%e v reprezentaci R, (G) existuje

oblast incidentni s hy i s h, pravé tehdy, jestliZe takovato
oblast existuje v R, (G) .

Netatai 2]
nebo G

Necht G je rovinny graf a necht wo(G) = 3,
je Gplny graf o &ty¥ech uzlech. Pak v3echny rovinné
reprezentace grafu G jsou spolu ekvivalentni.

Dikaz uvadét nebudeme. Proveden je v [Ze;—77:6112‘28].

2 b hy 6 2

=S 0

gbr.5

2.3 Duilni grafy

Jist& jsme nevyCerpali zasobu vsech zakladnich pojmu.
Zaci by m&li byt sezndmeni i s pojmy strom, sled, tah, cesta
a kruZnice. Zpest¥enim jisté& bude eulerovsky tah, kde Zaci
sami mohou objevovat, jaké grafy Je moZno nakreslit jednim
tahem.

Objasnili Jjsme pojmy, které potrebujeme k definovani

duality na grafech.

Def.2.3.1 Necht G je rovinny graf takovy, Ze w (G)23,
nebo G je Gplny graf o &ty¥ech uzlech. Necht F(G) je mnoZina
oblasti grafu G. Sestrojime graf c* tak, Ze kaZdé oblasti
z F(G) priradime uzel grafu G* a dva uzly grafu G’ .
hranou pravé tehdy, existuje-li v G hrana, ktera je
incidentni s obéma oblastmi odpovidajicimi témto uzllim. Pak

graf G* nazyvame dudlnim grafem ke grafu G.
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Nasledujici véta je velmi dleZitd. Dozvidame se v ni,

o =z - * - - Ll - '
ze dualni graf G zachovava urlité vlastnosti grafu G.

Véta 2.3.1 Necht G je rovinny graf takovy, Ze w (G)23
nebo G je uGplny graf o &tyrech uzlech. BudiZ G¢* duilni graf
ke grafu 6. Pak G" je rovinny.

Dikaz: Viz [Zel-77:641712),

V této kapitole jsme se seznamili se zavedenim duality
na grafech. Pojem dualita je ale bé&zZné pouzivadn 1i v jinych
disciplinach matematiky. Vzdy se ale jedna o tyz princip,
"o zaménu néceho za néco" a zachovani vlastnosti "starého" v
"novém". V p¥ipadé grafd to bylo nahrazeni oblasti rovinné
reprezentace uzly. Uzly byly pospojovany hranami, pokud mély

puvodni oblasti spolec¢nou hranici.

2.4 Konvexni mnohostény

Studujme nyni mnohostény (polyedry), nebot s rovinnymi
grafy dzce souvisi. Zamé¥ime se p¥edevSim na mnohostény

konvexni. Pro dplnost uvedme definici konvexni mnoZiny.

Def.2.4.1 Konvexni mnoZina v euklidovském prostoru je
mnoZzina, kterd s kazZzdymi dvéma body A,B obsahuje i celou

Usecku AB.

Konvexni mnozinou je napriklad p¥imka, trojdhelnik,
koule.

Konvexni mnohostén 1lze popsat nasledovné: Jedna se
o prunik urditych poloprostora. Hranice mnohosténu je
sjednoceni koneéné mnoha konvexnich mnohoidhelnikd, 2z nichZ
¥4dné dva neleZzi v téZe roviné; tyto mnoholhelniky se
nazyvaji stény mnohosténu. Strany téchto mnohodhelnikld jsou
hrany  mnohosténu. Vrcholy mnohothelnikG jsou vrcholy
mnohosténu. Sté&ny, které maji spoleCnou hranu, nebo jeji

ast, nazyvame sousedni. Hrany, které maji spolecny vrchol,
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nazyvame sousedni. Vrcholy leZici na téZe hrané jsou
sousedni. Pod pojmem povrch mnohosténu rozumime soucCet
obsahl vSech jeho sté&n.

Vidime, Ze hrany a vrcholy mnohosténu maji podobné
vlastnosti jako hrany a uzly grafu. KaZdad hrana mnohosténu
spojuje dva vrcholy, kazdé dva vrcholy mnohosténu jsou
spojeny nejvysSe jednou hranou, Z&dnd hrana mnohosténu
nespojuje vrchol se sebou samym. Zavedme proto pojem grafu

mnohosténu.

Def.2.4.2 Necht M je mnohostén. Grafem mnohosténu M
nazyvame graf G(M), jehoZ mnoZinou uzld je mnoZina vrcholu
mnohosténu M a jehoZ mnozinou hran je mwnoZina hran
mnohosténu M, p¥i€emz hrana h grafu G(M) spojuje uzly u, Vv

pravé tehdy, spojuje-1li odpovidajici vrcholy mnohosténu M.

Graf mnohosténu je definovan pro vsSechny mnohostény,
nikoli pouze pro konvexni. Pro konvexni mnohosté&ny dokazali

E.Steinitz a H.Rademacher velmi diuleZitou vétu.

Véta 2.4.1 Graf G je grafem konvexniho mnohosténu prave

tehdy, je-1i rovinny a w (G) = 3.

Na tento problém se muZeme podivat i z druhé strany.
Jak muZeme CoO nejjednoduseji sestrojit rovinny graf

odpovidajici danému konvexnimu mnohosténu?
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Pozadovany graf ziskdme né&kdy pravoihlym promitanim

hran a vrchold mnohostdnu do roviny podstavy (obr.6).
s timto Fedenim se ale nespokojime, nebot nelze pouzit vzdy.
pravodhlym promitanim ziskame nap¥. graf &ty¥bokého jehlanu,
ne v3ak nap¥. graf krychle. Hledame tedy univerzalnéjsi
roz¥ed3eni problému.

zvolime-1i bod S vn& mnohost&nu tak, aby pata kolmice 2z
bodu S na rovinu podstavy byla bodem vnit¥ku podstavy,
miZeme prifadit kazdému vrcholu Vi mnohost&nu prusecik Vi’
primky V;S s rovinou podstavy (obr.7) tak, Ze obrazy vSech
vrchol® krychle mimo vrcholy dolni podstavy jsou body
vnit¥ku dolni podstavy. Hrané ViVy pak p¥iradime tsecku
Vi’Vj', kterd je hranou grafu topologicky ekvivalentni s
grafem vrcholtt a hran mnohosténu. V roving& dolni podstavy
mnohosté&nu dostavame graf, ktery se nazyva Slegeluv diagram
mnohosténu. Jedna se vliastneé o obraz hran - vrcholl
mnohosténu ziskany st¥edovym promitanim do jedné ze stén

mnohosténu.

/
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Touto kapitolkou jsme si p¥ipravili cestu Ppro e

abychom se mohli zabyvat pravidelnymi konvexnimi mnohostény,

neboli platénsk?mi télesy.
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2.5 Platonska télesa

Def.2.5.1 Pravidelny mnohostén je takovy mnohostén,
jehoZ vSechny sté&ny jsou shodné pravidelné n-thelniky a v

kazdém jeho vrcholu se stykd stejny podet m hran.

Pro¢ se pravidelné konvexni mnohostény téZ nékdy
nazyvajl platénskad t&lesa, neni t&Zké uhodnout.

Ano, Jjiz starofedti matematici polatkem 4. stoleti
pr.n.l. védéli, Ze existuji vyS3e popsand télesa, a Ze jich
je pravé p&t (Dikaz viz nap¥.[Thr-94:3413-36,]).

Recky filozof Platén (427-347 p#.n.l.) jich dokonce
pouzival k objasniovani svého uceni o podstaté hmotného svéta
tim, Ze krychli, osmistén, <&ty¥stén a dvacetistén povaZoval
za predstavitele ¢ty¥ zékladnich Zivlda, jimiZ byly podle
jeho wudeni zemé&, vzduch, ohel a voda a dvandctisté&n za
p¥edstavitele jsoucna, neboli vS8eho, co existuje.

Podle hvézda¥e Keplera se tehdy &Sest znamych planet
pohybovalo okolo Slunce po kulovych plochdch vepsanych a
opsanych jednotlivym pravidelnym mnohosténum. Nap¥iklad Zemé&
po kulové plose prochazejici st¥edy stén pravidelného
dvanactisténu (vepsana kulova plocha) a Mars po kulové ploSe
prochazejici vrcholy pravidelného dvandctisténu (opsana
kulova plocha) .

Jak souviseji platénska télesa s touto praci?

V tab.l mame p¥ehled vSech péti platdnskych téles i
s uvedenymi dilezitymi ¢iselnymi charakteristikami. Témi je

mySlen nap¥. polet stén, pofet vrchold aj.

D¥ive neZ zodpovime vySe poloZenou otazku, podivejme se
jak jednotliva platénskd télesa vypadaji. PribliZime si i

jejich grafy, pro fiplnost i jejich sité (obr.8,9,10,1%1,12).
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Dualni geometrické soustavy

nézev m n S 2 7 h
ctyrstén (tetraedr) 3 3 4 4 6
krychle (hexaedr) 3 4 6 8 12
osmistén (oktaedr) 4 3 8 6 12
dvanactistén (dodekaedr) 3 5 L2 20 30
dvacetistén (ikosaedr) 5 3 20 12 30
m - pocCet hran jednoho vrcholu
n - pocet hran jedné stény
s - pocet stén
v - pocet vrcholu
h - pocet hran
tab.id
Ctyfstén
SleRa s
Krychle
—0

oS
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Dvacetistén

apbr. 12

Podivame-1li se na grafy platénskych t&les, zjistime, Ze
v kazdém =z té&chto grafd jsou vzdy vSechny uzly stejného

stupné.

Def.2.5.2 Graf G, v némZ v8echny uzly maji tentyZ

stupen r, se nazyva pravidelny graf stupné r.

Asi nas to moc nep¥ekvapi, nebot je-1li pravidelny
mnohostén, musi byt pravidelny i jeho graf.

Sestrojime-1i dudlni grafy ke grafim pravidelnych
mnohosté&nt, dochdzime k zajimavému zavéru:

Dudlnim grafem ke grafu pravidelného &tyrsténu je opét
graf pravidelného ¢tyrsténu. Dudlnim grafem ke grafu krychle
je graf pravidelného osmisténu, dudlnim grafem ke grafu
pravidelného osmisténu je graf krychle. Dudlnim grafem ke
grafu pravidelného dvanactisténu je graf pravidelného
dvacetisténu a dudlnim grafem ke grafu pravidelného

dvacetisténu je graf pravidelného dvanactisténu.
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Tato dualita se tedy netykd pouze grafl, ale v jistém
smyslu i mnohost&nd samotnych. Vezmeme-li st¥edy stran
pravidelného mnohosténu, jsou to vrcholy k nému dudlniho
mnohosténu. Pravidelny &ty¥st&n je dudlni sém se sebou,
krychle je duialni s pravidelnym osmisténem (obr.13) a
pravidelny dvandctisté&n s pravidelnym. dvacetist&nem.

Dualitu mezi mnohostény 1lze odhalit, v&imneme-1li si

symetrii, které se vyskytuji v tab.1l

Nap¥f. : m n s \% h
krychle 3 4 6 8 12
osmistén 4 3 8 6 12

e 153
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3 Nyskytdual ity ecEabn tai
disciplinach matematiky

3.1 Dualni vektorové prostory

V této kapitole nam neplijde o ziskavani novych znalosti
z oblasti vektorovych prostoru. Pajde nam o pouhé
predstaveni duality v tomto odvétvi matematiky. Budeme
pfitom navazovat na zdkladni znalosti. P¥esto budou pro

prehlednost dileZité definice a vztahy pY¥ipomenuty.

Def.3.1.1 Necht X je né&jaka mnoZina prvkd, které budeme
nékdy nazyvat body a znadit malymi kurzivnimi pismeny
X,¥,... . Predpokladejme, Ze kaZdé dvojici prvkid x,y miZeme
priradit (pomoci operace zvané s&itdni) dal3i prvek =z X,
ktery oznaime x + y. P¥edpokladejme dale, 3Ze kaZdému
realnému ¢islu A a kaZdému prvku x miZeme p¥i¥adit (pomoci
operace zvané nasobeni) dalsi prvek =z X, ktery oznalime Ax.
Mnozina X spolu s timto scitanim a nasobenim se nazyva
linearni prostor, jsou-1li splnény nasledujici axiomy:

g e S R R L R
2 0 e il t Zh s (me by s g
3. v X existuje pravé jeden prvek, znafeny 0 a nazyvany

nulovy prvek, takovy, ze x + 0 = x pro kazdé x z X;

4. pro kazdé x z X existuje pravé jeden prvek, znadeny -x,
takovy, Ze x + (-x) = 0;

ekl A gl = oY

(L +MAd)x =cAx + AX;

Lok (Bx) = LA)X;

B B o

{8 =1 k=t FHE o), ) LD 7

Linedrni prostor se <¢asto nazyva vektorovy prostor a

prvky tohoto prostoru nazyvame vektory.

Def.3.1.2 Neprdzdnad podmnozina M linearniho prostoru
X se nazyva linedrni podprostor prostoru X, jestliZe pro
ka¥dé x,y z M a pro kazdy skalar Jje x + y z M adx z M.




=18= Dualni geometrické soustavy =18=

Linedrni podprostor M v X je sam o sob& opét linedrnim
prostorem.

V axiomech definice 3.1.1 jsme predpoklddali, Ze pIi
operaci nasobeni bylo pouZito redlnych &isel d,4. Je-1i
nutné tuto skutednost zddraznit, tikame, Z%e se jednd o
redlny linedrni prostor.

Jiny druh 1linedrniho prostoru dostaneme, budeme-1li
prfedpokladat, Ze lze spolu ndsobit ka%dé komplexni &islo « a
kazdy prvek x z X, &imZ vznika dalsi prvek «x. Axiomy p¥itom
zastavaji stejné jako d¥ive. Vznikly prostor se pak nazyva

komplexni linedrni prostor.

Def.3.1.3 Necht X je vektorovy prostor. Pr¥edpoklddejme,
Ze existuje celé kladné ¢&islo n tak, Ze X obsahuje
n vektorl, které jsou linedrné& nezadvislé, a Ze kaZda mnoZina
(n + 1) wvektort =z X je linedrné& zavisld. Pak se X nazyva
koneéné dimenziondlni a n se nazyva dimenze prostoru X.
Vektorovy prostor obsahujici jeden prvek (ktery je nutné
nulovym prvkem) se také nazyva kone¢né dimenzionalni
s dimenzi nula. JestlizZe prostor X neni koneéné

dimenzionalni, budeme ¥ikat, Ze je nekonecéné€ dimenziondlni.

Def.3.1.4 Kone¢na mnozZzina S prostoru X se nazyva bdze
linedrniho prostoru X, je-1li S 1linearné nezavisla a je-1li

linedrnim obalem mnoZiny S cely prostor X.

Novym pojmem pro nds bude linedrni operdtor. Jednd se o
jisty drull ‘Zobrazeni, - jehoz defini¢ni obor Jje linedrni

prostor a jehoZ obor hodnot je obsazen v dalSim linedrnim

prostoru.

pef.3.1.5 Necht X a Y jsou linearni prostory (cba
re4lné.. nebo ~ oba  komplexni). Necht - A" je =sobrozeni
s definiénim oborem X a s oborem hodnot obsaZenym v Y.

Rekneme, e A je linedrni operdtor z X do Y, jsou-li splnény

tyto podminky:
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A(Xl =+ Xz) = Axl Iy o AX2; (1)
A(Ax) = oAx, (2)

kde & je libovolny skalar a X1, X5, X jsou libovolné prvky z

Def.3.1.6 BudiZ X vredlny nebo komplexni linedrni
prostor a Y linedrni prostor tvoreny t&lesem skaldru
prostoru X. Linedrni operdtor z X do Y se pak nazyva
linedrnii funkeions] itias X,

Je-1li X linedrni prostor a x obecny symbol pro prvky
prostoru X, budeme uZzivat x~ jako obecného symbolu pro
linearni funkcionaly na X ProtoZe x~ je operator
(zobrazeni), miZeme mluvit o jeho hodnoté& v bodé x; hodnotu
funkciondalu x~ v bodé x zapiSeme ve tvaru <x~,x>.

Jsou-1li x;° a %> linearni funkeiondly na X & je-1i <

skalar, definujeme x;”° + X5 , &x;” predpisem

(x,xl' + X57> = <X, X77> + <X, X, > (3)

<X, AXq > = L<x, X 7> (4)

Def.3.1.7 Necht X je linearni prostor a necht xt =
mnoZina vSech linedrnich funkcionald na X. Podle p¥edeSlych
odstavcu je xf linedrnim prostorem. Nazveme ho algebraicky

dudlnim prostorem k prostoru X.

Prostor xE hraje duleZitou roli p¥i studiu linedrnich

operdtorl s definic¢nim oborem X.
JelikoZz Xf je linedrni prostor, mluZeme také uvaZovat

jeho algebraicky dudlni prostor, ktery oznacime ( , nebo

jednodusgeji xtE, Prvky prostoru xtt  budeme zna&it symbolem

%" a hodnotu funkciondlu v bodé x~ zapiSeme ve tvaru

o e
Kazdému prvku x z X prifadime jednoznalné urceny prvek

bl Xff, definovany vztahem

<x"X”) — CX,X'>. (5)
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Z (3) va sla)iplyme e tapbs v e opravdu definuje linedrni
funkciondl na xf. wvztan mezi x a x", popsany v (5) definuje
na X linedrni operdtor J s hodnotami v Xff,

ktery vektoru x prifrazuje x" = Jx.

Def.3.1.8 Zobrazeni J z X do xff se nazyva kanonickée
zobrazeni prostoru X do Xff.

Vezméme za fakt, 3Ze cbor: ‘hodnot loperatcru d e
izomorfni prostoru X. Pak mi¥eme ztoto¥nit prostor X a obor
hodnot operatoru J, coZ% ndm umoZni pohli¥et na prostor X
jako na linearni podprostor prostoru XLif. Hovotime o

kanonickém vno¥eni prostoru X do xif.

Def.3.1.9 Je-1i obor hodnot operatoru J roven Xff,
Yekneme, Ze prostor X je algebraicky reflexivni.

V teorii grafu lze dokazat, Ze dudlnim grafem ke grafu
a’ je opet graf 6. Zde je situace nepatrné jina, nebot

dudlnim linedrnim prostorem k prostoru xE nent vzdy opét

prostor X, nybrZ prostor Xff, kde prostor X je podprostorem

xff . ge-1i x algebraicky reflexivni, pak X a xtt je tentyz
prostor.
Vice k tomuto tématu viz nap¥. [Tlr], [Se2], [Pyt].

3.2 Dualni dvojice v projektivni geometrii

Pripomerime, co projektivni geometrie je a ¢im se zabyva.
RozSi¥ime-1i euklidovskou rovinu o nevlastni elementy,

dostavame projektivni rovinu. Nevlastnimi elementy rozumime

nevlastni body. Geometrii v projektivni roviné€ nazyvame

projektivni geometril.
"Byt rovnob&Zny" je relace ekvivalence na mnoZziné vsSech

pfimek v rovin&. Vime, Ze ke kazdé ekvivalenci na mnoziné

existuje rozklad. Jednotlivé tridy rozkladu ekvivalence jsou

¥ Zdé ¥iradi 1 . Tento bod leZi a
sméry. Kazdému priradime nevlastni bod n

véech primkdch stejného sméru. Mnozinu vSech nevlastnich
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bodl v roviné& nazveme neviastni primka.

Potom, co jsme zavedli nevlastni body a nerozlisujeme
je od  vlastnich, mifeme #fci, %e pracujeme v d&isté
projektivni geometrii.

Projektivni geometrie zkouma vlastnosti, ktefé se
neméni st¥edovym promitanim. Tyto vlastnosti se nazyvaji
"INVARIANTY" . v roviné si predev&im vsima
jednoparametrickych linedrnich dtvard, tj. p¥rimé bodové rady
a svazku p¥imek.

Prima bodovd ¥ada je mno¥ina v&ech bodd incidentnich
s danou p¥imkou p; p¥imka p je jeji nositelka. Je-1i
p vlastni, pak do bodové ¥ady na nositelce p nélei pravé
jeden nevlastni bod. Je-1i p nevlastni, vSechny body bodové
Yady na nositelce p jsou nevlastni.

Svazek primek (v projektivni rovin&) Jje mnoZina vSech
pXimek incidentnich s danym bodem S, ktery se nazyva stred
svazku. Je-1li S nevlastni, pak do svazku ndleZi pravé jedna

nevlastni p¥imka.

Axiomatika projektivni geometrie:
Al: K libovolnym dvéma ruznym bodum existuje pravé jedna
primka, kterd je s obéma incidentni.
Al”: K libovolnym dvéma ruUznym primkam existuje pravé jeden
bod, ktery je s obéma incidentni.
A2: Existuji &ty¥i body takové, Ze k Zadnym t¥em =z nich
neexistuje primka, ktera by byla se vSemi incidentni.
A2°: Existuji Sty¥i pIrimky takové, Ze k Za&dnym t¥em z nich

neexistuje bod, ktery by byl se vSemi incidentni.

Axiomy Al, Al~ a A2, A2°~ jsou navzajem dualni.

A3: "Desarguesuv axiom" - samodualni

Nashi A B ‘aid B, L0 jeon save trojice bodd neleZicich v
'} [ ' I

pfimce a necht v8echny tyto body jsou navzajem ruzné.

Spojnice AA7, BER e G prochdzeji jednim bodem O pravé

tehdy, jestliZe pruseciky ARy AVBY oAl R ANOEEHE S HTER

le?i na jedné p¥imce oO.
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JestliZe tedy odvozujeme vé&ty z jedné skupiny axiomu
(Carkované nebo nedarkované), pak zrejmé tymZz postupem
dostaneme 2z druhé skupiny axiomi opé&t platnou vé&tu, kdyZ
ucinime p¥islunou zaménu. V&ty ziskané uvedenou zaménou se

nazyvaji navzajem dudlni véty.

Princip duality v projektivni geometrii:
Z kazdé véty, ktera udava vztahy mezi zakladnimi dtvary
v projektivni roviné, dostaneme dualni vétu, Jjestlize

v plvodni vété kaZdy pojem nahradime pojmem dudlnim.

Dualni dvojice v projektivni geometrii:

bod - primka

prusecik p¥imek - spojnice bodu

bodova ¥ada na p - svazek pr¥imek- o st¥edu P
bod kuZelosecky - teCna kuzeloselky

bodova fada na kuzZelosedce - mnozina tecen kuZeloseclky

prisecik p¥imky s kuZeloselkou - tecna z bodu ke kuZelosecce
direkéni stfed - direkéni osa

-

pol S Eeldto

V nasledujicich odstavcich  ukdZeme na konkrétnich

p¥ikladech to, ¢im jsme se nyni zabyvali.

Trojdhelnik
Trojihelnikem v projektivni rovineé rozumime skupinu tri bodu
A,B,C (vrcholy), které neleZi mna p¥imce, a primky (strany},

uréené body A,B,C. Trojuhelnik je sdm k sobé dudlni.

Projektivni vytvoreni kuzZelosecky
Jsou-1i dany dva svazky primek (obr.14), pak mnoZina vSech
spole&nych bodui odpovidajicich =l primek vytvari

kuzelosedku.
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cbr. 14

Bylo by namisté& provést dikaz. ProtoZe ale nevykladame
projektivni geometrii, ale predstavujeme jen vztahy, které
se v této geometrii vyskytuji, nebudeme dikaz uvadét. Dikaz
viz [Urb—67:22013_4].

Véty o kuzelosecce
V1l: Libovolnymi péti body v roviné, z nichZ Zadné t¥i neleZi
na primce, prochédzi pravé jedna kuZelosecka.
V2: KuZeloselka je jednoznacné urdena Cty¥mi body a tednou v
jednom z nich.
V3: KuZelosefka je jednoznalné€ urcena t¥emi body a te&nami
ve dvou z nich.

Dudlnd miZeme vytvorit kuzelosedku pomoci projektivity
mezi dvéma p¥imymi bodovymi Yadami.

Jdsou-11 dany dve primé bodové rady (obr.15), pak
mnozina v8ech spojnic odpovidajicich si bodi urcuje
kuZeloselku. Tyto spojnice jsou tecnami kuzZeloselky, proto

nékdy mluvime o teénové kuZeloselce.
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obr. 15

Véty dualni k vétam V1, V2, V3:
V1l®: Ke kazdym péti primkam, kde Zadné t¥i neprochizeji
jednim bodem, existuje pravé jedna kuZeloselka, jejimiz
teCnami jsou tyto primky.

V2~ : KuZeloseCka je jednoznac¢né urcena cty¥mi teclnami a
bodem dotyku na jedné z nich.

V3~: KuZeloseCka je jednoznac¢né urclena t¥emi tednami a body

dotyku na dvou z nich.

Zminkou o dualité ve vektorovych prostorech a v
projektivni geometrii jeji vyskyt nekonci. V jistém smyslu
se dualita objevuje i v dalSich oblastech matematiky, napf.

mezi Booleovymi algebrami [Ssm-81:20].

3.3 Dualita v termodynamickych vypoctech

UkaZme v nasledujicich odstaveich dualitu, ktera se
objevi i zkoumani termodynamického chovani
feromagnetickych 1latek. Na obr.léa,b vidime Isingiv model

magnetismu latek. MoZné orientace magnetického pole &astic
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jsou +, -. Pravdépodobnost, %e nastane pravé tento stav
(obr.16), je vyjadt¥ena nasledujicim vztahem:
P~ e_k(E/TJ ;

kde k je Boltzmanova konstanta,
E energie stavu a
1 teplota.

Vztahem E = cn;, kde c je vhodnad konstanta a n; poCet
dvojic opac¢né€ orientovanych sousedd, vypo&itdme energii
konfigurace na obr.l6a, vztahem E = [N - n,] energii
konfigurace na obr.16b. N udava po&et dvojic vSech sousedi a
n, udava pocet dvojic stejné orientovanych sousedd. Vztahy
jsou to jiné, ale popisuji stejny systém. MiZeme téZ ¥ici,
ze vypocitame délku hranice, neboli obvod danych
geometrickych obrazcu.

S¢itame-1i prispévky od vSech konfiguraci, objevi se
nakonec v obou p¥ipadech stejné konfigurace.

V popsaném modelu magnetismu u kazdé latky existuje
pravé Jjedna teplota, pri které se jeji vlastnosti skokem
méni (jenom proto, Ze ma magnetické chovani). Tuto teplotu
lze zjistit termodynamickymi vypolty, p¥i Kkterych nam

nastin&nd dualita znacdnou mirou pomiZe.

obr.l6a obr.16h
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4. P¥iklady pro vyuku na SS

4.1 Feuerbachova kruZnice

Véta 4.1 Bud ABC libovolny trojdhelnik. Potom st¥edy

jeho stran Ta, Tb, Te, paty jeho vySek Va: Vi Vg @ ctiedy

Ay, By, C; TUseCek AV, BV, (CV (Eulerovy body), leZi na
kEruznidl (ebe. 175,

Tato kruzZnice se nazyva Feuerbachova kruZnice, ¢&i
kruZnice deviti bodli. Setkat se miZeme i s ponékud

nespravnym nazvem Eulerova kruzZnice, podle Eulerovych bodd,
které na ni leZi.

Dikaz je proveden v [éV—88:469~478]. V dikazu auto¥i
rozliSuji pét druht trojihelniku:

- ruznostranny a nepravolhly

- rovnoramenny, nerovnostranny a nepravouhly

- rovnostranny

- ruznostranny a pravouhly

- rovnoramenny a pravouhly

Divod k tomuto postupu je ten, Ze nékteré =z bodu T,

T, Tor Vg Vigr V,

cr Var o+ Ay, By, C{ mohou splynout.

VySe uvedenou vétu lze dokdzat snadnéji. Tento dikaz je

namétem nékolika dale uvedenych tGloh.

eRr Tl

p—

o
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4.1.1 'vleha &1

Zadani: Doka’te,%e st¥edy stran trojdhelniku a paty

vysek téhoZ trojthelniku leZi na kruZnici.

ReSeni: St¥ed kru¥nice opsané trojidhelniku leZi v
prusecCiku os stran trojdhelniku.

JestliZe tedy st¥ed kruZnice opsané trojahelniku KLM
(obr.18) lezZzi na ose o strany ML a prochdzi bodem K, pak
prochazi i bodem K'. K' je obraz bodu K v osové symetrii s
osou o.

Musime tedy dokazat; Ze ‘bod k! je patou vysky
trojthelniku ABC prochdzejici vrcholem C.

Vzdalenost bodu K od osy o je rovna vzddlenosti bodu C
od osy o (vyplyva ze shodnosti trojuhelnika KLM a CML).
Pr¥imka prochazejici bodem C, rovnobéZna s osou o je vysSkou

trojihelniku ABC. Patou této vyZky je pravé bod K', nebot:
e = foe]) = i cEr ]

Na zaklad® principu cyklické zameény lezi na téze

krusniei ‘4 bedy L M.

Nacrtek:

A
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Cest k dokédzani skutenosti, Ze bod K' je patou vySky
na stranu c¢ trojdhelniku ABC, existuje vice. Dokdzat je to
mozZno téZ pomoci stejnolehlosti trojihelnikd ABC a KLM se
stfedem stejnolehlosti v t&Zi&ti T trojdhelniku ABC a

koeficientem -%4.

4.1.2 “Olcha &.2

Zadani: DokaZte, Ze kruZnice, kterd prochadzi patami
vySek a st¥edy stran trojihelniku ABC, prochazi i st¥edy
lisecek VA VB, VO . A =B -C  jsou wvrchely trojohelnikua ABE

a V je ortocentrum (prise&ik vySek) trojdhelniku ABC.

ReSeni: K ¥eEeni této nlchy pouzijeme duality
vyskytujici se mezi kazdymi dvéma z trojdhelnika ABC, ABV,
BEV S VACY

a) Dualita zde spociva v tom, Ze dudlni trojdhelniky
maji vzdy jednu stranu spole¢nou a zbylé dvé strany jednoho
trojihelniku leZi na vySkach druhého trojahelniku a naopak.

b) Kruznice prochazejici patami vysSek trojuhelniku
prochdzi i patami vySek dudlniho trojthelniku. Paty vysSek
obou trojihelnikd jsou spolecné.

c¢) KruZnice prochdzejici st¥edy stran a patami vysSek
trojdhelniku (dokdzdno v Uloze 4.1.1) prochazi i stredy

stran a patami vySek dudlniho trojdhelniku.
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PribliZme vy8e uvedené dudlni vztahy na dvojici

trojihelnikd ABC a ABV (obr.19).

ad a) Trojdhelniky ABC a ABV maji stranu AB spolelnou.
StranyAV, BV trojihelniku ABV leif pokadé na vyskach vy, v
trojdihelniku ABC. Strany AC, BC trojdhelniku ABC leZi poffadé
na vyskach AV, BV, trojihelniku ABV.

ad b) Paty vySek trojihelniku ABC opravdu splyvaji s
patami vySek trojihelniku ABV.

ad c) KruZnice k prochazi stfedy stran T_,, T, T, a
patami vysek V_, V, V. trojidhelniku ABC. Prochazi tedy i
patami vysSek Vi s Ve a stredy stran Ay By I

dualniho trojdhelniku ABV. St¥edy A;, B; stran AV, BV
trojthelniku ABV jsou Eulerovy body trojihelniku ABC.

Z duality, nap¥. mezi trojuihelniky ABC a ACV dokéaZeme,
ze na kruZnici k lezi téZ Euleruv bod C(C; trojihelniku ABC.

Tim je Uloha dokazana.

4 1 3 Siioha &.3

Zaddni: Sestrojte trojGhelnik ABC, zndme-1li |S S.]|,

|S555], |ScS|, kde S je stfed kruZnice vepsané trojlGhelniku
ABC a Has S Jjsou st¥edy kruzZnic trojuhelniku ABC
pripsanych.

ReSeni:

Rozbor: Stredy kruznic pripsanych trojdhelniku jsou
prisediky os vnéjsich Ghld p¥i dvou vrcholech trojthelniku a
osy wvnit¥niho Ghlu pri t¥etim vrcholu.

5.5, je osou vnéjsSiho ahlu pri vrcholu B, S8 je osou
vnit¥niho Ghlu p¥i vrcholu A a S.S je osou vnit¥niho dhlu
p¥i vrcholu € hledaného trojihelniku. S je prusecik os
hledaného trojihelniku.

Sestrojime trojdhelnik S_S;,S,. Hledany trojdhelnik ABC

je jeho ortickym (vySkovym) trojuhelnikem.
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Nacrtek:

Popis konstrukce:

1) Sestrojime trojuihelnik £.555

200N trojihelniku S,S.S sestrojime vysku SB
p¥islusnou ke strané S 550 Pata B vySky SB je
vrchol hledaného trojihelniku ABC.

3) Bodem S, vedeme kolmici g na polopfimku S_.S.

4) Urcime pruseCiky C, S, p¥imky g s polopf¥imkami
SCS a2 BS.

5) UrCime pruseCik A polop¥imky S.Sp, s polopfimkou
SaS.

6) Ze ziskanych bodd A, B, C sestrojime hledany
trojahelnik ABC.

Konstrukce:

Y

ObEc2 L
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4.2 Priklad duality v trojidhelniku

Konstruké&ni Glohy ve vyuce geometrie na stf¥edni sSkole
se mimo Jjiné tykaji i konstrukce trojidhelniku. :

Jsou zadany t¥i prvky trojdhelniku (velikosti stran,
vysSek, teézZnic, os Ghld, Ghld, polom&r kruZnice opsané nebo
vepsané), Ukolem je sestrojit trojdhelnik. MoZnosti vybéru
tEchte tfi, trojuhbelnik urtujicich, prvki je xvice.

V [SV-88:159-235] je uvedeno 150 ruznych zaddni pro
konstrukci trojdhelniku. Vynechény jsou ulohy, které
vzniknou 2z jiné dlohy permutaci. Nap¥. je-1li uvedena a
YeSena uloha, kde jsou znamy velikosti (o, Viys tc), nemusime
t

se jiz zabyvat dlohou se zadanim (A4, v nebot postup

e

je tyz.

Ne kazda 2z téchto Gloh je v8ak YeSitelnd euklidovsky,
tzn. Jjen pomoci pravitka a kruZidla. A vyskytuji se mezi
nimi 1 1Gdlohy, které maji nekoneéné mnoho FfeSeni, tzv.
podurcené ulohy.

Nasledujici Gloha nepat¥i do 2zadného =z téchto dvou

nepriznivych pripadu.

4y2.7  Uloha ¢.4

Zadani: Sestrojte trojuhelnik ABC, jsou-1li dany délky

jeho vysek v,, Vv, V..

I k YedZeni této Glohy je pouZito duality, kterad neni
vidé&t hned na prvni pohled. V Cem spociva?

Dualita se objevuje mezi systémem podobnych
trojihelniki ABC a systémem trojlhelnikd tvorenych vySkami
v Yipe ¥ trojdhelnikd 1. systému. Konkrétné&: pomér vySek

a’ s
nového trojdhelniku je stejny Jjako pomér stran starého

trojihelniku a naopak.
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Rozbor: Ozna&ime-1li a, b, ¢, délky stran trojihelniku

ABC, jimZ po radé prisluSeji dané vysky v,, Vi, Vg, pak jeho
obsah S lze vyjadrit vzorci
A 1 A '
i =—-£ava =-'2:-be -‘=~'5_-C‘Vc. (1)

Sestrojime-1i trojdhelnik A°B°C” se stranami o délkach

a’ =v,, bl =w,; ¢ =v, aoznatime-1i délky jeho vysek
Va s V5« Vo . (obr.22a), pak pro jeho obsah plati:
- = 4 - 4 - ‘f -
S = —-i—VaVa = —i~Vbe = —EVCVC i (2)
7 rovoics@El s sl2ipilame Size
v, = (S=fS)a, V= (8 {S)b, Vo = (8 /5)e,; (3)

a proto sestrojime-1li trojdhelnik A"B"C" se stranami o

délkach a" = v,°, b" = w~°, ¢" = v, pak trojihelnfk A"B"C"

a =
je podobny trojdhelniku ABC (s koeficientem podobnosti k =
S°/S). Specidln® miZe byt trojihelnik A"B"C" stejnolehly s

trojihelnikem ABC, nap¥. podle st¥edu S = C = C" (obr.22b).

Nacértek:

obr.22a obr.22b
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délky wysek w7 v

Popis konstrukce:

1)

2)

Sestrojime trojdhelnik A“B°C”°, jehoZ strany maji

délky |B"c”| = w e & = Vi |AsEel = Vi

V trojthelniku A°B°C” sestrojime vyS8ky A"Q;, B Qy,
C"Q3, jejichz délky ozna&ime |AQ1] SV |B‘Qzl =
Vst €R0g|%e v

Sestrojime trojihelnik A"B"C" se stranami o délkach
|Bnclr| = Va" IC!IAI’I] = Vb” iAIrBII[ = VCJ'

V  trojthelniku Al BuEn sestrojime vysku C'Ro

prisludnou ke strané A"B".

I

Na poloprimce C"Ry sestrojime usecCku delky |C"P3l
VC.
Bodem P; vedeme rovnobé&zku p s primkou A"B".

W

Urcime pruseliky A, B primky p s polop¥imkami C"A"
CIT Bll z

Ze ziskanych vrcholt A, B, C = C" sestrojime hledany
trojihelnik ABC.

Uloha Jje jednozna&n& YeSitelnd pravé tehdy, kdyZ dané

- trojuhejniku ABC a jejich p¥evréacené

hodnoty splfiuji trojihelnikové nerovnosti.

Konstrukce:

C=C
A S
B
A Bt

obr .23
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4.3 Kosoctverec

4.3.1 Uloha &.5

Zadani: DokazZte, Ze Ghlop¥i&ky kosod&tverce jsou na sebe
kolmé.

ReBeni: ¥ 1 ' zde e vyskytuje  dualita a to mezi
kosoCtvercem ABCD a Cty¥dhelnikem KLMN, jehoZ vrcholy jsou
stfedy daného kosod&tverce.

Uhlopf¥i¢ky AC, BD koso&tverce ABCD jsou po radé
rovnobézné se stranami KL, MN a KN, LM &ty¥dhelniku KLMN.

Uhlop¥i&ky KM, LN J&ty¥dhelniku KLMN  jsou po Fradé
rovnobéZné se stranami AD, BC a AB, CD kosodtverce ABCD.

Stac¢l dokazat, Ze ctyruhelnik KLMN je obdélnik.

Sestrojime Thaletovu kruZnici k nad primérem KM. Pro
v8echny body X na ni leZici plati, Ze velikost thlu KXM je
T/2. Body N a L leZi na kruZnici k. Velikost thlt KNM a KLM
je tedy té% T/2. Ctyfdhelnik KLMN je opravdu obdélnik.
Uhlop¥i&ky kosoltverce ABCD jsou rovnobéZné se stranami

obdélniku KLMN a sviraji dhel w/2, jsou na sebe kolmé.

Nacrtek:

N D M
N | M
!
H L e s e C-ﬂ
K | L
K 3 L

obr .24
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Pozn.: Kolmost dhlop¥i&ek kosodtverce 1lze dokazat i
pomoci duality mezi koso&tvercem ABCD a obdélnikem K L M N~
jemu opsanym, kde vrcholy A, B, C, D jsou st¥edy stran
obdélniku KL "M N . “I'zde dualita ‘spocivd v rovnobéZnosti
Ghlopric¢ek jednoho dtvaru se stranami dtvaru druhého a
naopak.

Dikaz vyplyva ze shodnosti -trojidhelnik& ADN®, ABK~,
BCL~, CDM~; resp. ze shodnosti trojGhelnikii KL N, K M N ,
KL M, 'L MN. |

Obdélniky KLMN a K'L°M°N~ jsou podobné.

4 ¥ o Enaiaha Ed e

Zadani: V roviné jsou dany dva ruzné body A, M, jejichz
vzdalenost e d. Dale je dano kladne cisglo u. Sestrojte
kosoltverec ABCD s ﬁhlopfiékéﬁaa“ieprochézejici bodem A tak,
aby bod M byl st¥edem jeho strany BC.

ReSeni:

\% ¥YeSeni zde uvedeném pouZijeme duality mezi
koso&tvercem a obdélnikem, jehoZ vrcholy jsou stfedy stran
kosocCtverce.

Rozbor: Je-1i bod M, jehoZz vzdalenost od bodu A je d,
st¥edem strany BC koso&tverce ABCD, je bod M, jehoz
vzdalenost od bodu A je téZ d, stfedem strany CD kosoCtverce
ABCD. Vzdalenost bodd MM~ je rovna u/2. 2/3 délky vysSky na
stranu MM~ trojidhelniku AMM~ urduji velikost druhé strany

obdélniku dualniho s kosoctvercem ABCD.

Nacrtek: i ﬂ 3
v X a
3 s D
H o ) M’
"{C.m
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Popis konstrukce:

1) Sestrojime trojhelnik AMM~, |AM| = |AM"| = d,-
M| = u/2.

2) Ve vzdalenosti 2/3 vys8ky na stranu MM~ od strany
MM~ vedene rovnobé&Zku p se stranou MM~ .

3) Body M" a M vedeme kolmice x, y na primku MM~.

4) Urcime pruseciky p¥imky p s primkami x, ¥ a
oznacime X, Y.

5) Sestrojime obdélnik XYMM~.

6) Vedeme rovnobézZzku m S uhlop¥ickou YMT o2
rovnob&zku m~ s Udhlop¥idkou XM prochdzejici po
radé vrcholy M a M~ obdélniku XYMM~ .

7) Urlime prisecliky primek AY s m, AX s m , ms m a
po ¥adé ozna¢ime B, D, C.

8) Sestrojime kosoftverec ABCD.

Konstrukce:

obr.26
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5 Zarazeni do vyuky

5.1 Rozbor ucebnich osnov

Podivejme se nejprve do ulebnich osnov pro ctyftleta
gymnazia. Pro vétev prirodov&dnou jsou uc¢ebni osnovy
rozepsany podrobné. Osnovy pro vétev humanitni, v3eobecnou a
pro zamé¥eni matematika - fyzika se na takto podrobné
rozepsané osnovy veétve prirodov&dné odvoldvaji, doolfiuji je,
nebo naopak wucebni latku ubiraji nebo p¥esouvaji do jinych
ro¢niku.

Tato prace je psana ve shod& s udebnimi osnovami vétve
prirodovédné.

Mame-1li p¥ibliZit problém duality Zakim gymnazii, pak
bude nejvhodn&j&i =za¥adit tuto litku do kapitol geometrie.
Ve druhém ro¢niku je vyhrazeno 33 hodiny pro zéaklady
planimetrie 16 hodin pro uvod do stereometrie, ve t¥etim
ro&niku 20 hodin pro séreometrii. Charakterizovany jsou tyto |

kapitoly nasledovné:

Zaklady planimetrie

Cilem této kapitoly je pFfispét k vytvoreni ucelené
pfedstavy o rovinné geometrii. Kromé€ polohovych vlastnosti
rovinnych Utvart a YeSeni konstrukCnich ualoh je nutno
zamé¥it pozornost i na vypolty obvodi a obsahi rovinnych
Gtvarti. P¥i probirani tématu usilujeme o sprdvn® vyuZiti
mnoZinové a logické symboliky a o pfesnost p¥i provadéni
nalrtkli a rysovani.

V &asti shodnd a podobnéd zobrazeni je té&€ZiSté&m poznatkid
dovednost sestrojit obraz geometrického dtvaru v daném
zobrazeni. Nemén& dileZité je pochopeni pojmu zobrazeni.

Smysl nespoliva v ¥eSeni obtiZnych konstrukénich Gloh.

Stereometrie
Téma je duleZité nejen pro matematiku, ale zejména pro

p¥irodové&dnou a technickou praxi.
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Prostorova predstavivost pat#i nesporné& k zakladnim
gramotnostem moderniho Clov&ka. Naronost Yefenych dloh a
cvigdeni vyuclujici pfizplsobuje drovni t¥idy. Pozornost
vénuje téZz vypoltlm objemi a povrcht t&les.

5.2 Doporuceni k zafazeni

Osobné bych doporufoval za¥adit v této praci studované
téma ke konci kapitoly planimetrie, nebo na zaditek kapitoly
stereometrie.

Pro své rozhodnuti vidim né&kolik duleZitych davodi.
Pfedn&: Ucitel by mohl navdzat na 3ji% znamé poznatky z
planimetrie. Znalosti 23kt by wmohly byt dal upeviiovany,
prohlubovany a rozsifeny O nové poznatky spojené s
problematikou duality.

Nebylo by vhodné zabyvat se jen p¥iklady duality v
roviné. Predstavivost se 1rozviji 3jiZ od pofatku Zivota.
Cilevédomé se zacina rozvijet uZ v predskolni vychové, dale
ve Skole p¥i vyucovani zemépisu, vytvarné vychovy i télesné

vychovy.
"Do prostoru se rodime." (M. Hejny)

Velky vyznam pro rozvoj prostorové predstavivosti ma
matemetika, =zejména geometrie. Proces vytvareni prostorové
pfedstavivosti je nejintenzivnéjsi v dobé navstévovani 2.
stupné zdkladni Skoly a prechodu na Skolu st¥edni. Pozdejsi
vék jiZ tolik neumoZiuje dokonalé osvojeni tohoto fenoménu
lidské paméti.

Duality by se dalo vyuZit k plynulému p¥echodu z roviny
do prostoru, z planimetrie do stereometrie. K tomu bychom
mohli vyuZit duality mezi platénskymi télesy.

Vyu®ujici by mohl dédle organizovat viuku Jiz dle
uéebnich osnov, kde jsou na ¥ad& polohové vlastnosti primek

a rovin v prostoru. Ani zde by se nejednalo o zadny skok

v u&ivu, ukon&eni kapitoly jedné a zahdjeni kapitoly dalsi.
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Na vhodnych modelech platdénskych téles je moZno demonstrovat
nap¥. vzdjemnou polohu p¥fimek v prostoru. Pro ostatni
ptipady, Vve€rim, Dby si vyuCujici vyhledal dal%i, moZn&
i vhodnéjsi modely. Neni totiZ pro Zdka nic zajimav&j&iho,
ne? kdyZ danou véc vidi, ne jen na obrdzku, a miZe s'ni sam
zachdzet a s jeji pomoci néco dalSiho objevovat. |

Téma p¥ibliZené v této praci bude udebni latkou, ktera
je navic oproti ucCebnim osnovam. Nevidim v&ak divod, proc
7aky s touto latkou neseznamit a neroz8i¥it tak uZite&né
jejich védéni. Vzdyt poznatky z teorie grafl lze tak snadno
a Sasto pouzit v praxil!

Nedostatek vyucovacich hodin jako vymluva proti pokusu
o za¥razeni této latky do vyuky neobstoji. Je do jisté miry
pravomoci uc¢itele urcit cCemu kolik Casu vénovat. Dale je v
kazdém rodniku rezervovano okolo dvaceti vyulovacich hodin
na souhrnnad cviceni a kontrolni prace, z kterych by se dalo

v pripadé nutnosti cerpat.
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6 i asrer

Préce si kladla za c¢il pribliZit pojem dualita Zakam
strednich Skol. Tohoto cile jsme dosahli teoretickym
pfibliZenim vé&ci i aplikacemi v konkrétnich geometrickych
Glohéch. Jisté jsme nena8li vS8echny p¥ipady vyskytu duality
ve stredoskolském uCivu a nevylerpali tak jejich z&sobu.
Ostatné to nebylo ani cilem préce.

V praci uvedenad YeSeni Gloh odkryvaji novou "dimenzi"
nékterych velmi znamych Gloh. Z¥eteln&ji té%Z poznavame, Ze k
vysledku nevede vZidy jen jedna cesta. V&¥im, Ze i pro Zaky
bude tento objev vzrusSujici.

Pripravit vyuku tak, aby Zaky zaujala a aby Zdci méli
prostor k badani a vlastnim objevlm, neni vidy snadné. Ve
velké mif¥e téZ zaleZi na probirané latce. Latku této prace
vSak vidim jako velice vhodnou pro ziskani " Zakd a jejich
aktivizaci. Jiz p¥i vykladu duality, vychdzejicim z teorie
grafu lze vhodnymi p¥iklady ucinit vyuku matematiky hrou.

Matematiku obdivuji, geometrii obzvlast. Ve své praxi
se jist®& pokusim seznamit Zdky s 1latkou v této praci

studované.

Miam raida matematiku nejen proto, Ze ji lze géitvv
technice, ale hlavné proto, e je krasna a ze Clovek

do ni vlozil svou hravost. t : )
Roézsa Péterova




Seznam pramenu:

[HoK] Hordk, S.: KruZnice. Praha, MF 1966.
[HoM] Horak, S.: Mnohostény. Praha, MF 1970.

[Thr] Ihringer, T.: Diskrete Mathematik.
Stuttgart, Teufner 1994.

[Kon] Konforovi&, A.G.: Vyznamné matematické Glohy.
Praha, SPN 1981.

[KeS] Krizalkovic, K. - Cuminka, A, - Sediv( 0. 500
rieSenych Uloh z geometrie. Bratislava, Alfa 1970.

[Ku¥] Kufina, F.: Problémové vyudovani v geometrii.
Praha, SPN 1976.

[Nie] Niederle, A.: Zajimavé dvojice trojGhelniku.
Praha, MF 1980.

[Opa] Opava, Z.: Matematika kolem n&s. Praha, Albatros 1989.

[Pol] Polak, J.: Pfehled st¥edoSkolské matematiky.
Praha, SPN 1991.

[Pyt] Pytlicek, J.: Cviceni z algebry a geometrie.
Praha, CGVUT 1985. :

[Sed] Sedla&ek, J.: Uvod do teorie grafi.
Praha, Academia 1981.

[Sel] Sekanina, M. a kol.: Geometrie I. Praha, SPN 1986.
[se2] Sekanina, M. a kol.: Geometrie II. Praha, SPN 1988.
[S3m] Slovnik Skolské matematiky. Praha, SPN 1981.

[Sed] Sedivy, J.: Poznamka k roli koneénych grafld v
modernim vyucovadni matematice. Praha, UK 1970.

[SeK] Sedivy, J.: O kone&nych grafech a jejich pouZiti.

Matematika wve 8kole, ro¢. XVI, &. B-9.
[8eP] Sedivy, J.: O podobnosti v geometrii. Praha , MF 1963.

(§v] 8vr&ek, J. - VanZura,J.: Geometrie trojihelnika.
Praha, SNTL 1988.

[Tay] Taylor, A.E.: Uvod do funkciondlni analyzy.
Praha, Academia 1973.

[(UOM] U&ebni osnovy &tyrletého gymnazia - Matematika.
Praha, Fortuna 1991.

[Urb] Urban, A.: Deskriptivni geometrie II. Praha, SNTL 19367.

[vil] vild, J.: Metodické pokyny k diplomovym a zavérelnym
pracim na Pedagogické fakulté TUL. Liberec, TUL 1995.

[Zel] Zelinka, B.: Rovinné grafy. Praha, MF 1377.



-P1- Prilocha &, _P1

Uloha o sedmi mostech m&sta Kralovce

Sedm mostd se klene pres ¥i&ku Pregel, na jejichz

b¥ezich se rozkladd mésto Kaliningrad (kdysi Koénigsberg,

Kralovec) . Lze uskuteénit prochdzku po mésté tak, aby se po

kazZdém mostu presSlo pravé jednou?

=

g

ebrt 27

ReSeni: V grafu kaliningradskych mostt (obr.27) jsou
vSechny c¢ty¥i uzly lichého stupné, proto ho nelze nakreslit
jednim tahem (bez odtrZeni tuZky od papiru). Nelze tedy ani
uskuteénit prochazku tak, aby se po kazdém mostu p¥es$lo

pouze jednou.

Pozn.: ReSeni nam p¥ipada snadné. Zakim by vS8ak mohlo
d&lat potiZe p¥evedeni tohoto redalného problému do feci

teorie grafu.

BEahy Jldalels s s il v ot Sty sk ms e 2 uzly grafu
MUSHEY ol v in s &« ho = o 5e o %4 siprein e ey hrany grafu
prochazka % IV T vty eeoSis e fom tah v grafu

(pres kazdy most nejvySe jednou)

Redlny problém lze pY¥evést na grafovy problém: Lze dany

rovinny graf nakreslit jednim tahem?
Po takovémto rozboru by Z&ci sami mohli "badat", kdy je

mo¥no dany rovinny graf nakreslit jednim tahem.
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Navazat by se mohlo nasledujicim p¥ikladem:
V mésté rozloZeném na ostrovech A,B,C a na b¥ezich D,E
jedné Teky bylo vybudovano osm mostd spojujicich tyto

prirozené &asti mésta (obr.28a). V hospldce na ostrové B se

schazela skupinka péti p¥atel, z nichZ kaZdy bydlel v jiné

t4asti m&sta. Jednoho dne se seSli a vypravé&li, ptes které

mosty 8Sel kazdy 2z nich na prochdzce 2z domova k hospudce.
Jeden predel sedm mostu, Zadny nepfeSel vSech osm. UzavF¥eli
sazku, ze druhy den pGjde kaZdy z domova tak, aby pfeSel
viech osm mostl, ale pfitom kaZdy most pravé jednou. Lze uz

predem ¥ici, kdo z pratel zarucené prohraje sazku?

Rozbor:

e b el =y RIS S T SR e o] uzel grafu

BTRE A e e S e hrana grafu

strasat prochaziey A0 o0 Tl ey - sled v grafu

hledana trasa zahTrnNuje ..uewessas hledany sled je tahem
prechod kaZdého mostu v grafu

nejvysSe jednou

hledani trasa zahrnuje .......... hledany sled obsahuje
vSechny mosty a konéi vSechny hrany grafu a
v méstské Ctvrti B kon¢i uzlem b

Opét 1lze redlny problém prevést na jemu odpovidajici
problém grafovy: Uréete v daném neorientovaném grafu
(obr.28b) tah, ktery obsahuje vSechny hrany grafu a konéi

uzlem b. (Jednd se opdt o nakresleni grafu jednim tahem.)

T3 i
(o - 3\

Obr.285 obr.28b
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pfedpokladejme, Ze mame zvolen né&jaky neorientovany graf

ktery Je souvisly a ktery 1lze nakreslit jednim tahem

zapiSme si tento tah jako sled a pod kazdy uzel napisme, s

kolika hranami v tomto sledu inciduje (tj. kolik mi v

posloupnosti sousedud) .

{ao.‘ aOal; al; ala2; a2i .oy an‘l’ an—lanf an)
i 2 2 & 1

V hledaném sledu se vyskytuje kaZda hrana pravé jednou,
uzly se mohou opakovat. ProtoZe jsou mezi Cisly napsanymi
pod jednotlivymi a; (i=0,1,...,n) jen dv& jedni&ky a ostatni
jsou dvojky, bude mit "v&tSina" wuzld grafu sudy stupefi.
Presnéji Yeleno nastat mohou pouze dva p¥ipady:

a) je-1li ag = ap, pak je stupen kaZdého uzlu grafu sudé
¢islo

b) je-1li ag # a,, pak maji pravé dva uzly grafu lichy
stupen, ostatni sudy.

Tim Jjsme nalezli nutné podminky, Jez musi spliovat
graf, ktery lze nakreslit jednim tahem.

Graf nasi dlohy (obr.28b) odpovida pripadu b), protoze
uzly b,d maji stupefl lichy, uzly a,c,e stupeili sudy.

Tah, ktery obsahuje vZechny hrany a kon¢i uzlem b musi

Zacenatbs viuzdwie,

Odpov&d: Uzavienou sazku prohraji zcela jist® ti, kteri
bydli ve &tvrtich A,B,C,E. Vyhrat miZe pri vhodném postupu
jedin& ten z pratel, ktery bydli ve Stvrti D.

Zivér: Ma&a-1i kazdy uzel souvislého neorientovaného
grafu sudy stupefi, pak lze tento graf sestrojit jednim
uzavfenym  tahem. Jsou-1li ze vdech uzld souvislého

neorientovaného grafu pravé dva uzly lichého stupné, pak lze

tento graf sestrojit jednim neuzavrienym tahem.
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Problém ctyr barev

Pod timto ndzvem se skryval zdanlivé velmi jednoduchy

ale p¥ibliZné od roku 1850 do roku 1976 nevy¥eSeny problém

i kdyZ se o jeho FeSeni pokouSeli nejvyznamnéjsi matematici.
v dem spocivar

Je mozZmé vybarvit libovolnou mapu &ty¥mi ruznymi
barvami tak, aby dva sousedni staty nebyly vybarveny stejnou
barvou? (Za sousedni staty se povaZuji djen ty staty, které
maji spoleCnou hraniéni Gary... 24 sousedni staty se
nepovazuji ty staty, které spolu hranidi v jediném bodg&,
proto mohou byt vybarveny stejnou barvou.)

Ze k vybarveni mapy t¥i barvy nesta®i zjistime uZ pri
pohledu napf. na mapu Lucemburska s jeho sousednimi staty
Belgii, Francii a Némeckem.

V roce 1890 dokazal anglicky matematik P.J.Heawood, Ze
k vybarveni jakékoli mapy stadi pét barev.

Jak to bylo s dikazem problému &ty¥ barev?

O problému c&ty¥ barev se zminluje JjiZ v roce 1840
némecky matematik A.F.Mobius (1790-1868). O reSeni problému
se pokouSel v ©xroce 1878 1 anglicky matematik A.Cayley
(1821-1887) . Chybny dikaz A.B.Kempe z roku 1879 byl vyvracen
a? o jedendct let pozd&ji, pravé tak byl vyvracen zdanlive
presvéd&ivy dikaz Y.Schimamoto z roku 1971.

Byla dokdzana néktera YeSeni tohoto  problému s
omezujicimi podminkami. Nap¥. FeSeni z roku 1975, Ze &tyfmi
barvami lze vybarvit kaZdou mapu s méné neZ 51 staty.

Konec&né byl problém roz¥efen aZ 21.Cervna 1976
americkymi matematiky W.Hakenem a K.Appelem. Jejich YesSeni
si vyzddalo 1200 hodin strojového asu na po&itadich a Gplny
dtkaz m& 56 stran textu a 114 stran obrdzkd, zhruba po

t¥iceti na strance.

zZavér: Odpovéd zni: "Ano, 1ibovolnou mapu lze vybarvit

&ty¥mi rGznymi barvami tak, Ze Zadné dva sousedni staty

nebudou vybarveny stejnou barvou."




