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Anotace
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Uvod

Kvadraticka funkce, kvadratickéd rovnice a nerovnice je téma, se kterym se setkavame na vSech
stupnich Skol. Po linedrni funkci jde i1 druhou nejznaméj$i a ve Skolské matematice
nejfrekventovanéjsi funkci. Kvadratickd rovnice je jednou z rovnic, jejiz absolutni hodnota

kotent rovnice muize byt stejné ¢islo.

Bakalatska prace ma Ctyfi hlavni Casti. Zacina historii vyskytu druhé mocniny a kvadratické
rovnice v ruznych zemich a v rliznych dobach. Je kladen diraz na kvadratické rovnice, a to
zvlast v Egypté a v Mezopotdmii. Porovnavame zde zplsob vypoctu kvadratické rovnice ve
druhém stoleti pired nasim letopoftem a v dneSni dobé pomoci vzorci. Popisuji vyvoj

matematiky s ohledem na kvadratické funkce a kvadratické rovnice.

Nasleduje kapitola, ve které uvaddim souhrn vSech poznatkli znamych do dne$ni doby
o kvadratické funkci, kvadratické rovnici a nerovnici. Zabyvam se feSenim prib¢hu kvadratické
funkce a sestrojenim grafu. Ddle jsou zde ptfedvedena feSeni kvadratickych rovnic a nerovnic

riznymi metodami.

Predposledni kapitola ma za ukol ukazat situace, kde se kvadraticka zavislost vyskytuje pfi
popisu fyzikalnich jevi. V kapitole jsou uvedeny piiklady z b&zného Zivota k jednotlivym

fyzikalnim vzorciim, které obsahuji druhou mocninu proménné.

StéZejnim tématem prace je propojeni matematiky s kvadratickou zavislosti ve fyzice. Uk4zeme,
jak je dulezitd znalost kvadratické rovnice ve fyzice. Dokazujeme, ze kvadratickd zavislost je
velice dulezitd pii popisu pohybu téles. Piedvadime, ze bez znalosti feSeni kvadratickych rovnic

nemuzeme pocitat konkrétni priklady ve fyzice.

Ke konci prace je uvedeno né€kolik PC-aplikaci, které uméji sestrojit grafy zadanych
kvadratickych funkci. Popisuji klady a zapory téchto PC-aplikaci. Dale se zabyvam vyhodami a

nevyhodami webovych aplikaci.
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1 Historie kvadratické rovnice

Uved’'me si nejprve dvé zemé, kde matematické mysleni bylo na vysoké urovni. Jak v Egypte,
tak v Mezopotamii se poprveé setkavame s kvadratickou rovnici, kterd je posana pomoci slov (viz
déle). Nikde se vSak nesetkdme s vyjadfenim kvadratické rovnice ax’+bx+c=0. Diivodem
je, ze zaklady algebry spadaji ptiblizn€ k prelomu 15. a 16. stoleti a ze v pifedchozich obdobich

nebyly k dispozici potfebné nastroje na vyjadieni.

1.1 Egypt

V poloviné 19. stoleti byl nalezen v Thébach papyrus, ktery je zndm pod ndzvem Berlinsky
papyrus. Pochazi z XII. dynastie Stfedni fiSe, tzn. 1994 — 1797 pt. n. 1. Berlinsky papyrus (viz
obr. 1) byl ulozen v Berlinském muzeu pod nazvem papyrus 6619. Papyrus je popsan
oboustranné a sklada se ze dvou vétSich €asti a dalSich mensich kouskd. Domnivame se, Ze jde

o Gast sbirky prikladi. Text piikladu z Berlinského papyru':

Jiny [vypocet mnozstvi.] Rekne-li se ti: [100 je (zadané) mnozstvi a ¥ % z]

prvnitho mnozstvi je pro druhé. Nuze, udej mi [prvni a druhé mnozstvi.]

Vpocti pravouhelnik z prvniho a vypocti 2 Y z jedné. [Vypocti]

¥ Y z prvnitho mnozstvi pro druhé, vyjde % Y. Vypocitej to [pro druhé mnozstvi.]
Tedy prvni mnozstvi je 1 a druhé druhé 7> Y. Pridej celé prvni ke druhému, secti je,
vyjde 1 % Y 1/16°. Vypoclti odmocninu z toho, vyjde 1 . Vypoclti odmocninu ze 100,
vyjde [10]. Pocitej s 1 Y4, az najdes 10, vyjde 8-krat. [To je prvni mnozZstvi.]

Vypocti V> Vi z 8, vyjde [6, to je druhé mnozstvi.]

Pozn.: Radky odpovidaji fadkim v papyru. V hranatych zavorkach je zapsan text, ktery neni
pfesny, jedna se o domnénky zaloZené na logickych tivahach, z ¢asti podpotenych zbytky znakl

hieroglyfti na papyru.

1 Viz [2], str. 165.

2 Spravny vysledek v Sestém fadku je 1 %% 1/16.
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V této tloze se setkavame s jednoduchou kvadratickou rovnici. Jeji feSeni je naznac¢eno v knize

J. Bedvare®:

Slovni zadani se prepiSe na soustavu dvou rovnic:

11
x>+ y*=100, y:(z‘f‘zx

Egyptsti matematici predpokladali, ze x = 1. Proto mohli pocitat:

2
. 1,1} ,2_,11_25 11_5
1 t P+{o+—] ’=1-o—==2, \/1——:—
e levou stranu rovnice >t 21616 " Te=a
® pravou stranu rovnice v100=10.

Vratime se zpét k zadanému piikladu a vypocteme x, y:

1,1
4

8=6.
2

4
=10—=8 =
X 5 4

Vysledky porovname s vysledky, kterych bychom dosahli dnes my:

2, 9
+—x"=100
X 16)6 ,

” -
55 in\?ﬁ}l
2
252
= 27 -100=0,
5 5
2 e+10|[2x—10|=0,
4" 4" ) 193 25 B9
iﬂjt‘ﬂ‘i’h
x1:—10%=—8, y=—6,

x2:10§:8, 7,=6.

Obrazek 1: Berlmsky papyrus, podle
J. Becvare.

Kofen rovnice v Egypté mohl nabyvat jen kladnych hodnot, proto Egyptané nedospéli
k vysledku x;, y;.

3 Viz[2], str. 77.
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Dalsimi dualezitymi dokumenty ze starého Egypta jsou Kahunské papyry. Tyto papyry nalezl roku
1889 W. M. F. Petrie v Kahunu. Papyry pochézeji z doby XII. dynastie. Dnes je najdeme
v Britském muzeu v Londyné&. Jedno feSeni slovni ulohy vedouci na kvadratickou rovnici, které

najdeme na Kahunskych papyrech, si zde ukazeme*:

1,1
10x|{=+—|x=120.
X 2T X

Jako v predchozim ptikladé predpokladame, ze x = 1:

® prava strana rovnice 120:10=12,
o lovi | 1,1\3
eva strana rovnice TalTa

Ob¢ strany rovnice dame opét k sob¢ a dostaneme x:

1 1

E+Z x2:12,§x2:12,

4

x2:12§=16, x=\16=4.

Dnes bychom dostali x=14, ale jiz bylo feceno, Ze egyptSti matematici neuvazovali zaporny

kofen rovnice.

Oba uvedené priklady vedou na kvadratickou rovnici bez linearniho ¢lenu. V Zadném
dochovaném materidlu pochdzejicim ze starého Egypta se nedocteme o uplné kvadratické

rovnici, jiz rozumime ax’+ bx+c=0.

1.2 Mezopotamie

V Mezopotamii se psalo na hlinéné tabulky. Tyto tabulky mély velikosti od 2 x 2cm do pfiblizné
30 x 20 cm. Na vétsi desticky, o rozméru asi nasi A4, se veslo pfepsanim na nas$ text témet

830 fadkd. Na hlinéné desti¢ce s malymi rozméry (2,2 x 2,6 cm) najdeme az 30 fadka.’

Stejn¢ tak jako u linearnich rovnic i u kvadratickych se pouzivd zejména geometricka

terminologie. Se znamymi 1 nezndmymi veli¢inami se zachazelo naprosto stejné, vzdy

4 Viz [2], str. 77.
5 Viz[2], str. 189.
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matematici poc€itali pomoci ekvivalentnich aritmetickych Gprav. Za neznamé se povazuje délka a
Sitka a dale jejich soucin na plochu a obsah. I pies vysokou tUroven matematického mysleni v
Mezopotamii s¢itali délku s obsahem, tj. prvni odmocninu s druhou. Matematici v Mezopotamii

dobfe znali symboliku nam zndmou spiSe jako vzorce:
(axb)’=da’+2ab+b>, a'—b'=(a—b)(a+b).

Mezopotamsti matematici tlohy prevadéli na tzv. kanonické tvary, k nimiz dospéli metodami,
jako jsou substituce a eliminace. K vzorci pro vypocet kvadratickych kofent, jak jej zname dnes
_—b i\/ b*—4dac

X o= 5| mezopotamsti matematici nikdy nedospéli. Divodem pro absenci
’ a

algoritmu je, Ze kofeny rovnice mohly byt pouze kladna ¢&isla. Ulohy ve vétsing piipadech
obsahuji vice neznamych, dnes bychom je pfevedli standardni tvar kvadratické rovnice.
V Mezopotamii se tlohy tohoto typu fesi nékolika zptisoby vedoucimi na jiz zminéné kanonické

tvary.
V nésledujicich podkapitolach si uvedeme kvadratické rovnice tfidéné podle historickych
souvislosti (tfidéni podle J. Becvare).

1.2.1 Kvadraticka rovnice typu x° = ¢4

V rovnici bylo g dané ptirozené ¢islo, Sedesatinny zlomek nebo smiSené cislo. Jednalo se
o ptiklady procvicujici Pythagorovu vétu. Jeji feSeni se poté nachézelo v tabulkdch odmocnin
a ¢tverct. Dale se jednalo o formulace: ,, Co musime ndsobit mezi sebou, aby ... ?, Jaky je

kvadraticky koren ... 7“°

1.2.2 Kvadraticka rovnice typu x° + g = px
Tento typ rovnice lze pfepsat jako soustava dvou rovnic o dvou neznamych x, y:
xXty=p, xy=4q,

kde x > y a p, g jsou pfirozena Cisla, Sedesatinny zlomek nebo Cislo smisené. Tuto soustavu také
muzeme oznacit jako prvni kanonicky tvar. Pokud z druhé rovnice vyjadiime y a dosadime do
prvni, dostaneme rovnici x* + ¢ = px. Tabulky, na kterych jsou zachyceny dané typy

kvadratickych rovnic, jsou z obdobi Seleukovcii (3. stol. pf. n. I, nalezeny ve Warce) a

6 Viz [2], str. 266.
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starobabylonského (tabulka s 15 ptiklady o obdélnicich). Dalsi tabulka ze Senkeru také z doby

starobabylonské obsahuje Ctyfi ptiklady zaméfujici se na pocitani délky, Sitky a plochy.
1.2.3 Kvadraticka rovnice typu x’ =px + ¢
I tato rovnice se prepise do tvaru dvou rovnic o dvou neznamych:

X—y=p, Xy=4q,

kde x > y a p, g jsou pfirozend Cisla, Sedesatinny zlomek nebo ¢islo smiSené. Tuto soustavu
povazujeme za druhy kanonicky tvar. Snadnou Upravou mizeme od téchto rovnic ptejit k rovnici
kvadratické x* = px + ¢ (z druhé rovnice vyjadiime y a dosadime do prvni rovnice). Kvadratické
rovnice tohoto typu nalezneme na starobabylonské tabulce YBC 6967 (viz obr. 2). Obtizné&jsi

ptiklad je uveden na tabulce VAT 8520 (viz obr. 3).

VAT 8520

Obrazek 3: Tabulka VAT 8520, podle J. Becvare
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1.2.4 Kvadraticka rovnice typu x’ +px =¢

Text z tabulky AO 8862 (viz obr. 4) je uveden v knize Matematika ve starovéku [5]. Slovni uloha

zni takto”:

Délka, sirka. Délku a sirku jsem vyndsobil a vznikla plocha. Dale to, o¢ je délka vétsi nez sirka,
Jjsem vyndsobil souctem délky a Sirky. K tomu pridal jsem plochu. Obdrzel jsem (1, 13, 20). Ddle
Jjsem secetl délku a sirku. Dostal jsem (1, 40).

(1, 40) (1, 13, 20)  soucet
(1, 0) délka
(40)  Sitka (40, 0) plocha.

Ty svym zpiisobem: (1, 40) , soucet délky a 5irky, vynasob (1, 40). (2, 46, 40). Od (2, 46, 40)
odejmi (1, 13, 20), plocha. Zde jsi urcil (1, 33, 20). Polovinu souctu (1, 40) odlom. (50) krat
(50) je (41, 40). K (1, 33, 20) pridej. (2, 15, 0) ma koren (1, 30). (1, 40) minus co da (1, 30)?
To je (10). (10) pridej k (50). (1, 0) je délka. (10) odejmi od (50). (40) je Sirka ...

8862

=il

b

N Wi Ny o P

- r;' _“: "" g
Obrazek 4: Prepis tabulky AO 8862,
podle J. Becvare

7 Viz [2], str. 277.
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Nastava zde otazka, jak pfevadét starobabylonska ¢isla do ndm znamych ,,arabskych ¢islic*.

Uvedu zde dvé ¢isla, na kterych si ukdzeme princip ptepisu Cisel:
¢islo (1, 13, 20) 4400=1-60"+13-60+20,
&islo (1, 57,46, 40)  424000=1-60"+57-60>+46- 60+ 40.

Ted’ je nam jasné, ze se jedna o Sedesatkovou pozi¢ni soustavu. Musime jest¢ zminit, ze nulu
zacali pouzivat ve druhém tisicileti pf. n. l. Ale az ve ¢tvrtém stoleti pf. n. 1. doslo ke kodifikaci
zapisu cisel. Jiz nenastal problém rozpoznat napiiklad ¢islo (8, 30) od (8, 30, 0) nebo od
(8, 0, 30). Pfed kodifikaci (pfidani nuly) se &islo ptizptsobilo poditanému piikladu. Cislo (8, 30)
se predtim dalo chapat jako:

1. (8, 30) 510=8-60+30,
2.(8,30,0)  30600=8-60°+30-60,
3.(8,0,30)  28830=8-60°+30 aj.

Nas priklad jiz mame uveden s nulami, tudiZ nenastane problém s pfevodem do desitkové

soustavy a feSime:
Zapiseme soustavou rovnic ~ x y+(x+y)(x—y)=4400, (1)
x+y=100. )

Vezmeme b = (1, 13, 20) a a = (1, 40). Pti feseni nejspisSe byla provedena substituce a tim byla
zavedena nova neznama z: 2z=x—y). Nyni umocnime rovnice x+y=a, x—y=2z, které

od sebe odetteme a dostaneme: 4 xy=a°—4z, ziskanou rovnici vydé&lime Ctyfmi:

’

2

2
xy:(%) —z". Po dosazeni do rovnice (1) ziskame (%) —z"4+2az=b. Tuto rovnost

upravime pomoci druhé mocniny linearniho dvojélenu do tvaru —(z—a)’+a’+ =b.

2
Z posledniho zépisu vyjadiime z=g=+1 a’+ % —b. Takto by vypadal vzorec dnes, ale v

Mezopotamii musime zavrhnout znaménko +, protoze by poté vyslo zaporné y. Vratime

substituci x=2z+y, kde y=a—x.
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x;%—i—

2 2
a— % +a2—b], x2=%—[a—\ % +a2—b].

V Mezopotamii nebylo ulohy, kterda by uvadéla dvé feseni kvadratické rovnice. Nemiizeme ani
fici, pro¢ tomu tak bylo. Zarovein nemlizeme védét, jestli matematici druhé feSeni znali a pouze

ho nenapsali.

1.2.5 Kvadraticka rovnice typu ax’ + bx =c

Tyto rovnice nachazime na tabulce oznacované BM 13901. Jedna se o 24 prikladl, ne vSak
vSechny se dochovaly. Jen né€které z nich vedou na kvadratické rovnice, které se daji rozdé€lit do

ti skupin®:
1. Kvadraticka rovnice s jednou neznamou

¥ . 2_1 2 l _l 2 _ l
pr.. x 3x+3x—3, 11x+7x—64.

2. Soustava dvou rovnic o dvou neznamych
2, 2 1 1
fo xX'+y =28—, x—y=-y.
p y 4 y==7
3. Soustava tfi rovnic o tiech nezndmych (nebo soustava Ctyf rovnic o ¢tyf neznamych)

pr.: x2+y2+22:612%, y=—Xx, z==).

Na starobabylonské tabulce YBC 6504 (viz obr. 5) se dochovaly ¢&tyfi piiklady’:
1. xy—(x—y)*=500, x—y=10.
2. x-y—(x—y)’=500, x+y=50.
3. x-y—(x—y)’=500, x=30.
4. x-y—(x—y)*=500, y=20.

Vsechny uvedené piiklady maji stejna feSeni (x = 30, y = 20).

8 Viz[2], str. 281.
9 Viz[2], str. 283 — 284.
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YEC faos
Obrazek 5: Prepis tabulky YBC 6504, podle J. Becvare

Uvedli jsme jen né&které typy piikladii a tabulek, na kterych jsou zapsany piiklady vedouci na
kvadratické rovnice. DalSimi destickami jsou naptiklad VAT 7528, YBC 4695, YBC 4714 aj.

1.3 DalSi vyvoj matematiky

Jak vypadala matematika asi 2 tisice let pfed naSim letopoctem v Egypté a Mezopotamii, jsme si
popsali v ptfedchozi Casti. Z uvedenych ptikladi je jasné, Ze jak egyptsti, tak mezopotamsti
matematici uméli skvéle pocitat a fesit slozité slovni tlohy. V Babylonskych klinopisech z doby
195 pied n. . jiz matematici znali algoritmus, ktery dnes odpovida vzorci pro koteny kvadratické
rovnice. Sedesatkova pozi¢ni soustava je vytlaovana po¢atkem 2. tisicileti desitkovou nepoziéni

soustavou, soucasn¢ se zanikem klinového pisma.

Ctvrté stoleti pied nasim letopoétem pfinasi revoluéni zménu matematiky, ktera se stava védou.
Tento zlom nastal diky Euklidovskym zakladim, coz jsou ucebnice matematiky ve 13ti
kapitolach. Kolem roku nula se vytvaii a zazivaji pojmy aritmetika a geometrie jako samostatné

rozvijejici se obory. Z téchto dob neexistuji zdznamy o matematickych dikazech.

Chapani ctverce (x*) pouze jako geometrického terminu vedlo v Recku ke stagnaci az do doby

3.stol. n. 1. U starofeckych matematikli se poprvé setkavame s mysSlenkou zavislosti rtiznych
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velic¢in. V této dobé vzniklo dilo Diofanta z Alexandrie s ndzvem Aritmetika. Traktat ma 13 dilu,
ale do dnesni doby se dochovalo pouze Sest. V knize je uvedeno na 130 numerickych problémd,
u vétSiny z nich se setkdvame s linedrni nebo kvadratickou rovnici. Diofantos byl prvni, kdo
pouzival algebraické symboly. Napfiiklad psal v rovnicich specidlni znaky pro ozna¢eni mocniny
(dynamis = ¢tverec). Jako jeden z prvnich zavedl proménnou do rovnic a zavedl pro ni znacku
(arithmos). Ani on si ale neuvédomoval, ze kvadratickd rovnice mize mit dvé feseni, kladna
hodnota teSeni davala smysl pro problémy redlného Zivota. Nepocital ani s nulou. Diofantovo
dilo nebylo v Evropé¢ znamo do konce 15. stoleti. V tomto stoleti se misto slovniho popisu

algebraickych operaci zavadi znaky.

Dne 31. 3. 1596 se narodil René Descartes (zemiel 11. 2. 1650), francouzsky filozof a
matematik. Descartes se zabyval zejména €iselnou prezentaci rliznych geometrickych utvart. Na
zaklad¢ jeho potteb vznikla kartézskd soustava soufadnic (osy soustavy jsou dnes navzdjem
kolmé a protinaji se v jednom bod¢: pocatku), dodnes nejpouzivan€jsi soustavé soufadnic.
S Pierrem de Fermatem vynalezli analytickou geometrii (aplikace algebraickych metod
v geometrii). Koncem 16. stoleti se objevuji znaky pro mocniny, odmocniny a zavorky. V této
dobé se vznikaji symboly pro aritmetické operace a Cisla. Stale jsou odmitana zaporna ¢isla a
zejména zaporné¢ hodnoty koteni (kvadratickych) rovnic. V 16. stoleti je poprvé vyieSena
kvadratickd rovnice v obecném tvaru, objevuje se vzorec pro vypocet koient kvadratické

rovnice.

Na ptfelomu 17. a 18. se matematika vyviji dale i do jinych obort. V 17. stoleti se rychle rozviji
ptirodni védy, ptibyva potieba nabyté védomosti matematicky zpracovat, zacinaji se pouzivat
pismena jako oznaceni danych veli¢in. Pfi spolupraci G. W. Leibnize a I. Newtona se v jejich
praci objevuje poprvé termin funkce. Presto definice funkce byla sepsana az J. Bernoullim ve
druhé polovin€ 20. stoleti. J. Fourier a P. Dirichlet uvedli chapani funkce jako zavislost mezi

danymi veli¢inami. Déle se v tomto obdobi rozviji diferencidlni a integralni pocet.

V prvni poloving 19. stoleti se matematika ¢leni na dalsi discipliny. Matematici se zaméfuji na
axiomatickou aritmetiku, axiomatickou geometrii a na teorii mnozin. Na zacatku 20. stoleti je

algebra na stejné Grovni, jak ji zname dnes.
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2 Teoreticka c¢ast

V této kapitolce se budeme vénovat teorii kvadratické funkce, kvadratické rovnice a nerovnice.
Rozebereme, jak mé spravné vypadat kvadraticka rovnice, jak mizeme znazornit kvadratickou

funkci a také, jaké mame metody feSeni kvadratickych rovnic a nerovnic.

2.1 Kvadraticka funkce

Kwvadratickou funkci nazveme kazdou funkci ve tvaru:
f;y:ax2+bx+c’ D(f) =R , kde a,b,c€eR; a#0.

V kazdé funkci je y zavisla proménna a x nezavisla proménna. Definiénim oborem jsou realna
Cisla — pokud vSak neni uvedeno jinak. Obor hodnot H(f) se odviji od koeficientii a, b a c.
Grafem funkce je parabola. Osa paraboly je vZdy rovnobéznd s osou y. Pro b, ¢ = 0 je vrchol
paraboly v poc¢atku soustavy soutadnic. Pro a > 0 je pro x < 0 funkce klesajici a pro x > 0 je
rostouci. Tato funkce je zdola omezena (neni omezena shora). Analogicky plati, Ze pro a < 0 je
funkce rostouci pro x < 0 a klesajici pro x > 0. Kvadratické funkce, pro kterou plati a < 0, je
omezend shora a neni omezend zdola. Pokud budeme ptedpokladat, Ze koeficienty b, ¢ jsou

potad stejné, pak parabola, kde |a| > 1 je uzsi nez pro |a| = I a naopak pro |a| < I je Sirsi.
Na uréeni soufadnic vrcholu se pouziva ,,doplnéni na ¢tverec*:

y=ax'+bx+c,

y=a(x2+2x)+c,

a
y=al ey = 2 Jre.
y=a x+% 2—a(% 2—l—c,
y=a x+% 2+——b2:a4ac'
s
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Na uréeni soufadnic vrcholu ndm pomtizou odvozené vzorce pro [Xo, Yol:

xz—i :4ac—b2 .
a4 5
T
Doplnéni na ctverec si uvedeme na konkrétnim :
piikladu: y=x"—4x+1; D(f)=R
2
y=x'—4x+4-4+1, N I
5 4 -3 -2 —1_1 1 2 3f4 5 B 7 8§ ¢
y:(x—2)2—3, :2
-4
V=[2,-3|. =

Obrazek 6: Graf kvadratické funkce
z prikladu:  doplnéni na Cctverec,
Microsoft Excel, vilastni animace

2.1.1 Priabéh funkce

Jak graf kvadratické funkce bude vypadat, jiz vime, ale k bliz§imu ur€eni paraboly miZeme
vyuzit extrému funkce. Z predchozi ¢asti zndme definicni obor i obor hodnot, priseciky s osami

a ,,otevienost/uzavienost* paraboly v zavislosti na koeficientu a.

Dale se u kvadratické funkce ur€uji limity v nevlastnich bodech, nulovy bod prvni derivace,

lokalni extrémy, intervaly monotdnnosti a konkavnost nebo konvexnost.
e Limity v nevlastnich bodech:
lim ., f(x)=+w, proa>0,
lim,,_ . f(x)=+o, proa>0.
Pokud funkce bude mit koeficient a zaporny, obé limity budou rovny —oo .
e Nulovy bod prvni derivace:

pi.. f(x):y=2x*+4x+3, pak f (x)=4x+4. Odtud uré¢ime, kdy se funkce bude

rovnat nule, zjistime nulovy bod: x=—1.

e [okalni extrém u kvadratické funkce urcuje vrchol paraboly. Pokud mame funkci, kde a > 0,
pak ma funkce lokélni i globdlni minimum ve vrcholu. Pokud mé funkce a < 0, pak vrchol

ptredstavuje lokalni i globalni maximum.
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e Monoténnost se uruje za pomoci nulového bodu prvni derivace, ktery osu x rozd€li na dva
intervaly. U paraboly staci ur€it hodnotu koeficientu a, ktery ur¢i monotdénnost. Pokud a < 0, pak

na /,=(-; x,) je parabola rostouci a na I,=(x,, +oo) klesajici. Pro a > 0 je tomu naopak.

e K urceni konvexnosti nebo konkavnosti dané funkce opét vyuzijeme hodnoty kvadratického
koeficientu. Pokud a > 0, pak je parabola konvexni. Pro a < 0, je graf kvadratické funkce

konkévni.
2.2 Kvadraticka rovnice s realnymi koeficienty

2.2.1 Kbvadraticka rovnice v obecném tvaru
Obecny tvar kvadratické rovnice je dan vztahem:

a.x*+b.x+c=0 , kde a,b,ceR; a+0.

a.x’ - kvadraticky &len

b.x - linearni ¢len

¢ - absolutni ¢len

a - koeficient kvadratického ¢lenu

b - koeficient linearniho ¢lenu

K feseni kvadratické rovnice dojdeme nasledujicim upravami:

kvadratickou rovnici doplnime na ¢tverec (obdobné jako u kvadratické funkce):

2

b
+_
o 2a

_b2—4ac _

4a° 0.

Budeme chtit vyuzit vzorec A>—B*=(A—B)(A+B), proto upravime rovnici na tvar:

2
b Vb*—4ac
x+—|—-|—| =0,
2a 2a
b \/b2—4ac b b*—4dac)_
x+-—————— || x+—+———|=0.
2a 2a 2a 2a

Vyraz na levé strané je roven nule, rovna-li se alespoil jedna zavorka nule:
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—b \/b 4ac —b+\/b 4ac

Y= 2a 2a
. _—b \/b —4dac —b—\/b 4ac
ey 2a

Pro ptehlednost se zavedl vyraz diskriminant D. Jde o vyraz, ktery se nachazi pod odmocninou:
D=b—4ac.

e Je-li D > 0, ma kvadraticka rovnice pravé dva rizné redlné kotfeny, které uréime ze vztahu,

ktery jsme si prave odvodili:

:—biJB
1,2 2a

e Je-li D = 0, ma kvadraticka rovnice pravé jeden dvojnasobny koten, ktery dostaneme ze

vztahu:

_ b
xl,z——g.

e Je-li D <0, ma rovnice feseni pouze v mnozin¢ komplexnich ¢isel. Pak D
rozepiSeme jako soucin kladného ¢isla ( | D | ) a &isla i
VD=V|D|i*=+i+|D| akoteny rovnice jsou &isla:

—b+iv|D

Y127 2a

Jsou to Cisla komplexn¢ zdruzena.

2.2.2 Specialni pripady kvadratické rovnice
e Ryze kvadratické rovnice

a.x2+c=O, kde a,c€R; a+#0.

. . L . 2_ € .
Z rovnice ekvivalentnimi Upravami dostaneme X = odmocnime a dostaneme

c v . C . v .
|x|=4/—=, za pfedpokladu ze ;< 0 jsou kofeny rovnice:
a
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_ c _ C
xl— -, xZ—_ - .
a a

e Kvadratické rovnice bez absolutniho ¢lenu
a’.x+b.x=0 , kde a,b€RR; a+0.
Pro feSeni kvadratické rovnice bez absolutniho ¢lenu vyuZzijeme vytykani:

x.(a.x+b)=0,
b
x=0 V a.x+b=0 tzn. XZ—Z

Pozn.: Jak u ryze kvadratické rovnice, tak u rovnice bez absolutniho ¢lenu, 1ze pouZit vzorec pro
diskriminant. Zpusob feSeni pies vzorec pro diskriminant v§ak neni nejrychlejsi a nejefektivnéjsi,

proto se pouziva vyhradné u obecného typu rovnice.

, .. , > b C_ o\
e Také rovnici v normovaném tvaru X +ZX+Z—0, kde a,b,c €R; a#0, miZeme

povazovat za specialni ptipad kvadratické rovnice. Jedna se o tvar rovnice, kdy se kvadraticky
koeficient rovna jedné. Dostaneme ji z obecného tvaru rovnice vydélenim konstantou a. Jeji

obecny zapis je ve tvaru:

b c
2 — = — =—
x+p.x+q=0 , kde p L 2 q p

Pro vztah mezi koteny rovnice a koeficienty kvadratické rovnice se pouzivaji tzv. Viétovy vzorce

(podle Frangois Victa):
X, +x,=— X X,=qr XX, E—, x,.x,==
1 TX=TP, 1+ *=9q, T X

kde x,, x, jsou kofeny zadané kvadratické rovnice.

2.3 Kvadratické rovnice s komplexnimi koeficienty

Tvar kvadratické rovnice s komplexnimi koeficienty je d4n vztahem ax’+bx+c=0, kde a, b,

c jsou komplexni &isla, a # 0. Pokud rovnici upravime do tvaru'® (2ax+b)’—(b’—4ac)=0

(ob¢ strany vyndsobim ¢islem a, vyndsobime ¢tyfmi a upravime na druhou mocninu linearniho

10 Viz [3], str. 85.
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dvoj¢lenu), mizeme oznadit y=2ax+b, D=b’—4ac, pro D # 0. Z rovnice dostaneme

y*~D=0. Cislo D v goniometrickém tvaru vyjadiime vzorcem |D|(cosx+isin ). Kofeny

a+2kmT .. o<+2krr)) k=0.1.

Vi rovnice ur¢ime vztahem y,=V ID| -(cos Tﬂ sin

To jsou ¢isla y0=\/|l)|(cos%+isin%), y1=—\/|M(cos%+isin%).

Dosadime-li yy, y; do vztahu y=2ax+b a vyjadiime-li x: x= dostaneme

Y
2a

x; (dosazenim y,) a x, (dosazenim y/):

—bi\/ﬂ(cos%(x—kisin%(x)

Xi2—=

2a

Tento vzorec plati i pro kvadratickou rovnici s realnymi koeficienty."

2.4 Kvadratické nerovnice
Obecny tvar kvadratické nerovnice je urCen vztahy:
ax’+bx+c> 0, resp. ax2+bx+c<0,
ax’+bx+c=0, resp. ax’+bx+c<0, kde a,b,ceR; a#0.
Kvadratickd nerovnice méa obdobné oznaceni ¢lenti jako kvadratické rovnice, proto pro ni plati:
a.x’ - kvadraticky ¢len
b.x - linedrni ¢len
a - koeficient kvadratického ¢lenu
b - koeficient linedrniho ¢lenu

¢ - absolutni ¢len

11 Dtikaz viz [3], str. 87.
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2.4.1 ReSeni kvadratické nerovnice pro D > 0

Pokud D > 0, pak kvadraticka rovnice ma dva rizné kofeny X, X,. Kvadraticky troj¢len

a-x’4+b-x+c lze rozlozit na sou¢in a-(x—x,).(x—x,). Po vydéleni obou stran dané
nerovnice &islem a ma leva strana tvar (x—x,).(x—x,). Vzdy plati, Ze pii nasobeni/déleni
kvadratické nerovnice zdpornym cislem se méni znak nerovnosti na opa¢né. Nyni staci uzit vétu
o znaménku soucinu dvou redlnych cisel. Necht' x; < x,. Graf (parabola) kvadratické funkce

f:y=a-x’+b-x+c protinad osu x ve dvou riznych bodech a rozdéli osu x na tfi intervaly

I,=(=o;x,), I,=(x, x,),I,=(x,+). Znaménka v jednotlivych sousednich intervalech
jsou opacna. Staci zjistit hodnotu kvadratického troj¢lenu v jakémkoliv bod¢ v jednom intervalu
a odtud pak vyplynou znaménka v ostatnich dvou intervalech. Pro zjisténi spravného feSeni
nerovnice se musime podivat na zadani a na znak nerovnosti, podle kterého ur¢ime mnozinu
vSech feSeni nerovnice. Situaci popisujici tento postup zndzornime na obrazku 7. Prehledné

zobrazeni zavislosti diskriminantu a koeficientu a nalezneme na obrazku 8 (ke kapitole 2.3.1

obrazek 8a).

YA 7
y=ax?ebx+c y=axttbr+e
a) ['53"‘34 ax»Q) b'f (D:' 0, E{GJ
@ @
7 ’
X EA p [ I
0 i | & I e : | e
| | l
| | | |
|
@ | e | @, © [ © | 9
(-00, X;) X (I;,x,} X, (¥te@) (oo, X,) Xy {I,.Jf?} X, (x, , +00)

Obrazek 7: Metoda nulovych bodii — intervaly, podle J. Poldka

2.4.2 ReSeni kvadratické nerovnice pro D =0

Pokud D = 0, pak kvadratickd rovnice ma jeden dvojnasobny koten x; . Pro kvadratickou rovnici
plati ax’+bx+c=a(x—x,)>. Pokud a > 0, pak a(x—x,)0’20. Je-li a < 0, je

2 s v v v foos e
a(x—x,)’<0. Rovnost nule nastava pouze v piipadg, Ze x = x,. V grafu tak nastava situace,
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kdy parabola déna piedpisem f:y=ax’+bx+c se dotykd osy x pouze v jednom bodé& a
vSechny ostatni body jsou bud’ nad nebo pod osou x. Na obrazku 8b najdeme znazornéni grafu

kvadratické funkce pro D=0, proa > 0 aa < 0.

ax0 z<{
a) Q)' / !
050 lo X /’.\xz X
:@TJX, X / 0 \
& ¥ Y

=Xy X
D=0 =
x=x, |0 X Z{\

J

5 T’
D<o | 4
8 - \

Obrazek 8: Graf kvadratické funkce v zavislosti na
znaménku D, podle J. Poldka

I

2.3.3 ReSeni kvadratické nerovnice pro D < 0

Ptipad, kdy D < 0, znazornuje ptipad na obrazku 8c. Kvadraticka rovnice, kterda ma zaporny
diskriminant, nema zadny realny kotfen. Parabola takovéto funkce je pak cela pod osou x (pro
a < 0) nebo nad osou x (pro a > 0). K ur€eni feSeni kvadratické nerovnice postaci urcit

znaménko kvadratického troj¢lenu v kterémkoliv bod¢ x.

K vypoctu teseni kvadratické nerovnice, kdy D < 0 lze také pouzit ,,doplnéni na Ctverec™.
Kvadratickou nerovnici upravime na normovany tvar vydélenim obou stran nerovnice
koeficientem . Diskriminant této normované rovnice x>+ px+¢g=0 ma tvar p°—4q.

Doplnénim kvadratického trojélenu x*+ px+¢g na ¢tverec dostdvame:

2 2

+q=

2

x+£2

p
+_
o 2

2

x2+px+q= - g R
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Je-li p*—4q<0 , pak pro kazdé x€R je x4 px+¢>0. Tato kvadratickd nerovnice ma

nekoneéné mnoho feSeni.

Urcit feSeni mizeme ze znaménkové diskuze (znaménkové analyzy, podle O. Odvarko)
kotenovych Cinitell a kvadratického trojélenu v jednotlivych intervalech I, I, I;. Zakreslime si

osu x a na ni kofeny x,, x,. Nasledn¢ zapiSeme do tabulky 1 podle obrazku 9. Pozn.: x; <x..

%y o Tabulka 1: znaménkova diskuze
[ B N
l4 I I |13 x (-o0;x1) | (X1 X)) | (x2; +o0)
@ ?&_2 I X - X; - + +
© ° X-X +
Obrazek 9: znaménkova analyza, ?
viastni ilustrace (x - x1)(x - x3) + - +
Uved'me si dva nazorné ptiklady vypoctu kvadratické nerovnice.
° M¢éjme kvadratickou nerovnici 1 ¢
™
2x°+5<3x’+x—1,x€R. Anulovany tvar této / _15\3;= —x2 — 2 46
nerovnice je —x’—x+6<0. Nejprve fe$ime pii- / +4 \
. . Lo { \
slusnou rovnici —x’—x+6=0. Pomoci diskrimi- / 34
\
_ Tk bk _ S0 | 8 1 S0
nantu D = 25 dostaneme dva redlné kotfeny x; = -3, *_'fl ‘I'l \I =
x>= 2. Koeficient u x’ je zaporny, a proto bude l, 0 \1 :
. ] —————— e
funkce omezena shora. ReSenim zadané kvadratické —S;T -2 -1 1 2 3
nerovnice 2x°4+5<3x’+x—1 jsou vSechna Obrdzek 10: Grafické reSeni nerovnice,

x€(—w,—3)U(2,4 ). podle O. Odvarka

e Nerovnice (x’—4x+3)>0 lze upravitdo tvaru (x—1)(x—3)>0. Osax se rozdéli na &tyfi
intervaly: 1,=(—c0;1), I,=(1,;3) I,=(3,;+o). Pro x < I maji viechny dvojéleny zapornou
hodnotu (viz tabulka 2). Jelikoz se pii kazdém piechodu pfes kofen méni znaménko, tak v
intervalu 7, bude vysledna diskuze znamének kladné, pro I, zdporna a pro /; kladna. Oborem

pravdivosti neboli mnoZinou viech feseni uvedené nerovnice je P=(—o0,;1)U(3;+o).

Tabulka 2: Diskuze znamének z prikladu

X I I g
x-1 - +
x-3 - -

(x-1)(x-3) + - +
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3 Vyskyt kvadratickeé zavislosti ve fyzice

S kvadratickou zavislosti ve fyzikdlnich vzorcich se mizeme setkat velice Casto. V této kapitole
se sezndmime se zakladnimi situacemi, které se daji popsat fyzikalnim vzorcem, kde se

vyskytuje kvadrat.

3.1 Mechanika

Mechanika je nejstarSim oborem fyziky. Zkouma zékonitosti nejjednodussiho pohybu téles,
pfemisténi. Zakladni déleni mechaniky je na kinematiku a dynamiku. Kinematika popisuje
pohyb téles, dynamika zkoumad, pro¢ pohyb nastava, jeho pfi¢iny. Déale se mechanika déli na

mechaniku tekutin a mechaniku tuhych téles.

3.1.1 Volny pad Kkuli¢ky v jedoucim vlaku

Predstavme si situaci, kdy sedite v jedoucim vlaku a nechate padat volnym paddem kulicku.
Z tyzikalniho hlediska je kulicka hmotnym bodem, ktery kond trajektorii. Trajektorie je souhrn
vSech poloh, kterymi hmotny bod prochazi pfi svém pohybu. Pohyby rozdélime podle tvaru
trajektorie na ptimocar¢ a kiivocaré. Tvar takové trajektorie je ovlivnén volbou vztazné soustavy.
V nasem piipadé¢ mizeme uvazit dvé vztazné soustavy. Jedna je pevné spojend s vagénem a
druhd predstavuje povrch Zemé, vici, které se vlak pohybuje. Pfi uvazovani prvni vztazné
soustavy se vlastné nic zvlaStniho nedéje. Kulicka pouze spadne volnym padem. Tuto situaci
popisuje obrazek 11. Pro nés dulezity je pohyb vzhledem k Zemi. Padajici kulicka opiSe Cast

paraboly, obrazek 12.

Yy Yy
0 O,
- = . A
Obrazek 11: Volny pad kulicky, Obrazek 12: Pohyb vagonu vzhledem
podle E. Svobody k Zemi, podle E. Svobody
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Draha hmotného bodu volného péadu je popsdna vztahem:

1. . : o1
$=58 *, kde g je tihové zrychleni, které je rovno pfiblizné hodnoté: 9,809980 m/s*. Z tohoto

vzorce je patrné, ze grafem drahy (zavisla na Case) padajici kulicky je ¢ast paraboly. Vrchol

paraboly je v bodé, kde kulicku pustime.

3.1.2 Draha rovnomérné se zrychlujiciho auta

Poucka, s kterou jsme se setkali vSichni jiz na zakladni Skole: ,,Draha rovhomérné zrychleného

pohybu pfi nulové pocate¢ni rychlosti je pfimo tmérnd druhé mocniné ¢asu.*"?, nam ¥ika, Ze se

zde také setkavame s kvadratickou zavislosti:

|
=—at .
s=7a
s A s A
S — _:_:;_. atg ‘.;__;' /5.-"" -
V4 " il e 3 —i 2
v.l-5at
O + @) t
Obrazek 13: Zavislost drahy na Ccase, Obrazek 14: Zavislost drahy na case,
zrychleni, podle E. Svobody zpomaleni, vlastni ilustrace, podle E.

Svobody

Grafem zévislosti drahy na Case je opét Cast paraboly (obr. 13).
Typickym ptikladem ze Zivota je rozjizdgjici se auto. V case 0 [s] ma nulovou drdhu — nic
neujelo. V Case se ¢ [s] bude jeho draha rovna jedné poloviné kvadratu asu nasobeného velikosti

zrychleni.

V Zivoté se setkdvame kazdy den 1 se situaci, kdy dané auto musime zastavit. Jedna se o tentyz
pohyb, jen musime uvazovat zapornou velikost zrychleni a pocate¢ni rychlost v,. Také graf

tohoto pohybu zavislosti drahy na Case je ¢ast paraboly (obrazek 14).

O
s:vot—zat2

12 Viz [10], str. 44.
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3.1.3 Vodorovny vrh kamenem a §ikmy vrh mi¢em

e Stojime-li v patie domu, mizeme vyhodit kaminek ven z okna. Leti-li kaminek zpocatku
rovnobézné s zemskym povrchem jedné se o vodorovny vrh. Trajektorii padajiciho kamene bude

¢ast paraboly, obr. 15. Vodorovny vrh vznika sloZzenim pohybu pfimocarého a volného padu.

My stojime v bod¢ 4, kaminek dopadne do bodu D a projde pfi tom bodem B. Na zacatku mu

udélime rychlost vy. Bod B predstavuje urazenou drahu kamene ve sméru osy x a y, soufadnice

pro tento bod jsou uvedeny nize.

Y h...vyika
A Yo

e d ... vzdélenost od paty domu

]

/

b=

!
~

soufadnice bodu B:

h."
} :'J ‘\

Xz=V,t, yBZh—%étz

0| =4t D «x
d
Obrazek 15: Vodorovny vrh, podle E. Svobody

1.
V bodé D: y,=h 58 ,=0, odtud ¢ D:\/ 2 @ Vzdalenost D od paty domu se nazyva také
8
délka vrhu. Po dosazeni ¢, do vztahu pro xp dostaneme d:

h

xD:‘;’()tD — d:‘;’o 2:.

Z tohoto vztahu vidime, Ze délka vrhu zavisi na udélené pocatecni rychlosti a vysce.

e Kdyz jsme na zahrad¢ a hazime si micem se sourozencem nebo kamaradem, vykonavame
Sikmy vrh. MiC leti po zakiivené draze (obr. 16). Mici udélime pocatecni rychlost v, tato

rychlost ma smér Sikmo vzhtiru. Uhlu, ktery svird zemé se smérem vrhu, se fika elevacni a znaci
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se a. V bod¢ C je mic¢ek v nejvys§im mozném bod¢, jedna se o vrchol paraboly. Soutfadnice bodu
. - o, . 1., 2
B jsou: xB:votCOS(x,szvotsm(x—Egt .

V bodé¢ D jsou soutadnice X,=d, y,=0. Pro osu y plati, ze y = 0. Vyjadiime-li yp
v soufadnicich a polozime rovno nule, ziskame cas #p:

—0=7 ¢ i 1. 2v,sin
Yp— _votDSIH(X_EgtD; ZtOhOplyne l‘D:f.

Nyni ziskanou hodnotu ¢asu dopadu dosadime do xp:

—>2 .
2v,sinx cos

-

Xp,=d=V,t,cosx= 2

Tim jsme ziskali hodnotu pro délku vrhu, ktera zavisi na druhé mocniné velikosti v, a na
elevaénim thlu a. Délka vrhu je nejdelsi, pokud je elevacni uhel roven 45°. Toto vSe ale
uvazujeme pii zanedbani veskerych vlivil, naptiklad odporu vzduchu. Obrazek 17 ukazuje rozdil
Sikmého vrhu ve vakuu a ve vzduchu. Ve vzduchu se parabola deformuje piisobenim odporové

sily na tzv. balistickou kiivku, pti které je nejvétsi vzdalenost dopadu pii elevacnim thlu 42°.

Y

29t

vy / votsina

/}/ C BJR:&\ y = votsina — %gtz
vpsine| A1 M
o o) | e
=4 Vp COS v D -

x =gl cos o

Obrazek 16: Sikmy vrh, podle E. Svobody

ve vakuu

Ve "\"/.{11_11"}1[?_

d

Obrazek 17: S'ikm)} vrh ve vzduchu a vakuu,
podle E. Svobody
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3.1.4 Dostrediva sila na retizkovém kolotoci

Predstavme si situaci, kdy sedime na fetézovém kolotoc¢i. Pokud je koloto¢ v pohybu ptisobi na
nas dostfediva sila. Dostiediva sila F; je vyslednici vSech sil, které na téleso piisobi. V nasem
ptipad¢ se jedna o vyslednici tithové sily Fg a tahové sily fetézu Fr. Dostiediva sila je pfimo
umérnd dostfedivému zrychleni a ma 1 jeho smér. Na obrazku 18 vidime dostfedivou silu Fy,

ktera vzdy smétuje k ose otaceni (do stiedu kruznice). Obrazek 19 piedstavuje koloto¢ z boku a

je zde znazornén rozklad dostredivé sily.

| \ Fr
| c';\
|
Fd k 9
\
v
\
\]
i v Fg
Obrazek 18: Pohled na koloto¢ Obrazek 19: Pohled na kolotoc¢
z vrchu, podle E. Svobody z profilu, podle E. Svobody

Dosttediva sila se vypocte pomoci vztahu:

F,=mad,.
-
Pokud vezmeme ,=—=w’-r, pak je mozné psat:
r
i
1 2
F,=m—=muwr.
r

3.1.5 Kineticka energie pohybujiciho se vlaku

Kinetickou energii ziskavaji télesa, ktera se vzhledem k dané vztazné soustavé pohybuji.
Budeme uvazovat pohybujici se vlak (t€leso) vii¢i Zemi (vztazné soustava). K uvedeni vlaku do

pohybu potifebujeme vykonat praci. Na zacatku situace je vlak v klidu vzhledem k zvolené

34



vztazné soustavé a ma hmotnost m. Aby se vlak zacal pohybovat, udélime mu konstantni silu £

Vlak se bude podle druhého Newtonova pohybového zdkona F=ma pohybovat stalym

. o 1. . .
zrychlenim a. Po urcité dobé& urazi vagoén drahu s= 54 t* abude mit rychlost v=at.

F=ma ¥
L1 [
T e
g =%ﬂ.'l:2

Obrazek 20: Draha viaku v case t, k odvozeni Ex, viastni ilustrace

Vykonana prace pii uvedeni vlaku do pohybu je rovna W=Fs. Odtud:

Prace vykonana je mirou zmény kinetické energie, neboli W=AE,. Jestlize byl vlak ptivodng
v klidu, miZeme fici, Ze prace W je ptfimo rovna kinetické energii E;. Kinetickd energie je dana

vztahem [J]:

S kinetickou energii se dale mizeme setkat naptiklad pii hrani kule¢niku. Zde uvadime koule
z klidu do pohybu tdgem. Mame vSak soustavu hmotnych bodi — vice kouli, proto musime
uréovat celkovou kinetickou energii soustavy. Celkova kinetickda energie je rovna souctu

jednotlivych kinetickych energii.

3.2 Mechanické kmitani

Nejcastéji se s kmitdnim setkdme u tzv. mechanickych oscilatort, coz jsou zafizeni, kterd mohou
voln¢ kmitat. Priklady takovychto zatizeni ukazuje obrazek 21. Jednou ze zdkladnich veli¢in
popisujicich harmonicky pohyb je zrychleni. Pfedstavme si kuli¢ku umisténou na provazku a

zavéSenou na drzaku. Rychlost v bude nejvyssi v rovnovazné poloze. Naopak v krajnich bodech
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je rychlost v nulovd a méni se jeji smér. Vektor zrychleni a, pohybu kuli¢ky (po ¢asti kruznice)

sméfuje do stfedu S. Pro zrychleni a je dan vztah'":

-

-~
a=—w"y.

e 7 ror 4 . r N — Tr —_—
Veli¢ina o se nazyva uhlova frekvence a je ddna vztahem: w=2—-=2m f.

~

A
&

4 I ; ! L

a b

g
,"; 5
G 2]
d - - 5

Obrazek 21: Mechanickeé oscildatory, podle E. Svobody

3.3 Elektrina

Elektfina je souhrn elektrostatickych (pfitahovani a odpuzovani elektricky nabitych castic) a

elektrodynamickych jevl (proud jako ¢asové zavislé veli¢ina). Pro elektrickou praci plati vztah:
w=UQ.

Za cas t se premisti vodiCem ¢astice s nabojem O, na spotiebici je napéti U a prace je vykondna
silami elektrického pole. Méame-li spotfebic, kterym prochéazi konstantni proud / a ma odpor R,

pak miizeme vyuzit vzorcu:

, elektricky proud

1:%. Ohmiv zékon

13 Odvozeni vztahu viz [10], str. 198.
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Pokud vyjadiime Q ze vzorce pro elektricky proud a dosadime do vzorce pro praci dostaneme:

W=UIrt.

2

Pomoci riiznych interpretaci Ohmova zakona dostaneme: W =RI*t nebo W= =z t.

Odtud je jasn¢ vidét, ze prace W je pfimo umérnd druhé mocnin€ napéti U a nepfimo umeérna

odporu R. MiiZeme nyni odvodit 1 vztah pro vykon elektrického proudu. Vime, Ze:

P=—.
t

Za praci W dosadime vzorec, ktery jsme odvodili vyse a dostaneme:

2

P:UI:% nebo P=RI>.

Zde je vidét, Ze vykon elektrického proudu je pfimo imérny odporu R a kvadratu elektrického

proudu /.

3.4 Specialni teorie relativity

Obrizek 22: A. Einstein, podle E. SV(;body

Specidlni teorie relativity je jednim z novéjSich obort fyziky, které zacaly vznikat koncem
19. stoleti. Specialni teorie relativity zménila predstavu o prostoru a case (kontrakce délek a
dilatace ¢asu). Hlavnim piedstavitelem specidlni teorie relativity byl A. Einstein (1879-1955),
obr. 22. A. Einstein vyslovil dva zékladni principy: princip konstantni svételné velikost rychlosti

a spec. princip relativnosti o rovnocennosti vSech inercialnich systémi. A. Einstein dale dokézal,
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ze pti zmeéné celkové energie télesa se zmeni také hmotnost tohoto télesa. Einsteiniv vztah mezi

energii £ a hmotnosti m je:
E=mc*, kde cje rychlost svétla.

Tento vztah byl posléze ovéfen v jaderné fyzice. Vztah vystihuje kvadratickou zavislost, ale
velikost rychlosti svétla ve vakuu je povaZzovana za konstantni, tudiz se zde nejednd o druhou

mocninu proménné veli¢iny.
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4 PC-aplikace

V této kapitolce se seznamime s riznymi softwary a aplikacemi, které maji né¢jakou souvislost
s kvadratickou funkci, kvadratickou rovnici nebo nerovnici. Tuto kapitolu jsem si vybrala,
jelikoz mam velice blizko k praci s pocitaci. Vzhledem k mému studijnimu oboru se stale castéji
setkdvam s riznymi pocitacovymi softwary. Ve fyzice velice €asto vyuzivame rizné programy
pro vypoCty nebo vykresleni. Sezndmime se zde s témi zndméjSimi, které nam ptiblizi

kvadratickou funkci a jeji graf.

4.1 Microsoft Excel

Microsoft Excel je povazovan za jeden z nejzndméjsSich programtl, je soucasti placené¢ho balicku
Microsoft Office (nebo v dneSni dobé hodné pouzivanym balickem OpenOffice, kde Excel je
nahrazen Calcem). V Excelu mlzeme zpracovat vlastni funkce v graf. J& jsem ale vyuzila jiz
pfedem naprogramovany Excel. V tomto naprogramovaném Excelu miizeme ménit koeficienty

a, b, c. Na obrazku 23 jsou zvoleny koeficienty: a=-2, b=—1, c=4.

B3 Microsoft Excal - ménime koeficienty exell !l

) soubor Upeavy  Zobemsk Vh3E Fomnd  [Wstoje Data Ohoo  NWpawfda

NN A~ WESRE T[T ME-Nievl <N r Wintuate AL N NN A T A WA - ) Eénrﬂ z M g B L Il
[a - i

_[AL B C B E [ F [ & [H[I I JK[LIWM[N[O[P]Q] R [S[TIW[ ¥
i

2 | Graf kvadratické funkce
_j_ Graf kvadratické funkee

| ohacny zapis funkce  y=ax +bx+ ¢ o
e | Tre
17 | a=| -2 3
|8 | b= -1 ?
£l o= 4 3

§] )

L

2 YE( 2 )XH( 1 )x+( 4) 3

iES

14| xly x|y 2

15 | -10[-188 1)1 1

6 148 2|6 N D N N ' . s S I
17 51116 317 s -8.7 5 503,08 1l234 5678 31
13 -7 |57 4(-32 "
B i (7] 5|51 2

20 -5|-41 B|-74 3
El 4|24 7101 s
E 5K 6132

3| 2= 5[-167 i

24 BlE] 10]-206 i

2 04 -

A3 T — 4
|27 | D= 33 sonfadiice vicholu: 4

2 ®e= =17 = 0,25 "
3| | x=119 y= 4125

30|

Obrazek 23: Excel, vlastni animace
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Z Excelu se hned dovime, jaké jsou koteny zadané funkce, soufadnice vrcholu, hodnota
diskriminantu a jak vypada graf. Pouze pfi D < 0 nam Microsoft Excel neud4 hodnoty kotfent,
presto vykresli graf. Velmi pékné je ptipraven program, ktery je ptehledny a ktery vygeneruje
také ,.tabulku®, ktera udava hodnoty y v bodech x={—10,—-9,-8,...,8,9,10].

Jediné, co tomuto programu vytkneme, je, ze pfi urcité kombinaci koeficientd se graf paraboly

lehce zkiivi (obr. 24) a vykresleni neni pékné. Zvolené koeficienty: a=6, b=5, c=—1.

E2 Microsoft, Excel - meénime koeficienty exell!!
2] Soubor Upravy Zobeask WhEE Fomd  Mistwie Doto Okno  Mipaufd

IO 1 (NI 1 T el P R R S T 0 R e W T 7 Ei*‘"ﬂ‘ g 14 Bt 1]k
[s - A& 5
& B i3 ] E [ F [ & [A[I] J [K[LIMIWM][O[P[G] R [S[TN ¥
4
2 Graf Kvadraticke funkce
? Graf kvadratické funkece
5| ohecny zapis fankee  y= axt = b + ¢ i
| & | ad
17 | a=|_6
|8 | b=| & 7
19 | e=| -1 &
10 5
T | 4
2
i = 6 + 3 x+{ -1
12 y=( 6 )X4( 5 )x+(-1) ;
|14 | HIY Ay 2
15| -10[543 1[i0 .
£ -5ldn 32 T T T T T T T T T + T T T T T T T T
[ e allee Ans 7B 543212348675 aih
18] 7|28 a[i1s .
K& EES 5[i74 2
Eil &[124 G245 3
21 a|7s 7[5 #
F e B[4z
= 5 [E alszn -
|24 | B0 10]E43 &
125 o1 7
%5 a
erd 0= 48 sonfadnice vicholu: ¥
2| | %=047 x= 0,42 L
2 ¥p= -1 y= 2,04
5 — - i

Obrazek 24: Excel, vlastni animace

Druhé naprogramovani v Microsoft Excel je vykreslovani grafu kvadratické funkce, ktera je ve
tvaru f:y=a-<(x+b)+c. Zde mizeme ménit koeficienty a, b, c, ale uvédomujme si, Ze se
nejednd o standardni zadani kvadratické funkce. Zmeéna koeficienti nam velice usnadni
znazornéni zmény grafu kvadratické funkce vzhledem k osdm (obr. 25). V Microsoft Excel

vidime, jak se posouva graf pii zméné koeficientu b, ¢ a pfi zmén¢€ a se meéni tvar paraboly.
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Obrazek 25: Excel, viastni animace

4.2 Webové aplikace

Webova aplikace je sluzbou webového serveru pies pocitacovou sit’ internet. Webové aplikace
jsou oblibené kvuli tomu, Ze si software nemusime instalovat do pocitace a jsou volné pristupné.
Na internetu se da vyhledat spousta aplikaci, které ndm umozni vykresleni grafu kvadratické
funkce. U v8ech se prakticky vzdy daji zménit vSechny koeficienty a aplikace nam vykresli graf
kvadratické funkce. Vybrali jsme si dvé webové stranky. Prvni aplikace je jedna z téch horSich,

které jsme prohlizeli. Druha webova aplikace je podle nas dobie naprogramovana.
Nejprve si ukdzeme aplikaci z webové stranky:
http://www.analyzemath.com/quadraticg/quadraticg.htm

Jedna se o anglicky web, ktery ale ma spoustu nedostatkti. Aplikace jen ndhodné vykresluje
grafy. V programu se nic nedda ménit. Jediné co miZeme ménit jsou méfitka jednotlivych os.
Z aplikace se dostaneme pouze tlacitkem na ,,click here to close window . Jeden ndhodny graf

kvadratické funkce, zndzornény touto webovou aplikaci, je znazornény na obrazku 26.
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Obrazek 26: webova aplikace, viastni animace

Druhou aplikaci, kterou si zde ptiblizime, najdeme na strance:

http:// www.vichr.gsh.cz/default.aspx?pg=741ec374-2332-4226-83c0-4913f5183e83

v = awi+ bx+c

= = I

v = 0.B29xF + 213+ 0.96

Obrazek 27: webova aplikace, viastni animace
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¥y = ax‘+hx+c
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=
i
Coave]

¥ = 0820 + 213x+ 096

Obrazek 28: 4.2¢

V této aplikaci se mohou ménit koeficienty v ur€itém rozsahu. Hodnota kvadratického
koeficientu je mezi (-5,04, 5,05), hodnota linearniho koeficientu je (6,31, 6,31) a absolutni ¢len
nabyva hodnot (-4, 4). Na obrazku 27 je vidét graf funkce f(x):y=0,829x*+2,13x+0.96.

Zapis funkce se ndm zobrazi. Hodnoty se daji ulozit, v dal§im kroku se graf uchova, ale uchovéni
plati pouze pro jeden graf — pokud chceme ulozit dalsi, nebo pokracovat automaticky se vymaze.
Dulezité je, ze si mtizeme oznacit nacrtnuti grafti jednotlivych ¢lent kvadratické funkce, kdyby

ostatni koeficienty byli nulové (viz obr. 28), jedna se o fialovou, zelenou a modrou kiivku.

V kapitole jsme chtéli ukézat, co v§e nam ptinasi propojeni matematiky s moderni technikou. Ne
vzdy jsou vSechny aplikace a programy, s kterymi se setkavame ku prospéchu. Chtéli jsme
poukézat na rizné funkce aplikaci a programdi, na které bychom se méli zaméfit pii hledani toho

nejvhodnéjsiho pro nasi praci.

43



Z.aveér

Prace méla za ukol shrnout téma tykajici se kvadratické zavislosti. Dozvidame se, kdy se
matematici setkali s kvadratickou zéavislosti a rovnici poprvé a jaky byl jeji dalsi vyvoj. Zabyvala
jsem se historii v zemich, které byly matematicky vyspé¢lé. Zjistila jsem, ze vypocty vedouci k
feSeni kvadratické rovnice byly velice podobné t€ém dneSnim. Zaujalo mé&, Ze matematici

nepfipoustéli zaporny kvadraticky koten.

Prace popisuje teorii kvadratické funkce, kvadratické rovnice a nerovnice. V této praci jsou
uvedena feSeni kvadratické rovnice a popséano sestrojeni grafu kvadratické funkce a jeho vyuziti

pfi feseni kvadratickych nerovnic.

Poukézala jsem na redlné vyuziti matematiky ve fyzice. Pravé kvadratickd rovnice je ve fyzice
velice Casto pouzivana jako pfirozena souvislost popisu déji. Pokud chceme feSit kvadratické
funkce a kvadratické rovnice, tak miizeme pouzivat fyzikdlni vzorce s kvadratickou zavislosti.
Ukazuji zde zakladni fyzikalni vzorce, které popisuji fyzikalni jevy. Chtéla jsem zduraznit, Ze
kvadraticka zavislost je dlezita pii popisu pohybu téles. Tyto zavislosti jsou pro lepsi pochopeni

uvedeny na prikladech z bézného zivota.

Ve fyzice 1 v matematice se dale velice Casto vyuZzivaji i pocitaCe, pro sestrojeni raznych grafii
funkci. Proto jsem na zavér prace popsala nékteré PC-aplikace a webové aplikace, které jsou

nécim piinosné a kterym bychom se méli radéji vyhybat.
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Priloha

Skolské vzdélavaci softwary

Prakticky kazda Skola ma zakoupeny néjaky vyukovy program. Nejedna se vzdy o matematické
softwary. S jednim takovym softwarem se seznamime nyni. Vybrali jsme tento, jelikoz je z mého
bydlisté. Jednad se o vyukové CD, které se pouzivd na Gymnaziu v Rumburku. Zdejsi ucitel
Mgr. Jaroslav Koke$ sam pro zaky vytvofil vyukové programy, které se zamétuji na procviceni
probirané latky. Programy, které obsahuje CD se nainstalovalo na Skolni pocitace a zde si zaci

Skoly mohly procvicovat své nabyté védomosti.

Z CD, které obsahuje programy na procviceni celého uciva matematiky na ctyfletém gymnaziu,
se podivame pouze programy, které obsahuji cviceni tykajici se kvadratickych rovnic, nerovnic a
funkci. Program po jeho absolvovani zhodnoti rychlost, spravnost a vyhodnoti procviceni

znamkou. Program chce pfedem nékolikrat vyzkouset, aby poZzadovand zndmka byla nizka.

Uvedeme si zde n€kolik obrazkt, které se dotykaji naseho tématu.

= PoZet kofenii kvadratické rovnice vC DISKR2C (+1-5) viiv... = |[B]X]

dva komplexné sduzené koieny BOd lol .

| KVAROZK3 20 prikladia kladna Eisla do 19

Cas KONED DOBRE CHYE FRIKLAD -
ZRUSIT
=1 IE 1 1

Urcete a,b v rozkladu (x+a).(x+b)

%2427 .x+170=

w0 m I | 4 u 6 W w3 u

ENTER

N -11. N -13. H-15m N -17. o -19

Obrazek 30: urceni koeficientiit podle zadani, viastni
animace
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B Kvadratickd funkce KVADFUN{ 20 prikladd EEX

priklad

. 2

B
[

y:XZ + ’T.X +’7 Dobrych: 3

Obrazek 31: urceni koeficientul z grafu, vliastni animace

B Kvadratickeé rovnice v R (20 pr.) - rovkv2 E@@

Nema fegeni : "N" nebo "n" nebo ".
x"2-4.x+0=0

D =| 16 [ Pikad
1

0§

D= 4
K={ 4 ;

1

Obrazek 32: urceni diskriminantu a
korenu, viastni animace
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