EINFLUSS EINES MAGNETISCHEN FELDES
AUF EIN SCHWINGENDES PIEZOELEKTRIKUM
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The influence of a magnetic field on a vibrating piezoelectric medium is studied. It is found that
the magnetic induction weakly influences the vibrations of this medium.

1. EINFUHRUNG

Den Gedanken, die Frequenz eines piezoelektrischen Kristalls durch ein stationires
elektrisches Feld zum Zweck der Nacheichung zu beeinflussen, hat zum erstenmal
Vilbig [1] ausgesprochen. Wie aus den Arbeiten [2], [3], [4] folgt, trifft es tatsich-
lich zu, daB man die Frequenz piezoelektrischer Kristalle durch ein stationéres
elekirisches Feld beeinflussen kann. '

Versucht man bei einer qualitativen Beschreibung dieses Effektes (und nur in
erster Niherung) ein schwingendes Piezoelektrikum als ein System von Dipolen —
harmonischen Oszillatoren — zu betrachten, stellt man fest, daBl ein elektrisches
Feld dieses System zwar polarisiert und die Trajektorie des Oszillators von der
urspriinglichen Richtung etwas abneigt, sie aber weder kriimmt, noch die Direktions-
kraft des Oszillators dndert. Da sich jedoch die Resonanzfrequenz des Oszillators
trotzdem #dndert (und zwar offensichtlich durch den EinfluB der Wechselwirkung
zwischen den Dipolen des Systems), dndert sich notwendigerweise auch die Direk-
tionskraft k und mit jhr die Frequenz w, nach der Formel

wi=X.
m

Der EinfluB eines magnetischen Feldes auf ein System harmonischer Oszillatoren
macht sich auf eine andere Weise bemerkbar. Durch seinen EinfluB tritt nicht nur
eine andere Art von Wechselwirkung zwischen den Oszillatoren (und damit vielleicht
auch eine Anderung der Materialkonstanten) auf, sondern auch eine Anderung der
Frequenz eines Oszillators, die durch die Kriimmung seiner Trajektorie verursacht
worden ist. Der EinfluB eines magnetischen Feldes auf die Frequenz von Piezo-
kristallen in diesem Sinne zu studieren, ist Aufgabe der vorliegenden Arbeit.

Soweit uns festzustellen gelungen ist, ist die Vermutung, ein magnetisches Feld
konnte die Frequenz eines Piezokristalls moglicherweise beeinflussen, auch in der

Arbeit [5] ausgesprochen worden.

2. EINFLUSS EINES STATIONAREN MAGNETISCHEN FELDES AUF DIE
BEWEGUNG EINES HARMONISCHEN OSZILLATORS UND EINES DIPOLS

Durch Losung der dynamischen Aufgabe iiber den EinfluB eines stationiren mag-
netischen Feldes auf die Schwingungen eines harmonischen Oszillators mit der La-
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dung g kann festgestellt werden, dass dieses Feld mit der Induktion B die urspriing-
liche Frequenz w, (d. h. seine Frequenz ohne die Wirkung eines magnetischen Feldes)

auf den Wert B
QB=\/(C°§+‘U12;); w3=—q—-,
m

erhoht, die urspriinglich gerade Trajektorie des Oszillators in die Form einer Ellipse
krimmt und die urspriingliche Amplitude des Oszillators im Verhiltnis w,/Qp
verkleinert (Fig. 1a).

2z
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Fig. 1a. Die Trajektorie der Ladung g eines har-  Fig. 1b. Der EinfluB des magnetischen Feldes

monischen Oszillators im magnetischen Feld. auf die Schwingung der einen Ladung eines

OA ist die urspriingliche — OC die durch den Dipols im mit der zweiten Ladung fest ver-

EinfluB des magnetischen Feldes verkiirzte bundenen Koordinatensystem.
Amplitude.

Diese Erwégungen, die fiir einen harmonischen Oszillator giiltig sind, lassen sich
auch auf einen Dipol iibertragen, dessen einen Pol man festhélt und den anderen
wie einen harmonischen Oszillator schwingen 148t (Fig. 1b). Fiir den EinfluB eines
magnetischen Feldes auf die Schwingungen eines Dipols gelten dann die gleichen
Resultate wie fiir den EinfluB eines magnetischen Feldes auf die Schwingungen eines
harmonischen Oszillators. ,

Treten bei Wechselwirkung zwischen den Dipolen des Systems zu den urspriingli-
chen Bindungen weitere Bindungen (durch 1, 2, 3, ... bezeichnete) hinzu, so erhoht
sich die urspriingliche Frequenz w, auf den Wert

Qp1a.. = /(@ + 02+ o) + o) +..).

Wie aus dieser Formel ersichtlich ist, verringert sich bei wachsender Anzahl von
Bindungen der relative Anteil des Einflusses des magnetischen Feldes (d. h. der Anteif
des Gliedes wp) an der urspriinglichen Frequenz w,. Es 188t sich mit Riicksicht daraul
erwarten, daB3 der Einflul des magnetischen Feldes auf ein Dipolsystem klein ist.

3. DER EINFLUSS EINES MAGNETISCHEN FELDES AUF EIN SCHWINGENDES
PIEZOELEKTRIKUM

Bei Schwingungen wird der Zustand eines Piezoelektrikums durch die piezoelek-
trischen Zustandsgleichungen [6] und die Bewegungsgleichungen bestimmt. Eine
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der Moglichkeiten, den EinfluB eines stationfiren magnetischen Feldes auf ein
schwingendes Piezoelektrikum auszudriicken, ist die Einfithrung des Einflusses eines
magnetischen Feldes als eine Volumkraft, sofern eine solche Kraft iiberhaupt exis-
tiert. Nun soll gezeigt werden, daBl sie wirklich existiert und welche Form sie hat.

Auf einen freien schwingenden Dipol (Fig. 2) wirkt
ein magnetisches Feld der Induktion B mit einer resultie-
renden Kraft

) F=g[(r+1i)x B, —rxB_]

ein. Verkiirzt sich der Vektor I unbegrenzt und vergroBert
sich gleichzeitig die Ladung ¢ so, daB der Vektor

p = lim (qI)
{—0

g~

Fig. 2. Zur Herleitung
der Kraft, mit der ein
endlich bleibt, so folgt aus (1) fiir die Resultante F), die auf —magnetisches Feld auf

den Dipol im magnetischen Felde wirkt, der Ausdruck einen schwingenden Di-
pol einwirkt,

)] F9=rx(p.V)B+p x B.

Fiir kleine Verschiebungen u; kann man fiir die i-Komponente dieser Kraft den
Ausdruck

du; 0B, op,
3 F(id)=8i. = Xk + pJB ,
®) ”‘(dt o, T o

in dem &;;, den Levi-Civita Pseudotensor bedeutet, herleiten. Wird in diesen Ausdruck
die elektrische Polarisation als rdumliche Dipoldichte eingefiihrt,

zp
4 p==P
C) v

so kann die i-Komponente der Kraftdichte f®, die auf ein Piezoelektrikum im magne-
tischen Feld wirkt, durch die Formel

du; 0B dP.
5 5“)_— eal——%P,+ —IB
©) f Jk(dt 0x, ! dt ,

ausgedriickt werden.

Im Ausdruck fiir die Polarisation P; ist der Beitrag des elektrischen Feldes der
Feldstirke E; im Gliede ggk;;E; und der Beitrag der Deformation uy im Gliede
e; i enthalten, so dalB3

(6) P} = ejkluk, + 801€ijm
gilt. Im allgemeinen sind der Verzerrungstensor u,;, der Verschiebungsvektor u, und
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die elektrische Feldstirke E,, Funktionen der Zeit- und Ortsvariablen, so daB

Qg _ Q| Oy O,

7 = >
@) dt ot ox; ot
dE JE ¢E, 0
(8) Com _ OCm , OFm OUn
dt ot ox, Ot
ist. Ausserdem ist
©) duy _ Oy | Quyouy (5 %)f%i%,
dt ot Ox; Ot ox;/) ot ot

Wendet man die piezoelektrische Zustandsgleichung [6] an,

(10) Tij = Cijutha — ik
so kann man nach Einsetzen von (7) und (8) in die Gleichung (5) mit Riicksicht auf
(6) die Differentialgleichung fiir die Bewegung des Piezoelektrikums in der Form

i1 Cisg —— — € +

( ) jki axj ik axj
du; 0B, ou ou,, ou
+8i' R emnumn+8KmEm + €lrs —rs+_ﬁ—m +
"‘{at ax,(’ o¥inEn) [’(at 0%, at>
+ &K % + a_E_'” ?ﬂﬁ B = @
e T ax, at )| " o2’

2ukl == gﬂ + __a_u_l.
0x; 0x,

aufschreiben.

Es ist bemerkenswert, daB in den Gleichungen, die bestrebt sind, den Einflul} eines
elektrischen und magnetischen Feldes auf den Bewegungszustand eines Piezoelek-
trikums auszudriicken, die GréBen OE,/0x, und 0B,/dx,, die die Unhomogenitit
dieser Felder charakterisieren, auftreten. Ist das elektrische Feld homogen (auf den
Kristall wirkt aus den Randunhomogenititen der elektrischen Feldstirke keine
Volumkraft ein), so folgt aus (8) dE,,/dt = OE,,/ot.

Es 146t sich erwarten, daB der EinfluB des magnetischen Feldes auf die Schwingun-
gen der Piezoelektrika sehr klein ist und nur an der Anderung der die Schwingungen
beschreibenden GroBe (z. B. der Frequenz, der Phasenverschiebung oder der Ampli-
tude) bemerkbar sein wird, die mit groBter Genauigkeit gemessen werden kann. Eine
solche GroBe ist gewiBl die Frequenz. Deshalb leiten wir aus der Gleichung (11) eine
Gleichung fiir irgendeine einfache Schwingung her, um aus ihrer Losung eine Formel
fiir diese Frequenz abzuleiten, gegebenenfalis um aus der Form der Differential-
gleichung auf den EinfluB eines magnetischen Feldes auf weitere GroBen dieser Art,
welche Schwingungen beschreiben, zu schlief3en.
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Nimmt man einfachheitshalber an, dafl das schwingende Piezoelektrikum in einem
homogenen elektrischen Feld der Feldstirke E(E, 0,0) und in einem homogenen
magnetischen Feld der Induktion B(0, 0, B) liegt, so vereinfachen sich die Gleichun-
gen (11) und nehmen die Form

ey St o [ (s Oy Ot o OBy p _ Ou;
Mox, LT\ ox, o) Ta | T e

ox, 0x,
an.

4. LANGSSCHWINGUNGEN EINES PIEZOELEKTRISCHEN STABCHENS
IM MAGNETISCHEN FELD

Zum Zweck der Verifizierung des Einflusses eines magnetischen Feldes auf ein
schwingendes Piezoelektrikum leiten wir aus den Gleichungen (12) eine Differential-
gleichung fiir die einfachste Art von Schwingungen, die
Langsschwingungen, ab. Die Differentialgleichung von

Lingsschwingungen piezoelektrischer Stdbchen ohne ’
Riicksicht auf die Wirkung eines magnetischen Feldes '9
ist einfach und ihre Losung ist bekannt.
Wir nehmen deshalb an, daBl das Stibchen in freien :I

Langsschwingungen in Richtung der y-Achse eines mit
ihm verbundenen Koordinatensystem Oxyz schwingt
(Fig. 3). Mit Riicksicht darauf, daB der Verriickungsten-
sor nur von der Koordinate y und der Zeit ¢t abhingt, Fig. 3. Orientierung eines
u(0, v, 0) = u(y, t), ist die einzige von Null verschiedene Quarzstébchens im magne-
Komponente des Verzerrungstensors u; die Komponente tischen Feld.
Uy, = Ov/0Y.

Bezeichnet man c,5,, = €35, €555 = € 5, so folgt aus der Gleichung (12) unter
der Voraussetzung, daBl E = 0 ist, die Gleichung fiir ein frei schwingendes Stiibchen

% % ofvov

13 Crros — ey Bl e ,BEY LTV
13 2o P e T e T Yo

{

X

Man kann erwarten, dal der EinfluB des magnetischen Feldes bei kleinen Werten
der magnetischen Induktion auch klein sein wird, so daB sich die Losung der Glei-
chung (13) von der harmonischen
(14) oy, 1) = voekerH)

nicht allzusehr unterscheiden wird. AuBlerdem geht die Gleichung (13) fiir den Fall
B = 0 in die Gleichung

(15)

v %
sza—y2 = Qa—tz‘

czech. J. Phys. B 14 (1964} 193



Fr. Benes, F. Soska

iiber, und deshalb muf auch die Losung der Gleichung (13) bei B = 0 mit der Lsung
(14) der Gleichung (15) zusammenfallen. Durch Abschitzen kann man feststellen,
daB das dritte Glied der linken Seite der Gleichung (13) wenigstens um vier GroBen-
ordnungen kleiner als das zweite Glied ist. Dadurch vereinfacht sich die Gleichung
(13) auf die Form

*v Pv 0%

16 Crpas —e B2 = %Y
(16) 2500 7 02T T

Versucht man sie mit der Funktion (14), in der w = 2zf die Kr\eisfrequenz der
Schwingungen und k = 2n/A der Betrag des Wellenvektors ist, als Ansatz zu 16sen,
50 findet man, daB3 die GréBen w und k der Gleichung

17) k% + e, ,Bkw = g0

geniigen miissen. Daraus folgt fiir die Phasengeschwindigkeit ¢ = w/k, mit der sich
die Verschiebung ausbreitet, der Wert

(18) ¢ =A/[@ (1 + ebBZ)] 4 faB
Q 4cyr0 20

Offensichtlich ist fiir den Fall B = 0 die Geschwindigkeit ¢, der Ausbreitung ciner
elastischen Verschiebung — wie erwartet — ¢, = \/ ¢,5,/0. Es zeigt sich ferner, dal}
das Glied (e? ,B?)/(4c,,0) gegeniiber der Eins einen Wert der GroBenordnung
. 107'¢, d. h. einen vernachlissigbar kleinen Wert hat. Fiir die Frequenz f, = ¢/A =
= ¢/21 der ersten harmonischen Schwingung bekommt man den Ausdruck

S N

Nach Einsetzen der Werte ¢,, = 86,74 .10° Nm™2, 9 = 2,65.10°kgm ™3, ¢, , =
=—e, 4=—L17.100*NV™!m™, B=1Vsm™? fiir ein Quarzstibchen der
Linge I = 20 mm ist die relative Frequenzéinderung

éfz_ fi —fo — e1,,B

fo fo 2\/(0220)

von der GréBenordnung 10™8,

(20)

5. ZUSAMMENFASSUNG

Um ein annihernd richtiges Bild iiber den Einfluf} eines stationidren magnetischen
Feldes auf einen schwingenden Dipol zu erhalten, haben wir uns im Teil 2 mit dem
EinfluB dieses Feldes auf die Schwingung einer freien, an eine Gerade gebundenen
Ladung beschiftigt. Es hat sich gezeigt, daB sich die Frequenz eines solchen Oszilla-
tors erhdht. Schwingungen eines Dipols, dessen eine Ladung festgehalten und die
andere an zwei zueinander senkrechte Geraden gebunden ist, sind unharmonisch.
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Der Anteil des Einflusses eines magnetischen Feldes auf die Frequenz sinkt bei diesen
beiden Bindungen, und zwar um so mehr, je groBer die Anzahl der Bindungen ist.
Im Teil 3 haben wir angenommen, daB das Piezoelektrikum sich aus Dipolen zusam-
mensetzt, und haben die resultierende Kraft berechnet, durch die ein stationires
magnetisches Feld auf eine Volumeinheit des Piezoelektrikums einwirkt. Mit Hilfe
der Formel fiir diese Kraft und der piezoelektrischen Zustandsgleichung wurde die
Bewegungsgleichung (11) fiir Schwingungen von Piezoelektrika abgeleitet. Aus ihnen
folgt fiir den besonderen Fall von Lingsschwingungen piezoelektrischer Quarz-
stabchen eine relative Frequenzinderung von der GréBenordnung 107 5.

Falls die angefiihrten Voraussetzungen vom Mechanismus, mittels dessen die
Schwingungen durch ein magnetisches Feld beeinflult werden, wirklich nur zu
unbedeutenden Frequenzédnderungen (vorerst nur fiir Lingsschwingungen von
Quarzstidbchen) fiihren, kann man groBere Unterschiede zwischen den Werten,
soweit sie beobachtet wurden, nicht auf den Einflu der Lorentzkraft von der Form
(5) zuriickfiihren. AbschlieBend fiigen wir noch hinzu, daB sich im Sinne dieser
Ausfithrungen der Einfluf eines magnetischen Feldes auch dadurch bemerkbar
machen kann, daB er Parasitdtsschwingungen, sofern sie vor Einschaltung des magne-
tischen Feldes noch nicht bestanden haben, hervorrufen kann, oder sie wenigstens
beeinfluBt, sofern sie bereits vorhanden waren. Da jedoch reine Schwingungen in
der Regel von Parasitdtsschwingungen begleitet werden, konnte der EinfluB des
magnetischen Feldes auf Schwingungen irrtiimlicherweise auch einer Anderung der
Kopplungsfaktoren zugeschrieben werden.

Eingegangen am 10. 6. 1963.
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