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Anotace

Cilem diplomové prace bylo seznamit se s nejnovejSimi metodami feSeni problému hle-
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aplety a aplikace pomoci programovaciho jazyka Java. Aplety byly za¢lenény do interneto-
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pomucky pfi vyuce diskrétni matematiky a operacni analyzy. Zavéry diplomové prace ukazu-
ji, ze nejstarsi Borivkuv algoritmus se hodi jako zaklad pro nejnovéjsi metody feSeni problé-

mu minimalni kostry grafu.
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Seznam pouzitych veli¢in a znaek

t [s] ¢as

n pocet uzla

m pocet hran

O(n?) ¢asova narocnost algoritmu

G graf

A% mnozina vSech uzli

E mnozina vSech hran

h hrana

u,v koncové uzly hrany

w(h) ohodnoceni (vaha) hrany h

w(E) cena kostry grafu

T strom

B pln¢ se vétvici strom

f(v) list pln€ se vétviciho stromu

R«(G) tez grafem G

atd. a tak dale

napf. naptiklad

resp. respektive

tj. to je

tzn. to znamena

C programovaci jazyk C

C++ programovaci jazyk C++

JVM virtualni stroj Javy (Java Virtual Machine)
AWT standardni knihovna Javy

WWWwW celosvétova sit’ (World-Wide Web)
HTML jazyk pro vytvéieni dokumentii (HyperText Markup Language)
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1. Uvod

Témeét pred sto lety se v nasi zemi narodili dva pozdéji velmi vyznamni matematici Voj-
téch Jarnik a Otakar BorGvka. Na pielomu let 1925-1926, v dobé, kdy na jizni a zapadni
Moravé probihala elektrifikace, se Otakar Bortivka setkal s pracovnikem Zapadomoravskych
elektraren Jindfichem Saxelem. Ten jej poZadal o pomoc pii feSeni problému, kudy vést
elektrické vedeni spojujici nekolik desitek obci, aby bylo co nejkratsi, a tim co nejuspornéjsi.
Otakaru Boruvkovi se podafilo dany problém nejen vyftesit, ale také spravné formulovat. Na
jeho préci navazal Vojtéch Jarnik a navrhl jiny a jednodussi postup pro vytvofeni pozadované
konstrukce. Tteti feSeni problému, odlisné od pfedchozich dvou, podal roku 1956 Joseph
B.Kruskal. Dlouhou fadu let se v zamoti o Bortivkovi ani Jarnikovi nevédélo, a proto byly

tyto algoritmy znovu objevovany.

Ptestoze jsou zndmy algoritmy hledani minimalni kostry grafu, tento problém stale zlsta-
va v centru pozornosti mnoha odborniki. Jejich snahou je nalézt co nejrychlejsi a nejdimysl-
néjsi algoritmus fesici problém minimalni kostry nejen obycejného grafu, ale i riznych speci-

alnich graft.

Cilem diplomové prace je seznamit se s nejnove€jsimi metodami feSeni problému mini-
malni kostry grafu, zejména s ¢lankem popisujicim nalezeni minimalni kostry grafu v Case,
ktery je skoro jisté¢ linearni. Déle prostudovat klasické pfistupy feSeni problému minimalni
kostry grafu a vytvofit odpovidajici programové vybaveni. Ukolem je vytvofit interaktivni
aplety realizujici klasické algoritmy hledani minimdlni kostry grafu a aplikace pro vypocet
minimalni kostry grafu pracujici dle svych ¢asovych narocnosti. V zavéru prace je tieba po-
rovnat jednotlivé algoritmy a zhodnotit dosazené vysledky, které by mély byt vyuzivany pfi

vyuce diskrétni matematiky a operacni analyzy na Technické univerzité v Liberci.
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2. Zakladni pojmy z teorie grafa
Pro definovani a seznameni se s nékterymi pojmy v nasledujicich kapitolach bylo pouZzito

studijnich materialt, které jsou v literatuie [6][7].

2.1. Grafy

V nasledujicich kapitolach se budeme setkavat s objektem nazyvajicim se graf. Kazdy
graf se sklada z konecné mnoziny bodi, jez budeme nazyvat uzly. Spojnice téchto uzli bu-
deme nazyvat hrany. V grafové terminologii se miizeme setkat s orientovanymi a neoriento-
vanymi hranami a smyckami. Kazda neorientovana hrana je pln¢ popsana neuspotfadanou
dvojici koncovych uzli {u, v}. Orientovand hrana je pln¢ popsana usporadanou dvojici uzli
{u, v} svych koncovych uzli. V nékterych aplikacich se mizeme setkat se specialni hranou,
ktera za¢ina i konci ve stejném uzlu. Takovou hranu nazyvame smyckou. Jde o situaci, kdy
dany prvek systému ovliviiuje sam sebe. Pfedstavme si jednoduchy graf, kde uzly predstavuji
meésta a hrany silnice spojujici tyto mésta. Smycku si nyni mizeme piedstavit jako silnice
uvnitt mésta. Kazdd smycka mitZze byt dle typu ulohy neorientovand (popiSeme ji
uzlem u k némuz je pfipojena), nebo orientovand (popiseme ji usporadanou dvojici (u, u)).

Definice 2.1.1: Definice grafu

Bud’ V kone¢na mnozina. Ozna¢me :
V . v v h k , h N v 2 k r k ,
5= {{u,v}, u,ve V} mnozinu vSech dvouprvkovych ¢asti mnoziny V, V'~ kartézsky

soudin V' xV = {(u, v);u,ve V} , tj. mnoZzinu v$ech uspofadanych dvojic prvka z V.

14
G R A F je uspotadand dvojice G = (V,E) kde Ec[zjulﬂ uv.

Mnozina E N ( 2} se nazyva mnozina neorientovanych hran grafu G.

Mnozina E NV se nazyva mnozina orientovanych hran grafu G.

Mnozina E NV se nazyva mnoZzina neorientovanych smycek grafu G.

Mnozina E N {(u,u); ue V} se nazyva mnozina orientovanych smycek grafu G.

-12-



Jsou-li dva uzly u,v eV néjakého grafu G spojeny hranou 4, fikame, Ze u, v jsou soused-
ni . Rikdme, e hrana % tyto uzly obsahuje nebo Ze s nimi inciduje. Je-li / orientovana hrana
(h=(u,v)), pak uzel u se nazyva pocatecni uzel hrany /4 a uzel v se nazyva koncovy uzel hrany
h. Pro ur€eni orientace hrany se uziva Sipky, kterd smétuje od pocatecniho uzlu ke koncové-

mu. Na nasledujicim grafu si ukdzeme mnoziny hran, uzli a smycek.

Obrazek 2.1.1: Priklad jednoduchého spojitého orientovaného grafu

mnoZina uzli V ={a,b,c,d}

mnozina hran E ={{a,b},{c,d}.{b,c},{c,b}.{b.d},{d.d},a}
) ) V
mnozina neorientovanych hran £ [ 2j = {{a,b} , {c, d }}

mnoZina orientovanych hran ENV?> = {{b, c},{c,b},{b,d},{d,d}}
mnoZina neorientovanych smyéek £V ={a}

mnoZina orientovanych smyéek £ {(u,u); ue V} = {(d ,d )}

Definice 2.1.2: Definice izolovaného uzlu

Uzel u € V(G) se nazyva izolovany uzel grafu G, jestlize u neinciduje s zadnou hranou

heE(G).
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2.2. Neorientované grafy

Definice 2.2.1: Definice neorientovaného grafu

Neorientovany graf G je uspotfddand dvojice (V, E), kde V= {u,, u,, us,....,un} je kone¢na
mnozina prvkil zvanych uzly, E je mnoZina neuspofadanych dvojic uzll (u; u;), tedy hran. Pro

uzly plati, ze u; e Vproi =1, 2,.., n a pro hrany plati, Ze (u;, u;)eV proij=1,2,.., m.

Prosty graf nemd vicenasobné hrany.

Obycejny graf nema smycky ani vicenasobn¢ hrany.

Ohodnoceny graf f:V >R  uzlové ohodnoceny graf
f:E >R hranové ohodnoceny graf

Stupen uzlu «; je pocet hran incidentnich s danym uzlem.

Pro soucet stupiniti uzld platiZai :2-|E

, kde |E| je pocet hran. Graf s vyznaenymi

stupni uzlu je ilustrovan na grafu se Sesti uzly a sedmi hranami (viz. Obréazek 2.4.1).
Sled - posloupnost navazujicich uzlt
Tah — sled, ve kterém se neopakuje Zadna hrana
Cesta — sled, ve kterém se neopakuje zadny uzel
Kruznice - cesta, ktera zac¢ina a konci ve stejném uzlu
Souvisly graf — kazdé dva vrcholy lze spojit cestou
Strom — souvisly graf, ktery neobsahuje zaddnou kruznici

Rovinny graf — uzly grafu jsou body roviny a hrany lze reprezentovat spojitymi oriento-
vanymi kiivkami, leZicimi v roving, pficemz maji spole¢né body pouze v koncovych bodech.

Koncové body kiivek jsou uzly grafu. Graf, ktery neni rovinny, nazyvame prostorovy graf .

2.3. Ohodnocené grafy

V piedchozi kapitole jsme se letmo zminili o ohodnoceném grafu. Podivejme se nyni na

podrobnéjsi popis ohodnocenych grafii a jejich nejcastéj$i pouziti. Nejcastéji se pouzivaji
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hranové ohodnocené grafy, kde kazdé hrané je pfidéleno jistou funkci ohodnoceni. Ukazme si

tf1 praktické pouziti ohodnocenych grafii na nésledujicich situacich:

a) Predstavme si dopravni sit’ (napiiklad zelezni¢ni). Tuto sit' popiSeme grafem G,
v némz kazdému néadrazi odpovida uzel a kazdé trati odpovida hrana grafu. Chceme-li pomoci
naseho grafu fesit praktické otdzky zelezni¢ni dopravy, je pfirozené kazdé hrané grafu G

ptifadit redlné Cislo, majici vyznam napft. délky traté.

b) Jestlize je graf G grafem elektrického obvodu, tj. uzly odpovidaji uzlim obvodu
a hrany odpovidaji vétvim obvodu, pak kazdé hrané grafu G pfitadime hodnotu ptislusného

prvku obvodu.

¢) Méjme dan libovolny systém, ktery je tieba prevést posloupnosti operaci z vychoziho
stavu do cilového stavu. Uzly grafu G odpovidaji jednotlivym moZnym staviim systému.
Hrany popisuji operace, jeZ systém prevadéji ze stavu do jiného stavu. V tomto pfipadé mu-
zeme kazdé hran¢ pridélit napt. dobu trvani ptislusné operace, cenu operace apod.

Uvedené¢ piiklady nas dovedou k nasledujici definici.

Definice 2.3.1: Definice ohodnoceného grafu

Bud’ G graf. Funkce w: E(G) — (0,%) se nazyva hranovym ohodnocenim grafu G. Graf

se zadanym ohodnocenim se nazyva ohodnoceny graf.

Pokud hovotime o ohodnoceném grafu, kazda jeho hrana ma ptidélené jisté ohodnoceni.
V nésledujicich kapitolach se miizeme setkat s tzv. vahou hrany. Tento pojem je ekvivalentni
s ohodnocenim hrany. Ptiklad jednoduchého ohodnoceného grafu je na nasledujicim obrazku

(viz.Obrazek 2.4.1).

2.4. Zpusoby zadavani neorientovanych grafu

Nize uvedené zpiisoby jsou si velmi podobné a vybér spravného popisu zavisi na povaze
ulohy, kterou mame na grafu fesit.

V nasledujicich popisech grafii budeme piedpokladat o¢islovani uzli i hran. Piiklady bu-
dou ukézany na jednoduchém neorientovaném ohodnoceném grafu G (Obrazek 2.4.1). Graf se

sklada z Sesti uzl a sedmi hran. Zkratka St=4 znamen4, ze dany uzel je stupné Ctyfi. V grafu

tedy existuji ¢tyfi hrany incidentni s danym uzlem.
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Obrazek 2.4.1: Neorientovany ohodnoceny graf
s vyznacenymi stupni uzlt

2.4.1. Obrazkem

VSechny grafy se daji jednoduSe zndzornit pomoci obrazku. Grafické znazornéni
v pfipad€é malého poctu uzlli a hran mé fadu vyhod, kterych Zadnym jinym zadanim nedoséh-
neme. Obrazek Ize nakreslit velmi rychle. Kdyz jej nakreslime vhodné, je velice prehledny,
nazorny a ¢asto v sobé ukryva néjakou vlastnost grafu. Takovymto obrazkem vsak graf mi-
zeme zadat pouze €loveéku a to jen do jeho urcité velikosti. Pokud pottebujeme graf zadat

pocitaci, musime zvolit jiny zptisob zadavani.

2.4.2. Vyctem vrcholl a hran

Pied stfednikem uvadime pocet uzli a pocet hran. Dale uvadime jmenovité vycet vSech

hran.
G:(6,7;{1,2},{2,3},{2,4},{2,5},{3,4},{4,5},{5,6})

Uvazime-li, Ze mnozinové zavorky jsou pii uvadéni hran zbyte¢né, mizeme graf G za-

psat pomoci 2 |[E(G)| + 2 udaju ve tvaru

G:(6,7;1,2,2,3,2,4,2,5,3,4,4,5,5,6).
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2.4.3. Vyjadrenim relace incidence p hran a uzli

a) pomoci mnoziny set(p) vSech incidujicich dvojic (hrana/uzel). Toto zadani nezachycu-
je ptipadné izolované uzly. Na prvnim misté je uvedena hrana a dale uzel, ktery je s ni inci-

dentni. Kazd4 hrana je incidentni s dvéma uzly.

set(p) = {(1,1), (1,2), (2,2), (2,3), (3.3), (3.4), (4,2), (4,5), (5.5), (5,6), (6,4),
(6,5), (7,2), (7.4}

b) pomoci mnoziny suc(p) vSech trojic (hrana, uzel, uzel). Na prvnim misté je uvedena
hrana a dale dva uzly s ni incidujici.

suc(p) = {(1,1,2), (2,2,3), (3,3.4), (4,2,5), (5,5,6), (6,4,5), (7,2,4)}

. . N v , . PV -1

¢) pomoci mnoziny suc(p—) vSech uspotadanych x-tic, vyjadiujici relaci incidence p™,

tj. incidenci uzl a hran grafu. Na prvnim misté je uvedeny uzel a déle nasleduje vycet vSech
hran incidentnich s danym uzlem.

suc(p™) = {(1,1), (2,1,2,4,7), (3,2,3), (4,3,6,7), (5,4,5.,6), (6,5)}

d) v pfipad¢ obycejného grafu tplnou inciden¢ni matici. M=[m;]typu |V(G)|/|E(G)|, kde
my = 1, je-li u, € h;, mj = 0 vSude jinde. Inciden¢ni matice ma rozmér n x m, kde n je pocet

uzld grafu a m je pocet hran grafu.

V nasem piipad€ bude mit matice rozmér 6x7. Index fadku si miizeme ptedstavit jako Cis-
lo uzlu (1..6) stejné jako index sloupce piedstavuje ¢islo hrany (1..7). Prvek m; matice M
bude roven 1, pokud uzel i inciduje s hranou j. Ve vSech ostatnich pfipadech bude m;=0.
Kazdy sloupec matice M reprezentuje jednu hranu a jsou v ném dvé hodnoty 1, které urcuji

uzly incidentni s touto hranou. Soucet v i-tém fadku matice M je roven stupni uzlu u;.

1 0 00 0 0 O]
1 1010 01
01 10000
M =
0010011
000T1T1T1D0
00001 0 0]
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2.4.4. Vyjadrenim relace sousednosti w uzla grafu
a) pomoci mnoziny set(®) vSech dvojic (i,j) sousednich uzli pro i <

set() = {(1,2),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(4,5),(5,6)}

b) pomoci mnoziny suc(w) vyjadiujici vycet vSech okoli vSech uzli grafu

suc(o) = {(1,2), (2,1,3,4,5), (3,2,4), (4,2,3,5), (5,2,4,6), (6,5)}

c) v ptipad€ obycejného grafu matici sousednosti S=[s;;] fadu |V(G)|, kde

s; =1 pro {i,j} e E(G)
s; =0 pro {i,j} ¢ E(G)

V naSem ptipad¢ bude mit matice rozmér n x n, kde n je pocet uzli grafu. Index fadku
1 sloupce si miizeme predstavit jako ¢islo uzlu. Prvek s; matice S bude roven 1, pokud mezi

uzly i aj existuje hrana.

Z matice S muzeme vycist nékteré dalezité vlastnosti grafu. Pro neorientované grafy je
matice sousednosti symetricka dle hlavni diagonaly, zatimco pro orientované grafy neni
obecné symetricka. JestliZze jsou na hlavni diagonale matice S nulové hodnoty, znamena to, Ze

graf G neobsahuje zadné smycky. Soucet v i-tém fadku matice sousednosti S je roven stupni

uzlu i.
01 0 0 0 O]
1 01 1 10
01 01 00
S =
011010
01 01 01
00 001 0

2.4.5. Vycétem uzlu s jejich stupni a sousedy

Na prvnim misté je dany uzel, nasleduje jeho stupenn a vycet uzll s nim sousedicich.

G: (1,1,2,2,4,1,3,4,5,3,2,2,4,4,3,2,3,5,5,3,2,4,6,6,1,5)
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3. Problém Minimalni kostry grafu
Pro porozuméni a definovani nékterych pojmi v nasledujicich kapitolach bylo pouZito

studijnich materiali uvedenych v literatute [4][5].

3.1. Formulace problému

Definice 3.1.1: Definice minimalni kostry grafu

Necht’ je dan souvisly graf G = (V, E). Pro kazdou hranu e grafu G je déno realné cislo
w(e), tzv. ohodnoceni hrany e. Mezi vSemi kostrami grafu G najdéte kostru H = (V, E'), pro
kterou sou¢et ohodnoceni hran w(H) = 2 w(e), kde e € E’, nabyva minimalni hodnoty. Kostru

H nazveme minimalni kostrou grafu G a w(H) cenou kostry H.

V teorii se vétSinou ohodnocenim hrany grafu rozumi piifazeni realné¢ho Cisla. V praxi se
vSak setkdme piedevS§im s ohodnocenim hrany c¢islem nezdpornym. V nasledujicich piikla-
dech budeme pro jednoduchost hodnotit hrany celymi kladnymi ¢isly. V praxi se mizeme
setkat s ptiklady hledani minimalni kostry grafu, kdy jiz pfed vypoctem zndme nékteré hrany,
které¢ zcela jisté musi byt v minimdlni kostfe grafu nebo naopak. Pak musime pfistoupit
k pfeznaceni ohodnoceni hran. Hrany, které se musi zcela jisté nachazet v minimalni kostie
grafu oznac¢ime -1. Hrany, které nesméji byt souc¢asti minimalni kostry grafu odebereme a pfi
vypoctu s nimi jiz nepracujeme. Nékdy se miizeme také setkat s ulohou, kdy bychom n¢které
hrany radi uptednostnili. Musime tedy analyzovat danou ulohu a pfiméiené snizit ohodnoceni

téchto hran.

Pocet minimdlnich koster v grafu je dan ohodnocenim hran. M¢jme souvisly graf, kde
kazdd hrana ma jiné ohodnoceni w(e) # w(e’). Riizné ohodnoceni hran ndm zajisti existenci
maximalné¢ jedné minimalni kostry grafu. V opacném piipad¢ si predstavme graf, ktery ma
vSechny své hrany ohodnoceny néjakou konstantou K. Kazda nalezené kostra takového grafu

je jeho minimdlni kostrou. Ohodnoceni kazdé minimélni kostry takového grafu bude

V-1)-K.

3.2. Obecny algoritmus nalezeni minimalni kostry grafu

Obecny algoritmus hleddni minimalni kostry grafu obsahuje vSechny doposud znamé pii-

stupy hleddni minimalni kostry grafu. Algoritmus si ukdzeme na souvislém grafu G=(V,E).
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Tento graf ma »n uzlt a m hran. Pro kazdou hranu e grafu G je dano celé kladné ¢islo w(e). Pti
popisu tohoto algoritmu pouzijeme proces barveni hran, ktery nam rozd€li mnozinu hran
daného grafu na hrany, které zcela jist¢ nemohou byt soucdsti minimalni kostry grafu
(tzv. Cervené hrany) a hrany, které zcela urcité tvori minimalni kostru grafu (tzv. modré hra-

ny). Obecny algoritmus pouziva zékladnich dvou pravidel, pravidla fezu a pravidla kruZznice.

Pravidlo fezu: Zvolime libovolny fez R.(G), ktery neobsahuje modrou hranu. Rez R,(G)
v grafu G=(V,E) je mnoZina hran grafu G, jejichZ jeden koncovy vrchol patii do mnoZiny X,
kde X<V, 0# X #V, a druhy do mnoziny V-X. Mezi neobarvenymi hranami fezu R,(G)

vybereme libovolnou tu, kterd ma minimalni ohodnoceni a obarvime ji modre.

Pravidlo kruznice: Zvolime libovolnou kruznici, ktera neobsahuje zddnou ¢ervenou hra-
nu. Mezi neobarvenymi hranami kruznice vybereme libovolnou tu, kterd ma maximalni ohod-

noceni a obarvime ji ¢ervene.

Algoritmus opakujeme dokud nejsou obarveny vSechny hrany. V kazdém kroku algorit-
mu miizeme aplikovat jedno z vySe uvedenych pravidel a modie obarvené hrany nam vytvare-
ji modry les. Obecny algoritmus hledani minimalni kostry grafu kon¢i po m krocich obarve-
nim vSech hran grafu G. Po ukonceni algoritmu mame dvé mnoziny hran. MnoZina modrych
hran tvofi minimalni kostru grafu. Naopak mnoZina hran obarvenych ¢ervené netvoii mini-

malni kostru grafu.

Priklad 3.2.1: Nalezeni minimalni kostry grafu G pomoci Obecného algoritmu

s pouzitim pravidla fezu

V prvnim kroku algoritmu vybereme naptiklad fez Ry(G), kde
X = {e} . Rez Rx(G) obsahuje hrany {e,b},{e,d},{e, f} . Z téchto
hran vybereme hranu s nejmen$im ohodnocenim a obarvime ji

modfe. V naSem piipadé to bude hrana {e,d} .
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V druhém kroku algoritmu vybereme naptiklad fez Ry(G), kde
X ={ed}. Rez Ry(G) obsahuje hrany {e,b}.{e, f}.{d.b} . {d,c},

{d,f}. Z t&hto hran vybereme hranu s nejmensim ohodnocenim

a obarvime ji modfe. V naSem pfipad¢ to bude hrana {e, f} .

Ve tfetim kroku algoritmu vybereme napiiklad fez R«(G), kde
X ={d,e,f}. Rez R(G) obsahuje hrany {e,b},{d,b},{d,c},

{ f ,c}. Z téchto hran vybereme hranu s nejmen$im ohodnocenim

a obarvime ji modie. V naSem piipad¢ to bude hrana { 7, c} )

Ve ¢tvrtém kroku algoritmu vybereme naptiklad fez Rx(G), kde
Xz{d,e,f,c}. Rez Rx(G) obsahuje hrany {e,b},{d,b},{c,a}.
Z téchto hran vybereme hranu s nejmensim ohodnocenim a obar-

vime ji modie. V nasem ptipad¢ to bude hrana {d ,b} .

V patém kroku algoritmu existuje jiZ jen jediny fez, ktery neobsa-
huje modrou hranu. Je to fez Ry(G), kde X ={b,c,d,e, f}. Rez
Ry(G) obsahuje hrany {b,a},{c,a}. Z té&hto hran vybereme opét
hranu s nejmensSim ohodnocenim a obarvime ji modfe. V naSem

piipadg to bude hrana {b,a} .
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Pouzitim pravidla fezu ziskdme po péti krocich minimalni kostru
grafu. Cena minimalni kostry tohoto grafu je rovna souc¢tu ohod-

noceni vSech hran minimalni kostry grafu. V nasem pfiipad¢ to

bude w(H) = Xw(e)=w{a,b} +w{b,d}+w{d, e} +w{e, f'} +

+w{f,c}=1+5+3+4+2=15

V ptedchozim piikladu jsme pouZzivali pravidla fezu. Ve kterémkoliv kroku bychom vsak
mohli pouzit pravidla kruznice. Vybrali bychom libovolnou kruZznici, ktera neobsahuje Cerve-
nou hranu a mezi neobarvenymi hranami v této kruznici bychom vybrali hranu s nejvétSim
ohodnocenim a obarvili ji ¢ervené. Volba kruznic 1 fezl je libovolna a jakoukoliv volbou
dojdeme ke stejnému vysledku. Minimalni kostra grafu G je jedind, protoze v grafu neexistuji
zadné dvé hrany se stejnym ohodnocenim. Ukazme si, Ze i pouzitim pravidla kruznice dojde-

me ke stejnému vysledku a to dokonce v mensim poctu krokd.

Ptiklad 3.2.2: Nalezeni minimdlni kostry grafu G pomoci Obecného algoritmu

s pouzitim pravidla kruznice

V prvnim kroku algoritmu jsou vSechny hrany grafu neobarveny.

Muzeme si tedy zvolit libovolnou kruznici v grafu. Zvolme napii-
klad kruznici K ={b,d,e}. Viechny hrany této kruznice jsou
neobarveny. Zvolime hranu s nejvétsSim ohodnocenim a obarvime
ji Cerveng. V naSem pfipad¢ to bude hrana {b,e}, jejiz ohodno-

ceni w{b,e}=9.

V druhém kroku algoritmu volime libovolnou kruznici v grafu,

ktera neobsahuje zadnou Cervené obarvenou hranu. Zvolme kruz-
nici K = {d e, | } . Tato kruznice opét neobsahuje Zadnou obarve-
nou hranu a tak mizeme Cervené oznacit hranu s nejvétsim ohod-

nocenim {d, f}, jejiz ohodnoceni w{d, f} =38.
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YV

vend hrana je {d,c} s ohodnocenim w{d,c}=7. Obarvime

ji Cerveng.

V poslednim kroku nam jiz zbyva posledni kruznice neobsahujici

zadnou Cervenou hranu. Je to kruznice K ={a,b,d,e, f ,c}. Jeji

vvwr

obarvime cervené a jsme hotovi. V daném grafu jiz neexistuje

zadna kruznice, kterd by neobsahovala cervené obarvenou hranu.

Vsechny Cervené neobarvené hrany tvoii minimalni kostru grafu.

Obecny algoritmus hledani minimalni kostry grafu v kazdém kroku barvi hrany. Pfi pou-
ziti pravidla kruznice barvi hrany ¢ervené, pii pouziti pravidla fezu modfe. Algoritmus konci
pii obarveni vSech hran. V ptfedchozich dvou ptikladech jsme vSak ukoncili algoritmus jiz
diive. Obecné muizeme fici, Ze pokud na dany graf jiz nemiZeme aplikovat pravidlo fezu,
modré hrany takového grafu tvoii minimalni kostru. Podobné, neexistuje-li v grafu jiz zadna
dalsi kruznice, kterd by neobsahovala ¢ervenou hranu, zbyvajici ¢ervené neobarvené hrany

tvofi minimalni kostru grafu.

3.3. Kruskaluv algoritmus nalezeni minimalni kostry grafu

Kruskaliv algoritmus byva velmi ¢asto pouzivan pro nazorné feseni ptikladit hledani mi-
nimalni kostry grafu. Je velice pfehledny a systematicky. Uk4zeme si jej na souvislém grafu
G=(V,E) s n vrcholy a m hranami. Pro kazdou hranu e grafu G je dano celé kladné cislo w(e).
Pfi popisu tohoto algoritmu pouzijeme opét procesu barveni hran. Na pocatku je kazda hrana
grafu G neobarvena. VSechny hrany grafu sefadime dle jejich ohodnoceni do neklesajici

posloupnosti. Kazdy uzel grafu G povazujeme za modry strom.
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V kazdém z m krokt algoritmu rozhodneme pravé o jedné hrané, zda ji obarvime modie
¢1 nikoliv. Hrany se zpracovavaji dle svého potadi v neklesajici posloupnosti hran. Hranu
obarvime modfe pravé tehdy, kdyZ netvoii kruznici s modfe obarvenymi hranami. Hrana
muze tedy byt modie obarvena pouze tehdy, kdyz oba jeji koncové uzly nelezi ve stejném
modrém stromu. Algoritmus opakujeme dokud neni n-/ hran obarveno modfe. VSechny mod-

fe obarvené hrany tvoii minimalni kostru grafu G.
Priklad 3.3.1: Nalezeni minimalni kostry grafu G pomoci Kruskalova algoritmu

Nejprve sefadme hrany grafu dle ohodnoceni do neklesajici po-
sloupnosti {a,c},{a,b},{b,c},{b,d},{a,d}. Kazdy uzel grafu si

predstavme jako modry strom. V prvnim kroku Kruskalova algo-

cvwr

hranu muZeme obarvit modfe, nebot” netvoii kruznici s modie
obarvenymi hranami. Jeji koncové uzly a, ¢ nelezi ve stejném

modrém stromu.

V dalS$im kroku algoritmu budeme rozhodovat o druhé hrané ne-

klesajici posloupnosti hran. Hranu {a,b} miiZzeme obarvit modie,

protoze jejim obarvenim nevznikne v grafu modra kruznice. Oba

jeji koncové uzly nelezi ve stejném modrém stromu.

Ve tietim kroku feSime hranu {b, c} . Na prvni pohled vidime, Ze

jejim obarvenim bychom vytvofili v grafu modrou kruznici. Tuto
hranu nesmime obarvit modfe. Hrana miize byt obarvena modrie

pouze tehdy, nelezi-li oba jeji koncové uzly v témz modrém stro-

mu a to v piipadé této hrany neplati.

V dalsim kroku rozhodujeme o hrang {b,d} . Tuto hranu miZeme

obarvit modfe, nebot’ netvoii s modie obarvenymi hranami kruzni-
ci. Vtomto kroku bylo jiz obarveno n-/ hran modife a mizeme

tedy ukoncit algoritmus.
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Kruskaltv algoritmus v kazdém kroku rozhoduje pravé o jedné hrané. V kazdém kroku,
kdy dojde k obarveni hrany modfe, spojuje algoritmus pravé dva nejbliz§i modré stromy.
Spojenim nejbliz§ich dvou modrych strom vnika vzdy jeden modry strom. Kruskallv

algoritmus lze implementovat s &asovou naro¢nosti O(m-logm)=0O(m-logn), nebot

logm <logn® =2-logn. Algoritmus je vyhodné pouZit pro vypocet minimalni kostry z grafu,

ktery obsahuje maly pocet hran (je fidky).

3.4. Jarnikuv algoritmus nalezeni minimalni kostry grafu

Jarniktiv algoritmus si opét ukaZzeme na souvislém ohodnoceném grafu G=(V,E) s n vr-
choly a m hranami. Pro kazdou hranu e grafu G méjme dano ohodnoceni hrany celym klad-
nym ¢islem w(e) (mize to byt i redlné cislo). Pii popisu tohoto algoritmu vyuZzijeme opé&t
procesu barveni hran. Na pocatku algoritmu je kazd4 hrana neobarvena. Zvolme libovolny

pocatecni uzel v z mnoziny vSech vrcholil grafu 7 a obarvéme jej modie. Ziskame tim zaklad-
ni poc¢ateéni modry strom T = ({v} ,6). V kazdém kroku k, k=1,2, .. ,n-1, vybirame ze viech

hran incidentnich se stromem 7 takovou hranu, kterd ma minimalni ohodnoceni. Najdeme-li
takovych hran vice, vybereme libovolnou z nich. Tuto hranu obarvime modie a ptidame ji do

stromu 7. VSechny modfe obarvené hrany tvofi minimalni kostru grafu G.

Jarniktiv algoritmus v kazdém kroku pfidavda k modrému stromu 7 jednu hranu.
Na pocatku je modry strom tvotfen jednim uzlem v. Tento uzel mize byt libovolné zvolen
zmnoziny vSech uzll. Zvolenim tohoto uzlu urujeme koten (roof) stromu 7. V kazdém
kroku algoritmu pfiddvame k modrému stromu hranu s minimalnim ohodnocenim (list), jejiz
jeden koncovy uzel lezi v modrém stromu 7" a druhy nikoliv. Vybirdme takovy fez, jehoz
mnozinu X tvofi mnozina uzll modrého stromu. Tento postup opakujeme dokud

strom 7 neobsahuje n-1 hran.

-25-



Ptiklad 3.4.1: Nalezeni minimalni kostry grafu G pomoci Jarnikova algoritmu

Nejprve zvolime pocatecni uzel a zafadime jej do stromu 7.

V nasem piipad¢ zvolme napt. uzel c. S uzlem ¢ jsou incidentni
hrany {c,a} ,{c,b} ,{c,d } Z téchto hran vybereme hranu s nejmen-
Sim ohodnocenim. Hrana ma jeden sviij koncovy uzel ve

stromu 7 a druhy mimo. Obarvime ji modife a zatadime do

stromu 7.

Strom 7 nyni obsahuje jednu hranu {a,c} . Hleddme vSechny hrany
incidentni se stromem 7. Jsou to hrany incidentni s uz-
lem a {a,d},{a,b}asuzlem c {c,b},{c,d}. Z t&chto ¢tyf hran ma
minimalni ohodnoceni hrana {a,d}. Jeden z koncovych uzli této

hrany lezi ve stromu 7 a druhy nikoliv. Hranu tedy miizeme obarvit

modre a ptidat do stromu 7.

Strom T jiZ obsahuje dv& hrany {a,c},{a,d} . Op&t hleddme viech-
ny hrany incidentni stimto stromem. Jsou to hrany incidentni
suzlem a {a,b}, suzlem ¢ {c,b},{c,d} auzlem d {d,c},{d,b}.
Z téchto hran opét vybereme hranu s minimalnim ohodnocenim
{c,b}. Tato hrana opét musi spliiovat podminku jednoho svého

koncového uzlu leziciho ve stromé T a druhého mimo. Uzel ¢ lezi
ve strom¢ 7 naopak od uzlu b, ktery neni obsazen v 7. Tuto hranu

muzeme obarvit modfe a ptidat do stromu 7.

Strom T obsahuje tfi hrany. Algoritmus miizeme ukoncit a konsta-

tovat, Zze jsme nalezli minimalni kostru grafu, protoze strom 7 jiz
obsahuje n-/ hran. V tomto okamziku bychom mohli zbyvajici
hrany obarvit ¢ervené, protoze se nam jiz nepodafi nalézt hranu
incidentni se stromem 7, kterd by méla jeden sviij koncovy uzel

obsazen v tomto stromu a druhy nikoliv.
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S pouzitim jednoduchych datovych struktur maze byt Jarnikiv algoritmus implemento-

van v ¢ase 0(712 ) . Algoritmus je vyhodné pouzit pii vypoctu minimalni kostry grafu pro grafy

s velkym poétem hran (fadové n”) , kde n je pocet uzlii grafu. V takovychto ptipadech pracu-
je Jarnikiiv algoritmus rychleji nez Kruskaltiv. Pro malé pocty hran je vyhodnéjsi pouzit

Kruskalova algoritmu.

3.5. Boruvkuv algoritmus nalezeni minimalni kostry grafu

Nejstarsi algoritmus hledani minimalni kostry grafu byl popsan Otakarem Bortivkou
v roce 1926. BorGvklv algoritmus si ukdZzeme na souvislém graf G s n vrcholy a m hranami.
Pro kazdou hranu e grafu G necht’ je dano kladné celé Cislo w(e) (mlze byt 1 realné) takove,
ze pro kazdé dveé hrany e, e’ grafu G, e # €', plati w(e) # w(e’). Pii popisu tohoto algoritmu
pouzijeme procesu barveni hran. Na pocatku méme vSechny hrany grafu G neobarvené
a kazdy uzel grafu si ptredstavme jako jednoduchy modry strom. V kazdém kroku algoritmu
zvolime pro kazdy modry strom, mezi vSemi hranami incidentnimi s timto stromem, hranu
s nejmensim ohodnocenim. VSechny zvolené hrany obarvime modie a vzdy sjednotime modré
stromy obsahujici koncové uzly modie obarvované hrany v jeden modry strom. VSechny

modre obarvené hrany jsou hranami minimalni kostry grafu G.

Kruskaliv i Jarnikiv algoritmus v kazdém kroku, ve kterém dojde k obarveni hrany mod-
fe, spojuje pravé dva nejbliz§i modré stromy v jeden modry strom. U Kruskalova algoritmu
jsou tyto dva stromy urceny vklddanou hranou. Jarnikovym algoritmem je spojovan stale se

zvétSujici jeden modry strom. Bortvkilv algoritmus vSak v kazdém kroku spojuje navzijem

vSechny nejblizs§i modré stromy.
Ptiklad 3.5.1: Nalezeni minimalni kostry grafu G pomoci Bortivkova algoritmu

Kazdy uzel grafu G si piedstavme jako jednoduchy modry strom.

Pro kazdy modry strom hledame vSechny hrany s nim incidentni.

S uzlem a jsou incidentni hrany {a,b},{a,c}, suzlem b {b,a},
{b,d},{b,e}, s uzlem c {c,a},{c,d},{c,f} atd. Z hran incident-

nich s kazdym uzlem vybereme hranu s minimalnim ohodnocenim.

Pro uzel a je to hrana {a,b}, pro uzel b {b,a}, pro uzel ¢ {c, f}
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atd. VSechny tyto vybrané hrany obarvime modie a vzdy sjednoti-
me modré stromy obsahujici koncové uzly modie obarvované

hrany v jeden modry strom.

V druhém kroku jiz mame pouze tfi modré stromy. Z kazdého opét

najdeme hranu incidentni s minimalnim ohodnocenim. Ze stromu
{a,b} to bude hrana {b,d}, z {d,e}to bude hrana {e, /}a ze stro-
mu {c, f } to bude hrana { f, e} . Opét tyto vybrané hrany obarvime

modie a sjednotime modré stromy obsahujici koncové uzly barve-

nych hran.

Nyni jiz mdme vSechny uzly obsazené v jednom modrém stromu.

Nalezli jsme minimalni kostru grafu.

Pocet krokt Boriivkova algoritmu nemize byt vétsi nez log, n, protoze v kazdém kroku

se pocet stroml v modrém lese snizi alespont o polovinu. Pouzitim jednoduchych datovych

struktur maze byt Boravkiv algoritmus implementovan v ¢ase O(m.logn).

3.6. Verifikacni algoritmus

[8][9][10] V soucasné dobé se odbornici snazi nalézt algoritmus, ktery by pracoval s line-
arni asovou zavislosti O(m). Verifikacni algoritmus pracujici s touto ¢asovou naro¢nosti je
znam, a proto se stal zakladem vsSech pokrokovych algoritmi. Verifika¢ni algoritmus urcuje,
zda-li dana kostra grafu je minimalni kostrou grafu. Tento algoritmus byl v historii studovan
Robertem E. Tarjanem (1979), Komldésem (1984) a Dixonem, Rauchem a Tarjanem (1992).
V soucasné dobé se miizeme setkat s modifikaci Komlésova algoritmu v ¢lanku Valerie Kin-

gové ,,A Simpler Minimum Spanning Tree Verification Algorithm (July 31, 1995).

V této kapitole se jej pokusim pielozit a opravim v ném par drobnych chyb. Déle ho do-

plnim o nékolik ilustrujicich obrazki, které zptehledni celou problematiku tohoto algoritmu.
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3.6.1. Abstrakt

Problém, ktery je zde diskutovan, je problémem, jak zjistit, zda dana kostra grafu je mi-
nimalni kostrou. V roce 1984 Komlos predlozil algoritmus, ktery pozadoval jen linearni pocet
porovnani, ale neline4rni celkovy €as potiebny k urceni, kterd porovnéani provadéet. Zjednodu-
Sime jeho algoritmus a ptfedlozime proceduru pracujici v linearnim case. Procedura pouziva
tabelovanych hodnot né€kolika jednoduchych funkci, které vypocitdme pfedem v linedrnim

case.

3.6.2. Uvod

Problém urceni, zda dana kostra grafu je minimdlni kostrou, byl studovan Tarjanem [T]
(1979), Komlosem [Ko] (1984) a neddvno Dixonem, Rauchem a Tarjanem [DRT] (1992).
Tarjantiv algoritmus z roku 1979 uziva komprese cesty a ma skoro linearni ¢as vypoctu.
Komléstv algoritmus byl prvnim, ktery pouzival linearniho po¢tu porovnani, ale zadna line-
arni metoda pro zji$téni, kterd porovnani provadét, nebyla zndma. Skutecné, linearni imple-
mentace tohoto algoritmu byla povazovana za nemoznou, viz [Ko] a [DRT]. Jediny linedrni
algoritmus pro tento problém, [DRT], kombinuje techniky z [T] a [Ko], pouzivaje Komlostv

algoritmus pro malé podproblémy pomoci preprocessingu a tabelovanych hodnot.

Tyto verifika¢ni metody a metoda prezentovand zde vyuZivaji faktu, ze kostra grafu je

minimdlni kostrou pravé, kdyz vaha kazdé nekostrové hrany {u, v} je alespon rovna vaze

vvvvvvvv

Y™ vr

fované cesty") se objevuje v nedavném nedeterministickém algoritmu hleddni minimalni
kostry grafu prezentovaném Kargerem, Kleinem a Tarjanem. Tento algoritmus je prvnim,
ktery nalezne minimalni kostru grafu v linedrnim oc¢ekavaném case, kde jediné operace povo-

vvvvvv

¢asti tohoto nedeterministického algoritmu, ktery je jinak celkem jednoduchy.

Komlésuv algoritmus je zjednodusen pouzitim nasledujiciho pozorovani: Jestlize T je
kostrou grafu, pak existuje jednoduchy O(n) algoritmus pro vytvoreni plné€ se vétviciho stro-

mu B s nejvyse 2n hranami a nasledujicich vlastnosti:
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Necht’ T(x, y) zna¢i mnoZzinu hran v cesté¢ v T z uzlu x do uzlu y a B(x, y) zna¢i mnozinu

vvvvvvvv

Proto stac¢i pouzit verzi Komldsova algoritmu pro plné se vétvici stromy, ktera je podstat-

n¢ jednodussi, nez jeho algoritmus pro obecné stromy.

Druhé cast tohoto ¢lanku dokazuje, ze tato ¢ast Komlosova algoritmu mé implementaci
pouzivajici tabelovanych hodnot n€kolika jednoduchych funkci. Tyto tabulky mohou byt
zkonstruovany v Case linedrnim vzhledem k velikosti stromu. Naopak, DRT algoritmus déli
strom na velky podstrom a mnozstvi "mikrostromil" o velikosti O(log log n). Na velky pod-
strom je pouzita komprese cest. Porovnavaci rozhodovaci strom potifebny k implementaci
Komlésovy strategie pro kazdou konfiguraci mikrostromu a moznou mnozinu vysetfovanych
cest v mikrostromu je vypocitdn piedem a uloZen do tabulky. KaZdy mikrostrom, spolu se
svymi vySetfovanymi cestami v dané kostfe, je zakddovan a tabulka je pouzita pro zjiSténi,

ktera porovnani je tieba provést.

V dalsi kapitole je popsana konstrukce stromu B a je dokdzana jeho vlastnost. V kapitole

v Vv

vanych cest plné se vétviciho stromu a popiSeme jeho implementaci.

3.6.3. Vlastnost Bortivkova stromu

Necht' T je kostra grafu s n uzly. Strom B je stromem komponent, které jsou vytvareny

Bortivkovym algoritmem pro hleddni miniméalni kostry grafu, aplikovanym na 7.

Borlvkiv algoritmus aplikujeme na strom 7=(V,E). Na po¢atku madme n modrych stromi

skladajicich se z uzli V a Zadnych hran.

Opakujeme, dokud nemame jediny modry strom, tzn., 7: Pro kazdy modry strom uréime
hranu s minimalnim ohodnocenim, kterd je snim incidentni. Obarvime vSechny vybrané

hrany modre.

Kazdé opakovani téchto instrukei budeme nazyvat fazi. Zkonstruujme strom B, ktery je
tvofen mnozinou uzld W a mnozinou hran F tak, ze po kazdé fazi algoritmu pfidame ke stro-
mu B obarvené hrany a uzly. Uzly stromu B tedy plné koresponduji s modrymi stromy vytva-

fenymi v prubéhu vSech fazi algoritmu.
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Pro kazdy uzel veV z kostry T vytvofime ve stromu B list f{v). Necht' 4 je mnoZina
modrych stromd, které jsou spojeny v jeden modry strom ¢ ve fazi i. Pak pfidame novy uzel

f{t) do W a do F piiddme hranu {{f(a),f(t)} |Vae A}. Kazda hrana { f(a), f(¢)} je oznaGena

ohodnocenim vybrané hrany pomoci a ve fazi i.

Obrazek 3.6.2: PIné se vétvici strom B kostry T grafu G

Vsimnéme si, Ze B je plné se vétvici strom, tzn., Ze ma jeden koten (root), vSechny listy

jsou na stejné urovni a kazdy vnitini uzel ma minimalné dva nasledniky.

Protoze T je strom, B muze byt zkonstruovan v ase O(n). To by mélo byt ziejmé
z nasledujiciho: Cena vykonavani kazdé faze je umérna poctu neobarvenych hran stromu
v dané fazi. Pokud 7 je stromem, pocet neobarvenych hran je o 1 mensi, nez pocet modrych

stromtl. Po kazdé fazi se pocet modrych stromti snizi pfinejmensim o polovinu.
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Pro kazdy strom T, necht’ T(x, y) oznacuje mnoZzinu hran v cesté v T z uzlu x do uzlu y.
Dokazme nasledujici vétu:

Véta : Necht T je néjaka kostra grafu a necht’ B je strom zkonstruovany, jak bylo popsano

N4

nejtézsi hrany v B(f(x), f(y)).
Diikaz : Oznacme w(e) ohodnocenim hrany e. Nejprve si ukdzeme, ze pro kazdou hranu

ee B(f(x),f(y)) existuje hrana e’e T'(x, y) takova, Ze w(e’)>w(e).

Necht' e={a,b} anecht a je vzdalen&jsi koncovy uzel hrany e od kofene. Potom a=f{1)
pro n&jaky modry strom ¢, ktery obsahuje x nebo y, ale ne oboji, a w(e) je vaha hrany vybrané

prostednictvim .

Necht' e’ je hrana v T(x,y) s pravé jednim koncovym uzlem v ¢ Protoze ma modry

strom ¢ moznost urcit hranu e’, w(e’) > w(e), ¢imz ukonc¢ime prvni ¢ast dikazu.

Zbyvé ndm dokazat nasledujici:

A4

hou.

Pro jednoduchost ptedpoklddejme, Ze hrana s nejvétSim ohodnocenim je pouze jedna.
Dtikaz mize byt jednoduse rozsiten i pro obecny piipad.

Jestlize hrana e je ur¢ena pomoci modrého stromu, ktery obsahuje x nebo y, potom hrana
v B(f(x), f(y)) je oznaCena vahou w(e). Naopak piedpokladejme, Ze hrana e je urCena pomoci
modrého stromu, ktery neobsahuje x ani y. Takovy modry strom obsahuje jeden koncovy uzel
hrany e a tedy jeden uzel na cesté z x do y. ProtoZe se jednd o pfidany uzel (ani o x ani o y),
tak musi byt incidentni minimalné se dvéma hranami na cest¢ z x do y. Potom hrana e je t¢zsi

hranou a neni vybrana, coz ndm déava spor.

3.6.4. Komlésuv algoritmus pro plné se vétvici strom

Pro pln¢ se vétvici strom s ohodnocenymi hranami, » uzly a m vySetfovanymi cestami

224

mezi kazdym parem s O(n log(m+n)/n) porovnanimi.
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cvwr

A4

Necht A(v) je mnozinou vySetfovanych cest, které obsahuji v, zGzenych na inter-

val [root,v].

Pocinaje v kofenu (rootu), sestupujme uroven za urovni a pro kazdy uzel v uréeme nej-

t€Z81 hranu takto:

v Vv

Vv

cest, protoze pro kazdé dve cesty s a t v A(p) plati, Ze s je Casti ¢, nebo naopak. Necht A(v|p)

je mnozina restrikci kazdé z cest v A(v) na interval [p root]. Protoze A(v|p) je Casti A(p),

vvvvvvvv

cesté v A(v), potiebujeme jenom porovnat w({v, p}) s kazdou z téchto vah. To mize byt uci-

n&no binarnim vyhledavanim. Komlos prokazal, ze Y . 1g|A(v)| = O(n.log((m+n)/n)), coz

A4

A4

pro kazdou vySetfovanou cestu.

...W
...—\

Av|p) <
AW)<

Obrazek 3.6.3: Cast pIné se vétviciho stromu s vyznaéenymi vztahy 4(p), A(v|p), A(v)

-33-



3.6.5. Implementace Komlésova algoritmu

Implementace Komlosova algoritmu potiebuje pouziti nékolika jednoduchych funkci na
slovech délky O(log n), takovych, jako posun o specifikovany pocet bitli, bitovy OR dvou
slov, log n zaokrouhleny smérem dolii, sou¢in dvou slov a n€kolik dalSich funkci, které jsou
méné bézné a budou popsany nize. Vsechny tyto funkce mohou byt vypocitany piedem v Case
O(n) a ulozeny v tabulce tak, aby se k nim dalo pfistupovat v jednotkovém cCase. Nejdiive
popiSeme datové struktury, které pouzivame, poté nasleduje hruby popis algoritmu a pak jeho

implementacni detaily.

3.6.5.1. Datové struktury

Necht wordsize je délka slova, kterou piedpokladame [log n] bitti.

Nazvy uzlii a oznaceni hran: Nasledujici modifikaci Schieberova a Vishkinova [SV] na-

vrhu pojmenujeme uzly [log n] bity a hrany O(log log n) bity nasledovné:

Vlastnost ndzvu: Mame-li ddno ngjaké oznaceni hrany e a nazev uzlu na cesté

z e k n¢jakému listu, pak hranu e miizeme vyhledat v konstantnim Case.

Nazvy uzli jsou tvoreny nasledovné: Listy pojmenujme 0, 1, 2, ..., v hloubce jejich vy-
skytu napii¢ stromem. Kazdy vnitini uzel pojmenujeme dle nazvu listu s nejvétsim poctem 0

v ptiponé v jeho podstromu.

Pro kazdou hranu e, necht’ v je jeji vzdalenéjsi koncovy uzel od kotene. Necht distan-
ce(v) je vzdalenost uzlu v od kotene a i(v) je index jednicky umisténé nejvice vpravo v nazvu
uzlu v. Pak oznaCeni hrany e je fetézec o délce tagsize=0(log log n) bith. Tento fetézec je dan

<distance(v),i(v)>.

Ukazme si, pro¢ plati vlastnost nazvi, viz. [SV]: Neni tézké si pov§imnout, Ze nazev
predka uzlu w je dan ptfedponou nazvu uzlu w pravdépodobné nasledovanou 1 a pak samymi
0. Uzly se stejnym nazvem jsou spojeny cestou stoupajici vzhlru stromem. Proto nézev uzlu
w a pozice nejpravejsi 1 v ndzvu jeho predka presné urcuje nazev predka, kdyz jeho vzdale-
nost od kofene jedine¢né urcuje piedkovu identitu, mezi t€émito uzly se stejnym nazvem.
Jakmile jednou nalezneme vzdalenéjsi koncovy uzel v hrany e, potom hrana e je jedinecna

hrana z uzlu v ke svému rodici.
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LCA: Pro kazdy uzel v, LCA(v) je vektor délky wordsize, jehoz i-ty bit je 1 tehdy a jen
tehdy, kdyZ existuje cesta v A(v), jejiz vrchni koncovy bod je ve vzdalenosti i od kotfene. To
znamena, Ze existuje vySetfovand cesta spravé jednim koncovym bodem obsazenym

[RA4

je ve vzdalenosti i od kotene. LCA je ulozeno v jediném slové.

BiglLists a smallLists: Pro kazdy uzel v, necht’ je i-td nejdelsi cesta v A(v) oznaCena A;(v).
Ohodnoceni hrany e oznaéme w(e). Pfipomeiime si, Ze mnozina cest obsazenych v A(v) ome-
zena na interval [koren,v] je oznaCovana A(v|a). Nazvéme uzel vbig pokud

|A(v)|>wordsize/tagsize. V ostatnich pfipadech nazvéme uzel v small.

Pro kazdy big uzel v zavedeme uspofadany seznam hran, jehoZ i-tym prvkem bude ozna-
muzeme definovat biglist(vla) pro mnozinu cest A(v|a). Biglist(v) je uloZen
v [|A(v)|/(wordsize/tagsize) ] =O(log log n) slov.

Pro kazdé small v, necht’ a je jeho nejblizsi big predek. Pro kazdy takovy uzel v zifid'me
e v Ai(v), nebo pokud hrana e leZi v intervalu [a,root], pak takové j, Ze A;(via)=A;(a). To
znamena, ze j je ukazatel na zaznam bigListu(a), ktery obsahuje oznaceni hrany e. Jakmile se
jednou oznaceni hrany objevi ve smallListu, vSechny dal§i zaznamy v seznamu jsou také
oznaceni hran. Pro kazdy small uzel v si pamatujeme ukazatel na prvni oznaceni hrany v jeho

smallListu. SmallList je ulozen v jediném slové.

3.6.5.2. Algoritmus

Cilem algoritmu je generovat bigListy(v) nebo smallListy(v) v ¢ase umérném log|A(v)|
tak, ze cCas straveny implementaci Komldsova algoritmu na kazdy wuzel, nepiekroci
v nejhor§im piipadé mnozstvi porovnani potfebnych na kazdy uzel. UkaZme si, Ze pokud uzel

v je big, pak implementacni cas je O(log log n) a pokud v je small, je to O(1).

Na pocatku mame A(root)=0. Zpracovavame strom od kotfene smérem k listim, od rodi-
¢e p ke kazdému ditcti v. Zavisle na |4(v)| generujeme bud’ bigListy(v|p) nebo smallListy(v|p).
Porovname w({v,p}) s ohodnocenim téchto hran pouzitim bindrniho vyhledavani na listech
a vlozime oznaceni hrany {v,p} na ptislusné¢ misto bigListu(v) nebo smallListu(v). Pokracuje-

me, dokud nezpracujeme vSechny listy.
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Necht v je n€jaky uzel, p jeho rodi¢ a necht’ a je jeho nejblizsi big predek. Pro vypocet

A(v|p) mame nasledujici moznosti:
pokud uzel v je small:
e Pokud p je small, vytvotime smallList(v|p) ze smallListu(p) v Case O(1).
e Pokud p je big, vytvotime bigList(v|p) z LCA(v) a LCA(p) v ¢ase O(1).
pokud uzel v je big:
e Pokud v ma big ptedka, vytvotime biglist(v|a) z bigListu(a), LCA(v) a LCA(a) v Ca-
se O(log log n).
- pokud, p # avytvotime bigList(v|p) z bigListu(v|a) a smallListu(p)
v Case O(lg Ig n).
¢ Pokud v nema big ptedka, pak bigList(v|p) <— smallList(p).

Vlozeni nazvu hrany na jeji pfislusné misto do seznamu:

v

hranami z A(v|p). Potom vlozime oznaceni hrany e na pozici i do |4(v)|, do naSeho se-

znamu pro uzel v v ¢ase O(1) pokud je v small, nebo O(log log n) pokud je v big.

3.6.5.3. Implementacni detaily

Vypocet LCA je ptimy. Nejprve spoc¢teme vSechny nejnizs§i mozné predky kazdého paru
koncovych uzlli vySetfovanych cest m pomoci algoritmu s casovou naro¢nosti O(n+m), viz.
[SV] nebo [T2]. Pouzitim této informace zkonstruujeme vektor LCA(l) pro kazdy list /
a potom vytvofime vektor LCA(v) pro uzly ve vzdélenosti i od kofene, slou¢enim LCA jeho

déti a nastavenim j-tého bitu do 0 pro vSechny j>i.

Pro realizaci zbyvajicich operaci potfebujeme ptedbézné zpracovat ne¢kolik funkci tak,
abychom je mohli vyhledavat v tabulce. Definujme proménnou subword, jejiz velikost je
tagsize bitd a proménnou swnum = [wordsize/tagsize]. Tzn., ze swnum je maximalni pocet
subwords ulozenych ve slové. Kazdy vstup a vystup popsany nizZe, je ulozen v samostatné

proménné. Symbol e necht’ oznacuje ,,zietézeno s (pt. I ® J znamena ,,I zfetézeno s J).
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select, bere za vstup I o J, kde I a J jsou fetézce o délce r bitl. Vystupem je seznam bitl
z J ,,vybranych® pomoci /, tzn., necht’ <k;, k,, ..> je usporadany seznam indexti
bith /, jejichZ hodnota je 1. Vystupnim seznamem je potom <ji;, jiz, ..>, kde ji

je hodnota k;-tého bitu J.

selectS, bere za vstup [ e J, kde I je fetézec o maximalni délce r bitl a ne vice nez jedni-
cek v swnum, a J je seznam o maximalni délce swnum podslov. Vystupem je se-
znam podslov z J, ktery je ,,vybran“ pomoci /. Tzn., necht’ <k;, k,, ..> je uspora-
dany seznam indext téch bitl z /, jejichz hodnota je 1. Vystupnim seznamem je

potom <jiy, jr2, ..>, kde ji; je ki-té podslovo z J.

weight, bere za vstup fetézec o délce r bitli a vystupem je pocet bitii nastavenych do 1 ve

vstupnim fetézci.

index, bere za vstup r bitovy vektor s maximalnim poc¢tem h jednicek a vystupem je se-

znam podslov ziskanych indexy jedni¢kovych biti ve vstupnim vektoru.

subword, je takova konstanta, Ze pro i=/1, .., swnum, (i*tagsize)-ty bit je 1 a zbyvajici bity

jsou 0 (tzn., kazdé podslovo je nastaveno do 1).

Pro vSechny tyto funkce je lehce patrné, Ze predbéZné zpracovani zabere O(n) Casu, po-
kud velikost vstupu neni vétsi nez log n+c, kde ¢ je konstanta. Miizeme vytvofit tabulku pro
vSechny vstupy délky r tak, Ze nejprve vytvorime tabulku pro vstupy o velikosti /2, podiva-
me se na vysledky dvou polovin a v konstantnim ¢ase zpracujeme oba vysledky a vytvofime

zaznam.

Napft. pro index,, je-li vytvorena tabulka pro index,,, pak mizeme jednoduse zkonstruo-
vat tabulku pro vstupni fetézec délky » v konstantnim poctu operaci na zdznam nasledovné:
Necht [ je prvni polovina vstupu a J je druha. Ptidej weight,»(I) ke kazdému podslovu inde-
Xuy2(J) pridanim weight, o (1) *subword;. Necht' L je vytvofeny fetézec. Potom sluéme prvni

weight, (1) podslov z index, (1) s prvni weight, »(J) podslov z L.

Pfipomenime si, ze wordsize ma délku [lg n] bitd. Nesmime si dovolit vytvaiet tabulku

pro select,yorisize @ selectS,orasize, kKteré maji vstupy 2*wordsize bitl, protoze by tabulka byla
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prilis velika. Ale jak bylo feceno vysSe, mizeme vypocitat tyto funkce v konstantnim case,
pouzitim tabelovaného vyhledavani téchto funkci pro vstupy o velikosti wordsize/2, coz bylo

popsano vyse.

Nyni mlzeme provést operace potiebné v nasi datové struktute. (Vynechdme popisy
funkei uvedenych nize, nebot’ mohou byt jednoduSe vyvozeny z vlastnosti jejich vstupt.)

[lustrujme si tyto operace na ptiklad¢, kde wordsize=8 a tagsize=3.
1. Ur€eni |[A(V)|:
o |A(v)|=weight(LCA(v)).
Priklad: pokud LCA(v)=(01101110), pak |A(V)|=5.
2. Vytvoteni smallList(v|p) ze smallList(p):
o L « select((LCA(p),LCA(v)).
o smallList(v|p) < selectS(L, smallList(p)).

Priklad: necht LCA(v)=(01001000), LCA(p)=(11000000) a smallList(p) je (¢,,t). Pak
L=select(11000000,01001000)=(01) a smallList(v|p)=selectS((01),( t;,t;))= (t2).

3. Vytvoteni smallList(v|p) z LCA(v) a LCA(p):
o smallList(v|p) < index(select(LCA(p),LCA(v))).

Priklad: Necht LCA(p)=(01101110) a LCA(v)=(01001000). Potom smallList(v|p)=
index(select((01101110),(01001000)))=index(10100)=(1,3). (Pokud bigList(p)=(t, 1>,

t3,t4,t5), potom prvni a druhy zdznam smallListu(v|p) jsou ukazatele na ¢; a t3.)
4. VloZeni oznaceni ¢ na pozici i az j smallListu(v|p) pro vytvoteni smallListu(v):
e Slu¢me prvnich i-1 podslov smallListu(v|p) s podslovy i az j z t*subword]l.

Ptiklad: Necht' smallList(v|p)=(1,3) jako v minulém piiklad€. Pak ¢ je oznaeni {v,p;.
Abychom mohli vlozit ¢ na pozici 1 az j=|4(v)|=2, musime spocitat
t*subword1=t*00100100=(t,t) nasledované n¢kolika 0 bity, které jsou odstranény zis-
kanim smallListu(v|p)=(t,¢).

5. Vytvoteni bigListu(v|a) z bigListu(a), LCA(v) a LCA(a):

e Necht' L=select(LCA(a),LCA(v)).
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e Rozlozme L na fetézce L; o délce swnum bitd a ulozme kazdé L; do samostat-

ného slova (posledni feté¢zec miize mit méné bitt).

¢ Rozlozme biglList(a) do samostatnych slov, kde kazdé obsahuje swnum pod-
slov (posledni miize mit méné podslov). Necht’ b;(a) reprezentuje i-t¢ slovo

bigListu(a).
e Pro kazdy tetézec L;, proved'me selectS(L;,bi(a)).
e Slu¢me vysledky a vytvoime bigList(v|a).

Piiklad: Necht LCA(a)=(01101110), LCA(v)=(00100101) a necht’ bigList(a) je (.,
t3,t4ts5). Potom L=(01010); L1=(01), L2=(01) a L3=(0); b;=(t1,t5), bo=(t3,t4) a b3=(t;s).
Nésledné (1;)=selectS((01),(t1,t5)); (t4)=selectS((01),(t;,t4)) a ()=selectS(ts). Tedy big-
List(v|a)=(t,t4).

6. Vytvoteni bigListu(v|p) z bigListu(v|a) a smallListu(p), kde p je rodiCem v a p# a:

e Necht’ fje prvnim podslovem smallListu(p), ktery obsahuje popis hrany spise

nez ukazatel. Nahrad'me vSechny podslova od pozice f'vySe smallListem(p).

Poznamenejme, ze A(v|p)=A(p) pouze v ptipade, kdy |4(v|p)|>|A(p)| a proto small-
List(v|p)=smallList(p).

Ptiklad: Pouzitim a a v z minulého ptikladu dostaneme bigList(v|a)=(t,,t4). Pfedpokla-
dejme smallList(p)=(2,t’). 2 je ukazatel na druhou polozku v bigListu(a) a t” je ozna-

¢eni n¢jaké hrany ve stromu s kofenem v a. Poté bigList(v|p)=(t,t’).
7. Vlozeni oznaceni {v,p} na ptislusné pozice bigListu(v|p) pro vytvoreni bigListu(v):
e Resime obdobné jako ve vyse uvedeném bodé (2), ale musi byt vykonan pro

kazdé slovo v seznamu.

3.6.5.4. Analyza

Pokud v je small, horni cena provedeni vlozeni pomoci binarniho vyhledavani je kon-

stantni. Pokud v je big, A(v)|/(wordsize/ tagsize) = Q(logn/loglogn), horni cena je O(log

log n). Proto implementacni cena je O(log(|A(v)|)), ktera je v nejhor$im pitipadé imeérna poctu
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v Vv

porovnani potfebnych Komloésovym algoritmem k nalezeni nejtézs$i hrany v 2m pil-cestach

m+n

stromu. Secteno pies vSechny uzly ndm to da O(n.log( )), coz dokazal Komlos.

Pti vytvareni LCA se setkdme pouze s doplitkovymi cenami, které zaberou O(m+n),

v vr

K dokonceni verifika¢niho algoritmu ndm zbyva porovnat vahu kazdé nestromové hrany
s vahou nejtézsi hrany ve stromové cesté spojujici jeji koncové uzly. Toto porovnani zabere

O(m).

3.6.6. Zaveér a oteviené otazky

Upravili jsme Komlésiv algoritmus pro jednoduchy piipad plné€ se vétviciho stromu. Na-
vrhli jsme originalni datovou strukturu, kterd nam dava prvni algoritmus s linearni asovou

naroc¢nosti.

Stale zlistava otevienou otdzkou, zda-li mize byt nalezen casové linearni algoritmus pro
pointer machine (pointer machine - je takovy vypocetni model, jehoZ pamét’ se sklada
z neomezené¢ho poctu registri nebo zdznaml propojenych ukazateli. Kazdy registr muize
obsahovat libovolné mnozstvi ptidavnych informaci. Pro vypocet adresy registru neni povo-
lena zadna aritmetika. Jediny pfistup k registrim je prostfednictvim ukazateli). Takovy vy-
sledek by ptimo vedl k ¢asové linearnimu algoritmu pro pocitace pracujici s ukazateli, ktery
by podital nejblizsiho mozného piedka. Zadné feeni tohoto problému, ktery se zda snadn&jsi,
neni znamo.

Vv

Je-li dan staticky strom, algoritmus hledani nejnizsiho spole¢ného predka miize pribézné
zpracovavat zaddvané vySetfované cesty v konstantnim case pro kazdou z nich. Otevienym
problémem zlstava feSeni stromovych cest v konstantnim case, kde by dotazované cesty byly

W

zadavany prubéznge.

Funkce, které pouzivame, jsou v urcitém smyslu pfirozené. Je mozné, ze mohou byt uzi-
te¢né pro implementaci jinych algoritmi, u nichz zatim neni zndmo, zda maji linearni imple-
mentaci, nebo jejichZz implementace vyZaduje vice specializovanych tabelovanych funkci,

jako naptiklad v DRT (viz. DRT, kde jsou uvedeny odkazy na nékteré z téchto algoritmtt).

Na zavér uved’'me, ze jakékoliv dalsi aplikace véty 1 by mohly byt velice zajimavé.
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4. Obecny popis Javy
[11[2][3] V pribéhu nékolika poslednich let se programovaci jazyk Java stal jednim

vvvvvv

docenén. Pomoci tohoto jazyka se Internet zménil na pln¢ interaktivni pocitacové prostiedi.

Programovaci jazyk Java vychazi z jazykt C a C++. Zéklady a koncepci jazyka definova-
li vroce 1991 pracovnici firmy Sun Microsystems — J. Golsing, P. Naughton. Jejich novée
vyvinuty jazyk se jmenoval Oak. Teprve v roce 1995 byl pfejmenovan na Java. Jazyk je
navrzen tak, aby aplikace v ném napsané mohly byt realizovany na pocitacich s riznymi
procesory a pod riznymi opera¢nimi systémy. Ma spoustu spolecnych vlastnosti s jazyky C

a C++. Z jazyka C zdédil syntaxi a objektovy model vznikl adaptaci objektt z C++.
Java muze byt pouzita k vytvateni dvou druhti programti — aplikaci a apletii.

Aplikace je program, ktery mtize bézet samostatné na pocitaci pod danym operacnim sys-

témem.

Aplet je aplikace navrZena tak, aby mohla byt pfenaSena pomoci sité Internet a realizova-

na prohlizeCem www stranek, ktery je kompatibilni s Javou.

Java umoziuje fesit problém bezpecnosti a prenositelnosti dat. Negeneruje totiz spustitel-
ny kod jako prekladace ostatnich programovacich jazyki, ale generuje tzv. bajtovy kod (byte-
code). To je vysoce optimalizovana mnozina instrukci navrzena tak, aby mohla byt spousténa
pomoci run-time systému nazyvané¢ho Virtualni stroj Javy (Java Virtual Machine). Program
v Javé prelozeny do bajtového kédu mize bézet na riznych platforméch, protoze je nutné
implementovat pouze dany virtualni stroj. Implementace virtudlniho stroje se pro jednotlivé
platformy lisi, vSechny jsou vSak schopny interpretovat tentyz bajtovy kod. Spusténi kazdého
programu je fizeno virtualnim strojem, ¢imz je systém chranén proti nezddoucimu generovani

jakychkoli vedlejsich efektli mimo systém.

Java je objektove orientovany jazyk. Zakladnimi pojmy pro objektové orientovany jazyk
jsou : zapouzdreni (encapsulation), polymorfismus (polymorphism) a dédicnost (inheritance).

Zapouzdieni — mechanismus spojujici kod a data, se kterymi kod manipuluje. Spojenim
dat a kédu vznika objekt. Uvnitt objektu Ize kod a data deklarovat jako privatni (private) nebo

vefejné (public). Privatni kod a data mohou byt zpfistupnéna pouze kodem uvniti objektu.
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Pokud jsou data a kéd vetejnd, jsou piistupna i ostatnim ¢astem programu. Zakladni jednot-

kou zapouzdieni je t7ida (class). Ttida definuje formu objektu, data 1 kod.

Polymorfismus — umozniuje zredukovat slozitost problému vytvofenim spole¢ného roz-

hrani.

Dédicnost — proces, pomoci kterého mize objekt ziskavat vlastnosti jiného objektu — hi-
erarchie. U daného objektu nyni pouze deklarujeme ty vlastnosti, které ho ¢ini jedineCnym

v dané tiid€. Ostatni vlastnosti mize zdédit z nadifazené tiidy.

4.1. Tridy v Javé
TFidy jsou zékladem jazyka Java. PouZivaji se k definici objekt. Uvnitf kazdé tfidy se

definuji kod a data. Kod je obsazen v metodéch.

Obecny tvar ttidy

class jmenotridy {
//deklarace proménnych instance
type prom;
//deklarace metod
type jmenometody(parametry metody) {
/ telo metody

}
}
piiklad deklarace tfidy :
class Bod {
int X;
int y;
int poradi;

}

tato tfida ma tfi parametry typu integer

Metody jsou podprogramy, které umoziiuji manipulovat s daty definovanymi ve tfide.

Casto takeé slouzi jako rozhrani umoznujici ptistup k datim.
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4.2. Vytvoreni objektu

ptiklad vytvofeni objektu:

Bod node1;
node1 = new Bod( );

Vytvoreni objektu se sklada ze dvou kroki. Nejprve se definuje proménna node1 typu
Bod. Tato proménna je ukazatelem na objekt. V druhém kroku se pomoci klicového slova
new dynamicky alokuje pamét’ potiebna pro ulozeni objektu a vraci do proménné node1l

adresu prvniho alokovaného bytu paméti.

Cely tento postup lze zkratit na: Bod node1 = new Bod( );

4.3. Konstruktor

Konstruktor inicializuje objekt v okamziku jeho vytvareni. Jazyk Java generuje implicitni
konstruktor, ktery inicializuje proménné na nulu. Definujeme-li vlastni konstruktor, tak

implicitni nebude pouzit.

4.4. Mechanismus uvolnovani mista v paméti

Tento mechanismus se nazyva garbage collector. Uvoliiuje pamét’ automaticky bez zasa-
hu uZivatele. To lze povaZovat za vyhodu ve srovnani s jazykem C, kde programator musi

uvolnovat pamét’ programem, pomoci piikazu free.
Garbage collector pracuje tak, ze pokud neni k dispozici odkaz na objekt v paméti (napf.

z globalnich proménnych), predpoklada se, ze objekt neexistuje a z paméti je uvolnén.

4.5. Vytvoreni apletu

Obecna struktura apletu:

import java.awt.”;
import java.aplet.”;

public class kostra extends Applet {
public void init( ) {
[l inicializace apletu
}

public void start( ) {
Il spusténi nebo obnoveni apletu
}
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public void stop () {
/I pozastaveni apletu
}

public void destroy () {
/I operace nutné ke korektnimu ukonceni apletu

}

public void paint (Graphics g) {
// obnoveni obsahu okna

}

}

Nejprve se pomoci ptikazu import importuji tfidy AWT a Applet. Aplet komunikuje
s uzivatelem prostiednictvim funkci ve tfiddch AWT, které podporuji interaktivni grafické
prostiedi. Kazdy aplet musi obsahovat tiidu Applet. Potom se deklaruje tiida kostra, ktera je
potomkem tiidy Applet, ¢ili dédi jeji vlastnosti. Tato tfida musi byt vefejna (public), aby byla

zptistupnéna vnéjSimu kodu.

4.6. Inicializace a ukonceni apletu

Jako prvni se vola metoda init( ), pomoci které se provadi inicializace proménnych a po-
catecni aktivity aplikace.

Poté se zavola metoda start( ). Tato metoda se také provadi po restartovani apletu, po-

kud byl pozastaven. K tomu muize dojit napt. tehdy, vrati-li se uzivatel na ptedchazejici www

stranku obsahujici aplet.

Metoda paint( ) se vola pii pozadavku piekresleni okna apletu. Metoda ma jeden parame-

tr typu Graphics, ktery obsahuje graficky kontext, jenz popisuje grafické prostiedi.

Dalsi metoda stop( ) se vola pti opusténi stranky s apletem a pozastavi ho. Tuto metodu
1ze pouzit k pozastaveni kteréhokoliv podiizen¢ho procesu vytvoreného apletem. Metoda vSak
neprovadi ukonceni apletu, mize totiz byt znovu restartovan metodou start( ), pii navratu

uzivatele na stanku obsahujici aplet.
Pro provedeni vSech nezbytnych operaci k ukoneni apletu se pouziva metoda

destroy( ).

4.7. Kresleni v Javé

Pro praci s grafikou v Javé se pouziva zakladni tfida java.awt.Graphic. Jeji grafické

moznosti jsou velmi omezené, ale pro bézné pozadavky jako napt. vykresleni piimky, obdél-
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tiidu java.awtGraphics2D.

Okamzik vykresleni na obrazovku mtizeme uré¢it pomoci metody repaint ( ) nebo upda-
te( ) ze tiidy Component. Metoda repaint( ) vola metodu update( ), ktera vymaze kompo-
nentu, na kterou kreslime tim, Ze ptes ni ptekresli obdélnik v barvé pozadi. Potom nastavi
graficky kontext g na barvu popiedi a nakonec zavola metodu paint( ), ktera provede vykres-

leni na obrazovku.

Neni nutné kreslit pouze v metodé paint( ). Graficky kontext 1ze totiz ziskat pomoci me-
tody getGraphics( ), ale neni to pfili§ doporu¢ovano, protoze toto feSeni s sebou nese urcité

problémy.

Pii grafickém feSeni apletli jsem narazil na zajimavy problém, jak na plochu ptidat novy
graficky objekt, aniz by doslo k vymazani dosavadnich vykreslenych objektt. V literatuie se
doporucuje piekryt metodu update( ) tim, Ze se v ni vola piimo metoda paint( ).

Public void update(Graphics g) {
paint(g);
¥

Toto opravdu Ize pouzit, ale nastava problém pii manipulaci s oknem, ve kterém je aplet
zobrazovan (napf. minimalizace okna). Dochéazi k pfemazani a zlstane vykreslen pouze po-
sledni nakresleny objekt. Tento problém jsem vyfesil tak, Ze se vSechny nakreslené objekty

ukladaji do paméti a v metodé paint( ) se cyklicky vykresluji.
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5. Programové vybaveni

Programové vybaveni bylo zhotoveno v programovacim jazyce Java. Tento jazyk vychazi
z koncepce jazykti C a C++. Z programovaciho jazyka C Java zdédila syntaxi a objektovy
model pfevzala od jazyku C++. Hlavni vyhodou tohoto programovaciho jazyku je moznost
prezentovat naprogramované aplety a aplikace pod riznymi operacnimi systémy a procesory.
Za programovaci prostiedi byl zvolen produkt firmy Borland JBuilder 8 Personal. Toto pro-
gramovaci prosttedi je volné¢ ke stazeni na webové strance firmy Borland

http://www.borland.com/products/downloads/download_jbuilder.html. K pouzivani této volné

distribuované verze je zapotiebi se zaregistrovat na strankach firmy Borland a nasledné pak
obdrzet pomoci e-mailu aktivacni kli¢, ktery dovoli instalaci JBuilderu na pocita¢. Minimalni
hardwarové pozadavky pro spravny béh programu jsou : Intel Pentium II 233 MHz nebo
kompatibilni, minimaln¢ 256MB operacni paméti (doporuceno je 512MB) a operacni systém
Microsoft® Windows 2000 (SP2), XP, nebo NT 4.0 (SP6). Viechny aplety a aplikace byly

naprogramovany na pocitaci s procesorem Intel Celeron 700MHz s opera¢ni paméti 384MB.

5.1. Aplety

Pomoci JBuilderu byly naprogramovany tii zdkladni aplety ilustrujici zakladni tfi algo-
ritmy hledani minimalni kostry grafu na spojitém ohodnoceném grafu. Tyto aplety jsou pro-
gramy, které se pouzivaji predevsim na WWW strankéach v¢lenénim do jejich HTML kodu.
To znamend, Ze se nespoustéji ptimo jako aplikace, ale spousti se otevienim HTML doku-
mentu pomoci WWW prohlizece, ktery umi s aplety pracovat. U apletl je zachovavana vyso-
ka bezpecnost, a proto v nich miizeme pouzit jen ur¢itou podmnozinu moznosti programova-
ciho jazyka Java. Aplety napiiklad nemohou ¢ist nékteré systémové proménné, navazovat
sitové spojeni na jiny neZ domovsky server a predevSim zapisovat do souborii v pocitaci, kde
je aplet spustén. Tato omezeni se mohou v riznych verzich JDK a rGznych nastavenich secu-
rity-manageru zptisiiovat nebo naopak zmirniovat a také je mohou menit i samotné prohlizece
WWW stranek. Protoze je aplet spoustén prostiednictvim WWW prohlizece, mize pouzivat
pouze knihovny, které¢ ma k dispozici. Zcela funkéni aplet preloZzeny na nasem pocitaci miize
byt spoustén prohlizeCem, ktery nema implementovanou podporu Java Core API a jednoduse
nebude fungovat. V naSich apletech budeme vyhradné pouzivat knihovhu AWT, protoze

podporu vSech béznych metod z AWT maji soucasné WWW prohlizeCe implementovanu.
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Kdyby WWW prohlize¢ spoléhal na podporu Java Core API, kterou by nemél implementova-
nu, nemusi byt vSe ztraceno. Existuji totiz pluginy, které 1ze do prohlizec¢e doinstalovat. Mys-
lim si vSak, Ze vétSina uZivatell sité internet nebude ochotna kvili apletu instalovat nové
pluginy, a proto je jednodussi se ponékud omezit a vystacit se standardni knihovnou AWT.

Snad poslednim problémem apletii jsou sami vyrobci WWW prohlizeci. Musime se smifit

s nejednotnym chovanim apleti, protoze kazdy prohlize¢ pracuje s aplety jinak.

5.1.1. Navrh apletu

Hlavnim pozadavkem pii nédvrhu grafické podoby apletu byla jeho jednoduchost a pie-
hlednost. Uzivatel by se nemél zabyvat studovanim slozité obsluhy apletu, ale po velmi krat-
kém seznameni by jej mél plnohodnotné ovladat. Ke snadnému ovladéani velice napomuize
prehlednd propracovana napovéda, ktera uZivatele povede pii praci. Zadny uZivatel neni
neomylny a proto musi byt v apletu moZnost provedeni oprav chybnych zadani. Souctem
vSech pozadavkl byl navrzen aplet skladajici se ze tfi hlavnich ¢asti. Prvni ¢ast je ovladaci.
Obsahuje zakladni ovladaci prvky vstupu a vystupu. Druhou ¢ésti apletu je panel, na kterém
je zobrazovana piehledna napovéda a ve findlni fazi 1 vysledky vypoct. Posledni cCasti je
platno (Canvas), které slouzi k zadavani grafii a zobrazovani vysledkl.. Aplet je umistén
v HTML koédu a proto bylo tfeba dimysiné promyslet jeho velikost. Uzivatelé internetu mo-
hou mit nastavena rtizna rozliSeni grafickych adaptéra a bylo by nest’astné, kdyby se jim aplet
nevesel na obrazovku monitoru a museli by s nim pohybovat (pomoci tzv. scrollbaru). Proto

byl navrzen aplet o $ifce 600 obrazovych bodi na 400 obrazovych bodu.

5.1.2. Ovladani apletu

Ovladani apleth je velice jednoduché a intuitivni. Na nésledujicim obrazku (Obrazek
5.1.1) je zobrazena pracovni plocha apletu se vSemi ovladacimi prvky. Tento obrazek byl
ziskéan okopirovanim obrazovky (pomoci tzv. print screen) piimo z pocitace, ofiznut a dopl-

nén komentafi popisujicimi jednotlivé ovladaci prvky.
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Krok 4/4 - Minimalni kostra grafu ma délku 10, pomoci SmaZ mitfete pokradovat Zakladni operace

Zadéavani uzld a hran

Pfehledné napovéda grafu

Zadavani ohodnoceni

hrany grafu
Mavraceni chybného
zadani |

SmaZe pracowvni
oblast

Wykresleni min. kostry
Minimélni kostra grafu
Krok min. kostry grafu

, kresli minimalni
Ohodnoceni e
hrany kostru grafu
9 Mirimalni

kostra Reseni daného algoritmu

krok po kraku

Hakreslené grafy

Knihovna pledkreslenych
grafl, vhodnych pro porovndni
z&kladnich algoritmd

Obrazek 5.1.1: Pracovni plocha apletu se vSemi ovladacimi prvky

Nejprve si ukazme zdkladni ¢asti apletu. Bilou podkladovou barvou je vyznaceno plétno,
na které se kresli graf. Vinovou barvou v pozadi jsou oznaceny zbylé dvé ¢asti apletu. Pod
hornim okrajem je neustdle zobrazovdna napovéda, ktera se méni dle uzivatelskych zasahu.
Pii pravém okraji apletu nalezneme sloupec ovladacich prvki. Tlacitka ,,zadavani uzli“
a ,,zadavani hran* slouzi k pfepindni pracovniho rezimu. Pfi pracovnim rezimu ,,zadavani
uzIli“ maze uzivatel libovolné rozmistovat kliknutim levého tlacitka mysi na platné jednotlivé
uzly grafu. Tyto uzly jsou automaticky pojmenovany pismeny abecedy vyjma pismen
s diakritickymi znaménky. Takto mlZe byt na platn€ rozmisténo az 26 uzll (pocet pismen
abecedy). Uzly nejdou pokladat ptes sebe ani ve vlastni tésné blizkosti. To samé plati pii
okrajich platna. Mame-li jiz rozmistény potfebné uzly grafu, mizeme ptistoupit k jejich pro-
pojeni ohodnocenymi hranami. Musime se piepnout do rezimu zadavani hran pomoci tlaitka
»zadavani hran“. Kazda hrana se zadava trojici informaci. Prvni z nich je ohodnoceni hrany.
Tato informace se piSe do bilého pole pod tlacitko ,,zadavani hran“. Ohodnocenim hrany
rozumime celé kladné ¢islo. V ptipade, ze se pokusime zadat néco jiného, aplet nas na to

upozorni a zadani budeme muset opakovat. Druhou informaci potfebnou ke spravnému zadani
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hrany je pocatecni uzel. Kliknutim levym tlac¢itkem nad uzlem grafu uré¢ime pocatecni a pak
koncovy uzel hrany. Hrana se ndm vzapéti vykresli na platné i s jejim piislusSnym ohodnoce-
nim. V piipadég, Ze jsme hranu zadali §patné a chceme se vratit o krok zpét, stiskneme tlacitko
,»Krok zpét“. Kolikrat je toto tlacitko stisknuto, o tolik krokid se vratime zpét (obdobné lze
vratit Spatné zadani uzli). Mame-li jiz zaddn kompletni spojity hranové ohodnoceny graf,
muzeme piistoupit k vypoctu minimdalni kostry grafu. Mzeme si vybrat, jak si piejeme kostru
pocitat. Stisknutim tlacitka ,,Minimalni kostra grafu* probéhne vypocet a na platné se
v nakresleném grafu ¢ervené vyznac¢i minimalni kostra grafu. Na panelu napovédy se zobrazi
jeji celkova délka a informace o mozném pokracovani. V ptipadé chybné¢ zadaného grafu
(nespojitého) vas po vypoctu aplet upozorni, ze minimalni kostru zadaného grafu nelze nalézt.
Druhy zpiisob vypoctu je mnohem nazornéjsi a slouzi ptfedev§im pro pochopeni algoritmu.
Uzivatel opétovnym stisknutim tlacitka ,,Krok min. kostry grafu® provadi vypocet minimalni
kostry po jednotlivych krocich algoritmu. V kazdém kroku se zvyrazni pridavana hrana ke
kostie grafu. V panelu ndpovédy je zobrazeno cislo kroku z celkovych krokii potiebnych pro
vypocet minimalni kostry grafu pomoci daného algoritmu. Po poslednim kroku algoritmu je
spocteno celkové ohodnoceni minimalni kostry (cena kostry) a zobrazeno opét v panelu na-
povédy. Nyni nam jen zbyva vysvétlit si posledni tii tlacitka. Pod kazdym se skryva nakresle-
ny graf, u kterého si miize uzivatel spoc¢ist minimalni kostru. Samoziejmé se daji predkreslené

grafy modifikovat (pfidat nékolik uzli a hran navic).

Na zavér bych chtél upozornit na barevnou odlisnost apleti od popisovanych vypocti al-
goritmi. V kapitole 3.2, 3.3, 3.4 a 3.5 byly vysvétleny zakladni algoritmy hledani minimal-
nich koster grafii pomoci barveni hran. Cervené obarvena hrana znamenala, 7¢ dan4 hrana
zcela jisté nepatii do minimalni kostry grafu na rozdil od modfe obarvenych hran, které tvofi-
ly minimdlni kostru grafu. V apletu je tomu naopak. VSechny hrany jsou kresleny modrou

barvou a pii vypoctu jsou hrany patiici do minimalni kostry obarveny ¢ervene.

5.1.3. Programova realizace aplet

Aplety se skladaji ze tii tfid (viz. 4.1). Trida Kostra je zakladni tfidou, ktera dédi vlast-
nosti své nadtiidy, tfidy Aplet. Tato tfida obsahuje hlavni télo programu. Aplety dale pouzi-
vaji dvé definované tridy. Tridy Uzel a Hrana. V téchto tfidach se definuji proménné uzlu

resp. hrany. Z hlavniho programu tak lze pfistupovat k jednotlivym bodim resp. hrandm jako
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k celku, nebo pomoci “teCkového” operatoru k jednotlivym proménnym. Toto ¢lenéni je

velice vyhodné, protoZe je tak jasné dano, co se tyka bodu a co hrany.
Ukézka konstrukce tiidy Uzel.

class Uzel {

int X;
int y;
int  poradi;

int komponenta=0;

Kazdy uzel je popsan Ctyimi proménnymi. V proménné potadi je uloZeno c¢islo uzlu, kte-
ré ziskal pfi umisténi na plochu (je to jeho potadové Cislo, ve kterém byl zadan). Proménna
komponenta nese informaci o piislusnosti kazdého uzlu ke komponenté (modrému stromu)

grafu. Ve zbylych dvou proménnych jsou uloZeny soutadnice uzlu.

Obdobn¢ je popsdna i kazda hrana grafu. Proménné popisujici kazdou hranu nesou in-

formace o jejim poc¢atecnim a kone¢ném uzlu, o soutadnici stfedu hrany a jejim ohodnoceni.

Dale se ve vSech apletech pouzivaji dvé globalni celociselné proménné, které nesou in-
formaci o aktualnim poctu hran a uzli. Tyto proménné se méni dle mnoZstvi zadanych uzlt

a hran. Hrany i uzly jsou uloZeny v jednorozmérném poli Hran, resp. Uzll.
Hlavni tfida Kostra se déli na metody, tedy podprogramy realizujici funkce apletu.
V apletech jsou zpracovany nésledujici metody.
Metoda reagujici na udalost stisku levého tla¢itka mysi
deklarace metody:

void this_mousePressed(MouseEvent e)

V této metod¢ se provadéji vSechny operace vyvolané stiskem tlacitka mysi, tedy zadava-
ni uzlt do grafu a vybér pocatecniho a koncového uzlu hrany (u Jarnikova algoritmu pfibyva

jesté moznost vyberu pocatecniho uzlu, od kterého algoritmus pocitd minimalni kostru grafu).
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Metoda reagujici na udalost stisku tlacitka (buttonu)
Deklarace metody:
void button1_actionPerformed(ActionEvent e)

Ttida kostra u Kruskalova i Bortivkova apletu obsahuje devét téchto metod, protoze tyto
aplety ovladame deviti funk¢énimi tlacitky. U Jarnikova apletu méme o jedno funkéni tlacitko
vic (tladitko pro vybér pocatecniho uzlu, z kterého se ma zacit pocitat minimalni kostra gra-

fu). Funkce jednotlivych tlacitek byla vysvétlena v kapitole 5.1.2.
Metoda kresleni
Deklarace metody:
public void paint(Graphics g)

Metoda paint( ) slouzi ke grafickému vykreslovani na obrazovku (viz kapitola 4.7).
V apletech byly pouzity pro kresleni dalsi tfi metody. Metoda kresliBod( ) pro vykreslovani
uzld grafu, metoda kresliHranu( ) k vykresleni hran grafu a nakonec metoda kresliKostru( )

k vykresleni vysledné kostry grafu.

Vsechny tyto metody se volaji z metody paint( ). Toto rozdéleni na grafické podmetody

je dulezité hlavné pro udrzeni prehlednosti programu.
Procedura mazani
Deklarace procedury:
public void smaz()

Procedura smaz() slouzi k smazani v§ech proménnych potiebnych pro spravny béh pro-

gramu, pfed novym zadanim grafu.

Uzivatel zadava vSechny informace pomoci levého tlacitka mysSi a numerické klavesnice.
Proto je zapotiebi rozdé€lit aplety do dvou funkénich reziml (rezim zaddvani uzli a rezim
zadéavani hran). V apletech jsou zavedeny dv¢ logické proménné pro spravu téchto rezima. Pfi
spusténi apletu ¢i vymazani vSech dat je prednastaven rezim zadavani uzli (pokud nemame
zadany minimaln¢ dva uzly, je nesmyslné zadavat hrany). Po zadani minimalniho poctu uzli

potiebnych pro vytvofeni hrany (pocatecni a koncovy uzel) se miZeme piepnout do reZimu
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zadavani hran a to hned dvéma zpiisoby. Zadanim ohodnoceni hrany do textového pole anebo
stisknutim tlacitka zadavani hran. Tyto dva rezimy préace apletu jsou velice dilezité pro ma-
zani ptipadnych chybnych zadani. Je-li aplet v rezimu zaddvani uzl, opakovanym stisknutim
tlacitka smaz se odebiraji sestupné uzly dle poradi jejich zadani. Obdobné¢ pracuje i1 odebirani
hran. Uzly i hrany jsou tedy zadavany do fronty LIFO (last in first out), u které posledni

pfidany prvek se odebira jako prvni.

Pro vykreslovani zadanych uzli a hran v pfedem zminénych reZzimech prace, byla pouzita
zakladni tfida pro praci s primitivni grafikou, tfida Graphics. Tato tfida obsahuje pét zaklad-
nich grafickych primitiv — tsecka, obdélnik, oval, kruhova vyse¢, polygon (uzaviend lomena
¢ara) a polyline (lomena ¢éara). V apletech bylo pouzito Gisecky, ovalu a obdélniku. Po zadani
uzlu levym tla¢itkem mysi zjistime soufadnici, na kterou chceme umistit uzel (x=e.getX();
y=e.getY()). Nastavime barvu uzlu pomoci ptikazu g.setColor(Color.black) a uzel umisti-
me na piedem ziskané soufadnice pomoci piikazu g.fillOval(int x, int y, int Sifka, int vySka).
Tento oval je zadan pomoci obdélniku, ktery jej ohranicuje. Zaddvame tedy soutadnice levého
horniho rohu (x, y) a jeho Sitku a vysku. V naSem piipadé g.fillOval(x-5,y-5,10,10). Nyni
jesté potiebujeme zadany uzel popsat. To provedeme piikazem g.drawChars(char [] nazev,
int offset, int délka, int x, int y). Soufadnice x a y oznacuji pocate¢ni bod, od kterého se

bude nazev vypisovat. Vypis nazvu lze omezit proménnou délka.

Obdobné pracujeme 1 s vykreslovanim hran. Opét ziskame pocatecni a koncovou soufad-
nici hrany stisknutim levého tlagitka mysi nad pocateénim a koncovym uzlem. Usecku vy-
kreslime pomoci piikazu g.drawLine(int x1, int y1, int x2, int y2), kde x1 a y1 jsou soufad-
nice pocatecniho uzlu a x2, y2 jsou soutfadnice koncového uzlu. Dale musime piifadit nakres-

lené hrané ohodnoceni. To provedeme opét piikazem

g.drawChars(char[] nazev, int offset, int délka, int x, inty). -
o X ox -
U kazdé hrany mame spocitanou soufadnici stfedu, kterou y—‘l(. x
ol =

pouzijeme pro vypis ohodnoceni. Tloustku tsecky, ani jeji styl

(pferusovana, ¢arkovana, ...) v Javé nemizZeme nijak nastavit. uzel kon.

Pti vypisu minimalni kostry grafu proto zménime barvu tisecky
). Obrazek 5.1.2: Kresleni tu¢né

a danou tuseCku vykreslime hned ctyfikrat (Obrazek 5.1.2
hrany v Javé

Tim zajistime ptiblizné stejnou Sifku Cary, nezavisle na poloze

pocatecniho a koncového uzlu.
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5.1.4. Aplet pro vypocet min. kostry grafu pomoci Kruskalova algoritmu

Algoritmus pracuje s polem uzli o velikosti n, kde n je celkovy pocet uzli v grafu
a s polem hran o velikosti m, kde m je celkovy pocet hran. Protoze pole hran obsahuje vSech-
ny hrany grafu v pofadi jejich zadani, musime nejprve pole setiidit. V apletech pracujeme
s malymi poli, nebot’ jsme omezeni maximalnim poctem uzll, které mizeme zadat (viz.
5.1.2). Proto bylo pouzito nejjednodussiho fazeni, tzv. vkladani s vybérem nejmensiho prvku.
Toto vkladéani v prvnim kroku nalezne minimum od 0 do m-I prvku a zatadi jej na 0-tou
pozici. V druhém kroku se hledd minimum od / do m-1 prku a nalezeny minimalni prvek se
zatadi na I pozici. T¥idéni kon&i po m-1 krocich. Razeni vybérem nejmensiho prvku je piiro-
zeny stabilni algoritmus s celkovym poétem porovnani O(n’). Takto setiidéné pole hran vstu-
puje do rekurzivni funkce realizujici Kruskaltiv algoritmus. Zaved'me si vystupni pole hran,
které bude obsahovat pouze hrany pattici do minimalni kostry grafu. Vime, Ze toto pole bude
mit velikost n-1, nebot’ celkovy pocet uzll grafu je n. Prvni hranu v poli setfidénych hran
hned pfidame do vystupniho pole. Pak v cyklu od / do m-1 vzdy zkouméme jednu hranu
z pole setfidénych hran. Tato hrana je pomoci rekurzivni funkce zkontrolovana a pokud ne-
tvofii s jiz zafazenymi hranami do vystupniho pole cyklus, je k nim pfidana. Rekurzivni funk-
ce prochédzi vSechny hrany zafazené do vystupniho pole a porovnava jejich koncové uzly
s koncovymi uzly zkoumané hrany. V tomto cyklu zkoumdme a zafazujeme hrany az do
chvile, kdy pfidame n-/ hranu do vystupniho pole. V tu chvili cyklus ukon¢ime a vykreslime
minimalni kostru grafu dle poZadavki uzivatele (bud’ celou kostru grafu, nebo krok po kro-

ku). Vykreslovani uzlt a hran bylo popsano v ptedchozi kapitole (viz. 5.1.3).

5.1.5. Aplet pro vypocet min. kostry grafu pomoci Jarnikova algoritmu

Aplet opét pracuje se dvéma vstupnimi poli. Pole uzli ma velikost n, kde n je celkovy
pocet uzlli a pole hran ma velikost m, kde m je celkovy pocet hran. U Jarnikova algoritmu
neni tieba nijak uspotradavat vstupni pole. Zaved’'me si opét vystupni pole pro hrany minimal-
ni kostry o velikosti n-1. Dale budeme pottebovat proménnou, ve které bude ulozen pocatecni
uzel vypoctu algoritmu. Tento pocatecni uzel je zadan uzivatelem pred spusténim vypoctu.
MiiZzeme jej nazvat modrym stromem, ktery se v dalSich krocich bude rozrtistat. Dale budeme
potiebovat pole uzll patticich do modrého stromu (MS). Do tohoto pole mizeme ihned ptidat
pocatecni uzel zadany uzivatelem. Nyni jiz miZeme pfistoupit k vlastni funkci realizujici

Jarniktiv algoritmus. Jde o cyklus do .. while, ve kterém se nalezne ze vSech uzli umisténych
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v poli uzli modrého stromu (MS) minimalni incidentni hrana a pokud netvoii cyklus
s modrym stromem (nema oba koncové uzly v modrém stromu), je piidana do vystupniho
pole. Cyklus do .. while kon¢i pfi umisténi n-/ hrany do vystupniho pole hran. Pak opét na-

sleduje vykreslovaci rutina, kterd je popsana v kapitole 5.1.3.

5.1.6. Aplet pro vypocet min. kostry grafu pomoci Bortivkova algoritmu

V tomto apletu bylo opét pouzito vstupni pole uzll, hran a vystupni pole obsahujici hrany
minimalni kostry grafu. Velikosti pouzitych poli jsou stejné, jako v kapitole 5.1.4 a 5.1.5. Na
pocatku je kazdy uzel grafu povaZzovan za samostatny modry strom. Kazdy uzel ma ve své
proménné komponenta uvedeno ¢islo modrého stromu, ktery tvoii. Tato ¢isla jsou uzlim
pridélena dle potadi jejich zadani (tzn. neexistuji zadné dva ¢i vice uzll, které by mély stejné
¢islo ve své proménné komponenta). Funkce realizujici Bortivkiiv algoritmus je naprogramo-
vana rekurzivné a v kazdém svém kroku vykonava hned n&kolik operaci. Nejprve je zapotiebi
nalézt ke kazdému modrému stromu incidentni hranu s minimalnim ohodnocenim (informaci
0 modrém stromu nese proménnd komponenta). Z mnoziny vSech nalezenych minimalnich
hran nyni musime vybrat duplicitni hrany, tzn. hrany se stejnymi koncovymi uzly. Nyni jiz
mame mnoZinu jednozna¢nych hran, které miiZzeme ptidat do vystupniho pole. Nakonec ne-
smime zapomenout sloucit staré modré stromy v nové a precislovat proménnou komponenta
u vSech uzli, které se sloucily s jinym modrym stromem. Tento postup opakujeme rekurzivné,
dokud neméame pouze jeden modry strom. To pozname, ze u vSech uzlti v proménné kompo-
nenta bude stejné Cislo. Pak jiZ ndm nic nebrani ve vypisu minimalni kostry grafu dle uZiva-

telskych pozadavk.

5.2. Aplikace

Aplikace jsou programovany také v JBuilderu 8 Personal. Tyto aplikace nemohly byt rea-
lizovany pomoci apletii, protoze aplety maji vysoké zabezpeCeni a pii praci se vstupem
a vystupem prostfednictvim datovych souborit dochéazi k neptekonatelnym problémim. Pro

praci se soubory se tedy v Javé hodi predevsim aplikace.

5.2.1. Navrh aplikaci

Ve vSech naprogramovanych aplikacich se budeme snazit maximalné minimalizovat gra-
fické prvky a zaméfime se na jejich jadra — algoritmy. Ve vySe uvedenych apletech bylo

zvykem zadavani vstupnich dat prostfednictvim klavesnice a mySi. U aplikaci tomu bude
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jinak. Pfevazna vétSina vstupti do programu bude prostiednictvim textovych souborii a jen

vyjimecné¢ se setkame se vstupem z klavesnice (pomineme-li spousténi vypoctu).

5.2.2. Ovladani aplikaci

Vsechny navrzené aplikace se ovladaji intuitivn€ pomoci jednoho spoustéciho tlacitka
a v piipad¢ nahodného generatoru spojitych grafii je toto tlacitko doplnéno o dvé textova pole.
Vsechny navrzené aplikace pracuji s textovymi soubory, které se ukladaji resp. nacitaji
z pracovniho adresafe. Ten je pro vSechny aplikace nastaven do adresare, z kterého se aplika-

ce spousti.

5.2.3. Aplikace pro nahodné generovani spojitych ohodnocenych grafu

Ukolem této aplikace je generovat nahodné spojité ohodnocené grafy a ukladat je
v fadném formatu do textovych souborii. Celd aplikace se sklada z jednoho tlacitka a dvou
textovych poli. Do textovych poli uzivatel zadd pozadovany pocet uzll a hran grafu a nasled-
nym stisknutim tlacitka start spusti ndhodné generovani grafovych hran. Pfi nekorektnim
zadani a spusténi aplikace je uzivatel upozornén a zadani musi opakovat. Poznamenejme, ze
za nekorektnim zadanim muize byt pismeno, zdporné Cislo, desetinné ¢islo a nebo piekroceni
maximalniho mozného poctu hran na zadany pocet uzll (napt. 4 uzly Ize spojit maximalné

6 hranami).

Aplikace

. Spojity
Potet uzli a
* [Generitor ndhodnychy * ohodnocen
hran grafu spojitych grafi graf ¢

Obrazek 5.2.1: Schéma vstupti a vystupl aplikace pro generovani ndhodnych spojitych
ohodnocenych grafii

Nyni se podivejme na cely problém detailnéji. Zavedeme si pole ohodnoceni hran o veli-
kosti m, kde m je celkovy pocet hran vytvafeného grafu. Necht kazda polozka tohoto jedno-
rozmérného pole obsahuje svij index, tzn. Ze v tomto poli nenalezneme dvé polozky se stej-
nou hodnotou. Mame-li vytvofit spojity graf, musime zajistit, aby vSechny uzly grafu byly
propojeny né&jakou ndhodnou hranou. Jeden z mnoha zptsobi, jak to provést, je nasledujici.

Prvni uzel propojime s druhym, druhy s tfetim atd. Toto propojeni je realizovano v cyklu, kde
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v kazdém kroku ndhodné¢ generujeme index pole ohodnoceni hran a aktualni hranu ohodnoti-
me Cislem uloZzenym na vygenerovaném indexu. Toto ¢islo jiz vickrat nesmime pouzit, aby-
chom generovany graf mohli pouZit i pro Borivkiv algoritmus (Bortvkilv algoritmus nemtiZze
zpracovavat graf s dvémi a vice shodné ohodnocenymi hranami). Proto na pozici vygenerova-
ného indexu zkopirujeme posledni polozku tohoto pole a v pfistim kroku ndhodné generujeme
v rozmezi o 1 mensim. Po skonceni tohoto cyklu postupujeme obdobné. Tentokrat jiz generu-
jeme pocatecni 1 koncovy uzel sou€asné s indexem ohodnoceni hran. Kazdou nahodné vyge-
nerovanou hranu musime pfed umisténim do grafu zkontrolovat, zda-1i tam jiZ neni s jinym
ohodnocenim (miZe se ndm stat, ze ndhodn¢ vygenerovana hrana je jiz obsazena v grafu).

Pokud ano, nepiidavame ji ke grafu a znovu generujeme pocatecni a koncovy uzel.

Nyni jsme se dostali do konecného stddia. Mame vygenerovany ndhodny spojity ohodno-
ceny graf, ktery je uloZzeny v trojrozmérném poli. Kazda polozka tohoto pole nese informaci
0 pocate¢nim a koncovém uzlu hrany a o jejim ohodnoceni. V podobné struktute se dany graf
uklada do textového souboru. V tomto textovém souboru je na prvnim fadku tzv. hlavicka,
kterd obsahuje pocet uzlii a hran grafu. Od druhého fadku jsou ukladany jednotlivé hrany
grafu, kazda na samostatném fadku. Hrana je reprezentovdna tfemi Ciselnymi hodnotami
odd¢lenymi mezerou. Prvni je Cislo pocate¢niho uzlu, pak za mezerou nasleduje ¢islo konco-
vého uzlu hrany a za dal$i mezerou je ohodnoceni hrany. Tyto textové soubory jsou snadno

¢itelné a snadno upravitelné.

Ukazka struktury dat v textovém souboru odpovida s grafem na obrazku 2.4.1:

—_—

W W N LN
E N ST A I S RN
O S > |

-56 -



5.2.4. Aplikace pro méreni €asové naroc¢nosti Kruskalova algoritmu

Hlavnim ukolem této aplikace je méteni celkového ¢asu potfebného k vypoctu Kruskalo-
va algoritmu. Cely program se ovlada jednim tlacitkem start, které spousti algoritmus.
Po spusténi jsou zobrazeny nejdiileZitéjsi informace o zpracovavaném grafu mezi néZ patfi
pocet uzll a hran. Po zdarném ukonceni vypoctu je zobrazen celkovy Cas potiebny ke zpraco-

vani zadaného tkolu.

Aplikace

Spojity
MinimaAlni
{Ihﬂdllllcﬂllf * Algﬂritmu!l * kostra grafu

$

Délka vypoétu

Obrazek 5.2.2: Schéma vstupt a vystupti aplikaci, které méti ¢asové naro¢nosti algoritmi

Algoritmus pii svém spusténi otevie textovy soubor a nacte cely graf do tfirozmérného
pole hran. Kruskaliiv algoritmus pracuje se setfidénym polem hran dle jejich ohodnoceni.
Optimalni naro¢nost Kruskalova algoritmu je O(mlogm ). Chceme-li naprogramovat Kruska-
v algoritmus optimalné, tj. s Casovou naroc¢nosti O(mlogm ), nesmime pouzit algoritmus
fazeni s vyssi Casovou naro¢nosti. V této aplikaci bylo pouzito fazeni QuickSort, jehoz asova
narocnost je skoro jist¢ O(mlogm ). Protoze v tfidéném poli mé kazda hrana jiné ohodnoceni,
pouzil jsem QuickSortu, ktery déli pole na dvé ¢asti (pokud bychom méli vice prvki se stej-
nou hodnotou, je vhodné pole rozdélit na tii ¢asti). Cely algoritmus tfidéni je zaloZen na
principu, ze nejefektivnéj$i vymeény jsou na velké vzdalenosti. Proto se ndhodné vybere index
k z pole (v naSem piipadé je to prostfedni prvek), ktery nam rozd€li pole na dvé casti. Pii
prerovnavani postupujeme od koncii proti sobé a prvky porovnavame s pivotem (hodnota na
indexu k) a prohazujeme je. KdyZ se ndm indexy proti sobé bézicich cykla stfetnou, volame

QuickSort rekurzivné pro kazdou podcast.

Pro vypocet Kruskalova algoritmu si budeme muset opét zavést nékolik poli a tiid. Opét

potiebujeme néjaké vystupni pole hran o velikosti n-1 (n je pocet uzli grafu), do kterého
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budeme ukladat hrany patfici do minimalni kostry grafu. Déle si zaved'me jednorozmérné
pole S o velikosti n, které ponese informaci o ptislusnosti jednotlivych uzlt k modrym stro-
mum. Pod indexem si pfedstavme uzel a pod hodnotou ¢islo stromu, ve kterém dany uzel leZzi.
Na pocatku kazdou polozku pole vyplnime dle jejiho indexu. Ddle si zavedeme tiidu Strom
obsahujici proménné délka a list a tfidu List s proménnymi uzel a dalsi. Vytvorime pole Stro-

mii a Listit o velikosti n. Pti inicializaci naplnime proménné téchto poli nasledovné:

N Strom List
uzel | strom strom | délka | konec list | uzel | dalsi
0 0 0 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 0
2 2 2 1 2 2 2 0
n-1 n-1 n-1 1 n-1 n-1 | n-1 0

Cely vypocet Kruskalova algoritmu probihad v cyklu, ve kterém prochazime vSechny se-
tfidéné hrany. Nyni si popiSeme jeden b¢h tohoto cyklu, ktery rozhodne o zatazeni pravé
jedné hrany do minimalni kostry grafu. Nejprve musime u zkoumané hrany ovéfit, zda-li oba
jeji koncoveé uzly nelezi ve stejném modrém stromu (hrana nesmi tvofit s modie obarvenymi
hranami kruZnici). Pokud je tomu tak, miZeme hranu zatadit do vystupniho pole, nebot’ zcela
jisté bude soucasti minimalni kostry grafu. Pfidand hrana ndm propojila néjaké dva modré
stromy a my je nyni potfebujeme piecislovat. Vzdy precislujeme strom s mensim poctem
uzlt. Informace o velikosti jednotlivych stromtl jsou ulozeny v proménnych délka v poli
vSech stromil. Pii sluovani dvou stromli musime zvysit délku nepfeznaCovaného stromu
o délku precislovaného stromu, v poli Listii zm&nime ukazatele na dalsi listy a nakonec upra-
vime v poli Stromii konec sloucenych stromt. Hrany zarazujeme do vystupniho pole az do
okamziku, kdy zaddme n-/ hranu. Dale nasleduje zapis do souboru dle instrukci uvedenych
v kapitole 5.2.3, doplnény o jednu hlavickovou informaci. ProtoZe hlavnim tkolem aplikace
je méteni celkového Casu potiebného pro vypocet minimalni kostry grafu, do hlavickovych
informaci vystupni minimalni kostry grafu je zapsan naméfeny ¢as v ms (hlavicka vystupniho
textového souboru : pocet uzll, pocet hran, naméfeny ¢as v ms). Popis métfeni casové naroc-

nosti algoritmu je uveden v kapitole 6.1.
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5.2.5. Aplikace pro méreni €asové naroc¢nosti Jarnikova algoritmu
Ovladani této aplikace je totozné s ovladanim aplikace pro métfeni ¢asové narocnosti al-
goritmti pomoci Kruskalova algoritmu (viz. 5.2.4). Schéma vstupti a vystupu je patrné z ob-

razku 5.2.2.

Jarnikiiv algoritmus pracuje s ¢asovou naro¢nosti O(n’). Proto se nam pfimo nabizi moz-
nost pouziti maticové reprezentace grafu, kterd je velice pfehledna a srozumitelnd, nebot
vyplnéni takové matice nam zabere pravé O(n’). Na pocatku celého vypoétu opét budeme
muset nacist zkoumany graf z textového souboru do tfirozmérného pole a vytvoiime si vy-
stupni pole pro hrany minimalni kostry grafu (viz. 5.2.4). Zaved'me si novou tfidu Hrana,
ktera bude obsahovat proménné pocatek, konec a ohodnoceni. Dale budeme potiebovat matici
Hran o rozméru nxn. Vytvoiime proto pole hran s ndzvem Matice o rozméru nxn. Nyni
projdeme vSechny hrany ve vstupnim poli a kazdou hranu zafadime do matice. Radek
a sloupec matice necht’ pfedstavuji pocatecni a konecny uzel hrany. Na tuto pozici a pozici
symetrickou dle hlavni diagondly ulozime hranu do proménnych pocatek, konec
a ohodnoceni. Takto vytvofena matice je symetricka dle hlavni diagonaly (pocatecni uzel
muze byt koncovym a naopak). Ukazme si zapis jednoduchého spojitého ohodnoceného grafu

(viz. Obrazek 2.4.1) v maticové podobé:

1 2 3 4 5 6 V kazdé buiice matice jsou ulo-
1 X 1,2, 1 zeny zakladni informace o hrané
21 1,2,1 X 2,3,212,4,712,5,4 v nasledujicim potadi:
3 2,3,2 X 3,4,3 (pocatek, konec, ohodnoceni)
4 2,4,713,4,3 X 4,5,6
5 2.5.4 4.5.6 X 5.6, 5 Hlavni diagonala je prazdna,
6 5.6.5 % nebot’ graf neobsahuje smycky.

V kazdém sloupci a fadku matice jsou uvedeny incidentni hrany k totoZnému uzlu
s indexem tadku ¢i sloupce. V kazdém kroku si zvolme za vychozi uzel pro vypocet Jarnikova
algoritmu uzel s maximalnim ¢islem (posledni sloupec ¢i fadek matice). Z tohoto uzlu najde-
me incidentni hranu s minimalnim ohodnocenim. Tuto hranu pfidame do vystupniho pole
hran minimdlni kostry. Nyni ndm zbyva sloucit koncové uzly piidané hrany v jeden modry

strom. Vzdy strom s niz$im ¢islem zlstdva a strom s vy$$im ¢islem se k nému ptipojuje.
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Porovnavame prvky se stejnymi fadkovymi indexy a vzdy hranu s niz§im ohodnocenim
zapiSeme na pozici mensiho sloupcového indexu. V tuto chvili jiz na nic posledni sloupec a
fadek matice nepouZijeme a proto v dalSim cyklu algoritmu pracujeme s matici o fadek a

sloupec mensi.

Algoritmus uvedeny v minulém odstavci je jistou modifikaci Jarnikova algoritmu.
V klasickém Jarnikové algoritmu se vzdy rozrasta jeden modry strom, ale v naSem piipadé
nechame vzdy rozristat strom v poslednim sloupci ¢i fadku matice. Takovato implementace
je o néco jednodussi a rychlejsi nez klasicky Jarnikliv algoritmus. Kdybychom vsak chtéli
dodrzet vlastnost, Ze se vzdy rozrista jeden modry strom, stacilo by na konci kazdého naseho
Jarnikova kroku prohodit pravé sloucené dva stromy s predposlednim sloupcem a fadkem
matice. Tim bychom aktualné sloucené stromy umistili na posledni aktivni pozice matice

a v dal$im kroku by se opét hledala incidentni hrana k tomuto modrému stromu.

Dale nasleduje pouze zapis vysledné minimalni kostry grafu do textového souboru.

Podrobné;i je to popsano v piedchozi kapitole 5.2.4.

5.2.6. Aplikace pro méreni ¢asové naro¢nosti Bortivkova algoritmu

Aplikace pro méteni asové naro¢nosti Borivkova algoritmu se ovlada tlacitkem start, po
jehoz stisknuti se z textového souboru nacte pozadovany graf a zobrazi se jeho celkovy pocet
uzIl a hran. Po ukonceni vypoctu je zobrazen celkovy Cas potiebny ke zpracovani zadaného

ukolu. Schéma vstupti a vystupi této aplikace je uvedeno na obrazku 5.2.2.

Bortvklv algoritmus pracuje s ¢asovou ndrocnosti O(mlogn), a proto nemizeme pii

vypoctu pouzit matic. Stejné jako u Jarnikova algoritmu si zavedeme n¢kolik pomocnych tiid
a poli. Zaved'me si tiidu Hrana, ktera bude obsahovat proménné pocdtek, konec, ohodnocent,
novy pocatek a novy konec. Déle tfidu Listy o proménnych cislo a dalsi a ttidu Inc
s proménnymi pocdtek a konec. Opét potfebujeme vstupni pole vSech hran vySetfovaného
grafu a vystupni pole hran patficich do minimalni kostry grafu. Déle si zavedeme pole Hran
Hrana a Nova_hrana o velikosti celkového poc¢tu hran m. V poli Hrana jsou ulozeny vsech-
ny hrany vstupniho grafu. Dale si zavedeme pole minimalnich hran,  jednoznac-
nych_minimdlnich_hran a pole S. Tato pole maji shodnou délku », kde n je celkovy pocet

uzlt. Nakonec zavedeme pole Inc o velikosti n a pole Listu Listy o velikosti 3-n—2. Jednotli-

-60 -



vé vyznamy poli si uvedeme pii popisu algoritmu. Ukazme si datové struktury, s kterymi

budeme pracovat po inicializaci.

Hrana,Nova hrana (min. a min.jednoznacna hrana-velikost n) Listy
pocatek | konec | ohodnoceni | novy pocatek | novy konec cislo | dalsi
0 -1 -1 -1 -1 -1 0| -1 -1
1 -1 -1 -1 -1 -1 1| -1 -1
2 -1 -1 -1 -1 -1 2| -1 -1
m-1 -1 -1 -1 -1 -1 3n-2| -1 -1
Inc
pocatek | konec S
0 -1 -1 0 -1
1 -1 -1 1 -1
2 -1 -1 2 -1
n-1 -1 -1 n-1 -1

Nyni pfistupme k vlastni realizaci BorGvkova algoritmu. Na nasledujicich fadcich si po-
piSeme ¢innost jednoho kroku Bortivkova algoritmu. Na pocatku kazdy uzel grafu predstavuje
samostatny modry strom. Musime tedy nalézt z kazdého uzlu grafu incidentni hranu
s minimalnim ohodnocenim. Takto vybrané hrany zapiSeme do pole minimdlnich _hran. Toto
pole vSak miize obsahovat duplicitni hrany, tzn. hrany vybrané obéma svymi koncovymi uzly.
Proto do pole jednoznacnych minimalnich _hran zapiSeme pouze takové hrany, které nezpu-
sobi v tomto poli duplicitu. VSechny hrany zapsané v tomto poli miizeme zapsat do vystupni-
ho pole, které obsahuje hrany minimalni kostry grafu. Nyni naplnime pole incidence Inc
a pole Listit ukazateli na spolecné listy modrych stromt slouc¢enych pomoci hran v poli jedno-
znacnych_minimalnich_hran. Volame rekurzivni proceduru Prepis dvou vstupnich para-
metri. Prvnim parametrem je Cislo starého stromu a druhym c¢islo nového stromu. Funkce

slouci dva modré stromy, pficemz prepiSe stary modry strom na novy. Tuto rekurzivni funkci
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volame pro kazdy stary strom, tj. pro kazdy uzel grafu zpracovavaného v daném kroku Bo-
rivkova algoritmu. Vystupem této funkce je vyplnéné pole S. Kazdy jeho index si mizeme
predstavit jako uzel. Hodnota u kazdého uzlu (indexu) vyjadfuje pfisluSnost daného uzlu
k modrému stromu. KdyZ mame vytvofené pole S, miizeme piistoupit k ptecislovani no-
vych_zacatkii a novych_koncu u hran ulozenych v poli Hran. Vytvotime novy redukovany
graf obsahujici vSechny hrany z pole Hrana, které nemaji novy pocdatek a novy komnec ve
stejném modrém stromu. Tento novy redukovany graf uloZime do pole nova hrana. Nakonec
tohoto Bortivkova kroku ptepiSeme pole hrana polem nova_hrana a aktualizujeme pocet hran
a uzli nového redukovaného grafu. Takto popsany Borivkiv krok opakujeme, dokud pocet

modrych stromti je vétsi nez 1.

5.2.7. Aplikace pro porovnani vypoétenych minimalnich koster grafu

Vyse zminéné algoritmy nalezly minimalni kostru zadaného grafu a ulozily ji do textoveé-
ho souboru. Kazdy z algoritmi pracuje s jinou casovou naro¢nosti, ale vysledné minimalni
kostry stejného vstupniho grafu musi byt vzdy stejné. Pokud by nebyly, znamenalo by to
chybné naprogramovany algoritmus, nebo nekorektn¢é zadany vstupni graf. Pokud jsou vstup-
ni grafy dostatecn€ malé, spravnost nalezené minimalni kostry se da lehce urcit. AvSak pfi

velkych vstupnich grafech ndm v tom miize napomoci pravé tato aplikace.

Minim#lni
kasrrf grafu Aplikace ;ﬁiinimﬁm:ﬁ
osiry gra
. —p> Analyzitor —p>- jsow/'nejson
Minimalni totoZné
kostra grafu .

Parametry grafii

Obrazek 5.2.3: Schéma vstupti a vystupt aplikace pro porovnani vypoctenych minimalnich
koster grafu

Aplikace nacte tfi vstupni soubory obsahujici minimalni kostru grafu spoctenou pomoci
Kruskalova, Jarnikova a Bortivkova algoritmu. Pfipomenime si, Ze minimalni kostra ziskana

Kruskalovym algoritmem mé vSechny hrany uspofadany dle svého ohodnoceni, na rozdil od
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Bortivkova a Jarnikova algoritmu, kde uspofddani hran je ndhodné. Po nacteni vSech tii grafa
nejprve oveéiime, zda-1i u vSech tfi grafii souhlasi pocty uzlt a hran. Pokud ano, pfistoupime
k druhé casti verifikace, kde uspofdadame hrany dle jejich ohodnoceni a porovname hrany
vSech tfi souborii. Hrany uspofaddme pomoci QuickSortu (viz. 5.2.4). Pokud se hrany na
totoznych indexech poli nerovnaji, program oznami uzivateli, Ze porovnidvané minimalni

kostry grafli nejsou totozné.

-63 -



6. Vysledky méreni ¢asovych naroc¢nosti algoritmu

6.1. Méreni délky vypoctu v Javé

[1] Program v Javé bézi pod konkrétnim operacnim systémem, jehoz prostiedi je popsano
v systémovych atributech (system attributes). Pod témi si mizeme predstavit napf. jméno
operacniho systému, domovsky adresar uzivatele atd. Java umoziiuje Cteni téchto atributi
a tim vyrazn& napomaha k vytvareni prenositelnych programt. Systémové nezavislé atributy
jsou pfistupné pomoci tiidy System. Tato tfida poskytuje metodu currentTimeMillis(), ktera
vraci pocet milisekund od 1.1.1970. Nés bude zajimat rozdil takovychto dvou hodnot, kterym
je celkovy cas behu programu. Na nasledujicim obrazku 6.1.1 je uvedeno schéma méteni

casovych narocnosti algoritmd.

pocet opakovani méfeni (p) Délka vypottu = (2-t1)/p

e
Aplikace
Spojity H A Minimalni
ohodnofceny > @ mu> @ Eu)> Algoritmus 41 2 kostra grafu
gra
Zacatek méreni Konec méreni
délky vypoétu délky vypoétu
algoritmu (t1) algoritmu (t2)

Obrazek 6.1.1: Schéma méteni ¢asovych naro¢nosti algoritmt

Musime si uvédomit, Zze moderni operacni systémy jsou vicetlohové a viceuZivatelské.
Me¢teny program proto nikdy nebézi sdm a z tohoto diivodu se mohou doby bé¢hu samotného
programu znaéné lisit. Pfed méfenim casovych zavislosti jednotlivych algoritmi je vhodné
uzaviit vSechny nepotiebné spusténé aplikace. Nékteré se ndm nemusi podafit uzaviit, a proto
se je snazime pii vypoctu neaktivovat. Abychom doséhli co mozné nejptesnéjSich vysledk,
spustime méfeny program hned nékolikrat, vylou¢ime extrémy a ze zbylych hodnot spocteme

pramér.
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6.2. Porovnani ¢asovych narocnosti algoritmu

V této diplomové praci byly naprogramovany tfi klasické metody feseni minimalni kostry
grafu. Kazda z téchto metod pracuje s jinou Casovou naroc¢nosti a hodi se pro vypocet jinych
typt grafi. Tabulka 6.2.1 uvadi jednotlivé casové narocnosti klasickych a deterministického

casove linearniho algoritmu, Graf 6.2.1 zobrazuje jejich ¢asové zavislosti.

Nazev algoritmu Casova naro¢nost
Kruskaltv algoritmus O(m.log m)
Jarniklv algoritmus O(n’)

Bortvkiv algoritmus O(m.log n)
Deterministicky ¢asové linearni algoritmus O(m)

Tabulka 6.2.1: Casové naroénosti algoritmii

Casové naroénosti algoritmu

t [ms]
4500 - :
—a— Kruskal(v algoritmus
4000 -
—a— Jarnikav algoritmus
3500 - —>— Boravkuv algoritmus
3000 - —o— Deterministicky ¢asoveé lin.
algoritmus
2500 -
2000 -
1500 -
1000 -
500 +
0 ‘
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Graf 6.2.1: Zavislosti ¢asovych narocnosti algoritmil

Malokdy se setkame s ukoly pocitat minimalni kostry z plnych grafii, tzn. grafii, které

maji n uzll a n.(n-1)/2 hran. Mnohem castéji se setkame s ,realnymi* grafy, jejichZ pocet
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hran je néjakym malym ndsobkem poctu uzli. Proto byly nahodné vygenerovany grafy
s nuzly a m=6*n hranami. Graf 6.2.1 popisuje ¢asové zavislosti grafii s pfedem definovany-

mi vlastnostmi.

V nasledujicich tabulkach 6.2.2, 6.2.3, 6.2.4 se setkdme s naméfenymi ¢asovymi hodno-
tami jednotlivych algoritmti. Dale jsou pro kazdy algoritmus uvedeny dva grafy. Prvni popi-
suje zavislost poméru naméfeného ¢asu a obecné naroc¢nosti algoritmu na celkovém poctu
hran. Vysledna kiivka musi leZet pod né&jakou konstantou, tzn., Ze tato kiivka nesmi prekrocit
néjakou konstantni hodnotu (viz. Graf 6.2.2, Graf 6.2.4, Graf 6.2.6). Druhy graf zobrazuje
vyslednou casovou naroc¢nost algoritmu. Prvni kfivka v tomto obrazku znac¢i naméfenou
¢asovou narocnost algoritmu. Druhd kiivka znazornuje obecnou ¢asovou narocnost algoritmu
prepocitanou k prvni naméfené hodnoté, tzn. Ze spocitime pomér naméteného ¢asu prvniho
(nejmensiho) grafu s obecnou €asovou ndro¢nosti tohoto grafu (pt. pro Kruskaliv algorit-
mus : k=t/m.log m). Timto podilem ziskdme Casovou konstantu, se kterou pak ndsobime
kazdou obecnou ¢asovou narocnost (pf. pro Kruskaliv algoritmus naro¢nosti=naroc¢nost;.k),
kde i=1..pocet feSenych grafii). Kifivka namétfené Casové naro¢nosti nesmi v zddném bodé
prekrocit obecnou casovou narocnost prepocitanou k prvnimu (nejmensimu) mérenému grafu

(viz. Graf 6.2.3, Graf 6.2.5, Graf 6.2.7).

Pti méfeni Casové naroc¢nosti Kruskalova algoritmu jsme pomoci nahodného generatoru
(viz. 5.2.3) vygenerovali Sest ndhodnych spojitych ohodnocenych grafii. Vypocet minimalni
kostry grafu jsme pro kazdy graf opakovali 100 000 krat a ze ziskanych hodnot jsme spocetli
aritmeticky primér. VSechny takto ziskané hodnoty jsou uvedeny v tabulce 6.2.2 a doplnény
0 obecné Casové narocnosti a pomér ¢/m.log m. Graf 6.2.2 ukazuje, ze pomér zméteného Casu

a obecné narocnosti algoritmu ma asymptoticky charakter.

n[-] m[-] t[ms] m.log m[-] [t/m.log m[ms]
16 96 | 0,05210 190,3 0,000274
32 192 | 0,09820 438,4 0,000224
64 384 | 0,19380 9924 0,000195

128 768 | 0,39505 2216,0 0,000178
256 1536 | 0,83420 4894,3 0,000170
512 3072 | 1,81490 | 10713,4 0,000169

Tabulka 6.2.2: Naméfena ¢asova narocnost pro Kruskalv algoritmus
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Zavislost t/(m.log m) na celkovém po¢tu hran pro
t[1e-7 s] Kruskaltv algoritmus

3,00 -
2,50 ~

2,00 ~

L 4
L 4

1,50 -

1,00 -

0,50 -
m[-]

0,00 T T T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Graf 6.2.2: Zavislost ¢#/(m.log m) na celkovém poctu hran pro Kruskaltiv algoritmus

Porovnani namérenych hodnot s éasovou naroénosti
t[ms] Kruskalova algoritmu

3,5 -
—¥— Namérena ¢asova

naro¢nost
3,0 -

—e— Casova naroénost
Kruskalova algoritmu

2,5 1

2,0

1,5 1

1,0 1

0,5 1

0,0 T T T T T T T m[-]\
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Graf 6.2.3: Porovnani namétenych hodnot s casovou naro¢nosti Kruskalova algoritmu
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Pro zméteni ¢asové narocnosti Jarnikova algoritmu bylo pouzito stejného postupu jako
v ptipadé¢ minulém. Opét jsme pouzili nahodné vygenerované grafy, ale tentokrat ndm posta-

&ilo k dokazani asymptotického ustéleni hodnoty #/#° pouziti mnohem mengich grafi.

n[-] ml[-] t{ms] n?[-] t/n°[ms]
16 96 0,02043 256 | 0,000080
24 144 0,04106 576 | 0,000071
32 192 0,06690 1024 | 0,000065
40 240 0,10004 1600 | 0,000062
48 288 0,14010 2304 | 0,000061
56 336 0,18927 3136 | 0,000060
64 384 0,24703 4096 | 0,000060

Tabulka 6.2.3: Naméfena Casova naroc¢nost pro Jarnikiv algoritmus

Zavislost t/(n.n) na celkovém poctu hran grafi pro
t[1e-8 s] Jarniktv algoritmus

9,00 -
8,00 -

7,00 ~

L 4
L 4
L 4

6,00 - v
5,00 ~
4,00 ~
3,00 +
2,00 +

1,00 -

m[-]
0,00 T T T T T T T T 1

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Graf 6.2.4: Zavislost #/n” na celkovém poétu hran pro Jarnikiv algoritmus
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Porovnani namérenych hodnot s ¢asovou naro€nosti
Jarnikova algoritmu

t[ms]
0,35 1 —¥%— Namérena ¢asova
naroc¢nost

0,30 - .

—e&— Casova naroc¢nost
0.25 - Jarnikova
0,20 -
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Graf 6.2.5: Porovnani namétenych hodnot s casovou narocnosti Jarnikova algoritmu

Casova naroénost Boriivkova algoritmu byla méfena na 13 pomémé rozsahlych spojitych
grafech. Vypocet jsme tentokrat pro kazdy graf opakovali pouze 2 000 krat, protoZe vypocetni

¢as n€kolikanasobnych grafli oproti minulym dvéma ptipadiim je mnohem delsi.

n [-] m [-] t [ms] m.log n[-] |t/m.log n[ms]
256 1536 5,254 | 3699,05658 | 0,0014204
512 3072 | 11,361 8322,87732 | 0,0013650
768 4608 | 17,742 | 13295,74451 | 0,0013344

1024 6144 | 24,074 | 18495,28293 | 0,0013016
1280 7680 | 30,340 | 23863,37257 | 0,0012714
1536 9216 | 36,950 | 29365,78144 | 0,0012583
1792 | 10752 | 43,690 | 34979,89023 | 0,0012490
2048 | 12288 | 50,632 |40689,62245 | 0,0012443
2304 | 13824 | 57,780 |46482,95773 | 0,0012430
2560 | 15360 | 65,060 |52350,56587 | 0,0012428
2816 | 16896 | 72,410 | 58284,99326 | 0,0012423
3072 | 18432 | 79,820 | 64280,14777 | 0,0012418
4096 | 24576 | 109,960 | 88777,35808 | 0,0012386

Tabulka 6.2.4: Namétena Casova naro¢nost pro Bortvkav algoritmus
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Zavislost t/(m.logn) na celkovém poctu hran grafii pro
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Graf 6.2.6: Zavislost t/(m.log n) na celkovém poctu hran pro BorGvkiv algoritmus

Porovnani namérenych hodnot s €asovou naro¢nosti
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Graf 6.2.7: Porovnani namétenych hodnot s casovou naro¢nosti Jarnikova algoritmu
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6.3. Zhodnoceni dosazenych vysledku

Z tabulek 6.2.2, 6.2.3, 6.2.4 je jasn¢ vidét asymptotické chovani hodnot #/ndarocnost.
V ptipadé Kruskalova algoritmu nam k tomu postacily stfedné velké grafy, u Jarnikova algo-
ritmu nam stacily malé grafy a Borivklv algoritmus si vyzadal velikych grafi (3072 uzlt
a 18432 hran). Na grafech 6.2.2, 6.2.4, 6.2.6 je nazorn¢ vidét asymptotické chovani kiivek

poméru naméieného ¢asu a obecné asové naro¢nosti.

Aplikovanim algoritmti na rtizn¢ husté grafy namétime rozdilné délky vypocti. Zvolenim

vhodného algoritmu mizeme velice urychlit vypocet minimalni kostry grafu.

Néro¢nost Kruskalova algoritmu je ur¢ena rychlosti pouzitého tfidiciho algoritmu, ktery
usporada vzestupn¢ hrany dle jejich ohodnoceni. Proto se Kruskaltv algoritmus hodi ptede-
vS§im na fidké grafy, které nemayji pfili§ moc hran. Ttidici algoritmus zpracovava mensi pocet
hran, a proto Kruskaliiv algoritmus vypocte minimalni kostru takového grafu mnohem rychle-

ji, nez zbyvajici dva klasické algoritmy.

Jarniktv algoritmus vyuziva pii vypoctu minimalni kostry grafu matic. Vyplnéni a prace
s matici zabird nejvice vypocetniho Casu tohoto algoritmu. Kdyz jednou takovou matici vy-
tvofime, pii praci s ni nam je jedno, jestli jeji pozice jsou z poloviny nebo zcela zaplnény.
Pokud je takova matice zcela zaplnéna, jeji zpracovani je stejné narocné jako zpracovani
velmi fidce zaplnéné matice. Proto se Jarniktiv algoritmus hodi pro zpracovani hustych grafi
s velkym po¢tem hran (fadové n?) a malym po&tem uzli. Ma-li graf n uzli, miZe mit maxi-

maln¢ n-(n—1)/2 hran.

Borivkav algoritmus je nejvyhodnégjsi pouZit na ,,redlné* sttedné zaplnéné grafy. Pro tid-

ké grafy dosahuje Bortuvktv algoritmus horsich vysledkt nez Kruskaltv.
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7. Zaver

Diplomova préce fesi problém hledani minimalni kostry grafu ve spojitém ohodnoceném
grafu. Byly naprogramovany tii vyukové aplety a pét aplikaci v modernim programovacim
jazyce Java. Pro naprogramované aplety byly vytvofeny internetové stranky shrnujici zaklad-
ni pfistupy feSeni problému minimalni kostry grafu. V ramci této diplomové prace se také
podaftilo ptelozit, opravit a doplnit verifika¢ni algoritmus, ktery je zakladem nejdokonalejSich

algoritmu.

Naprogramované aplety slouzi k hledani minimalni kostry grafu prostfednictvim Kruska-
lova, Jarnikova a Bortivkova algoritmu. Umozinuji uzivateli vytvaret a modifikovat vlastno-

rucné nakreslené grafy a samoziejme tyto grafy fesi.

Tyto tii1 aplety jsou implementovany do vyukovych internetovych stranek. Stranky obsa-
huji teoretické zaklady hledani minimalnich koster grafi a nazorné piiklady jejich feSeni.

Prostfednictvim apletd si uZivatel mize ovéfit nabyté teoretické znalosti.

Vsechny vytvorené aplikace byly maximalné oprostény od grafickych prvkl a sousttedi
se predevSim na svoji rychlost. Prvni aplikace fesi problém generovani ndhodnych spojitych
ohodnocenych grafli. Dalsi tfi se zabyvaji méfenim ¢asovych naro¢nosti klasickych algoritm,
teSicich problém minimalni kostry grafu. U vsech tfi aplikaci se podafilo dosahnout ptedepsa-

nych naro¢nosti. Posledni aplikace je zaméfena na kontrolu spoctenych minimélnich koster.

Realizované programové vybaveni problému hledani minimalni kostry grafu lze vyuzit
jako doprovodnou pomucku pii vyuce zdkladt diskrétni matematiky a operacni analyzy na

Technické univerzité v Liberci.
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